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I. Mannigfaltigkeiten

Um eine Idee fiir ein intrinsisches Beschreiben/Definieren von Mannigfaltigkeiten (’~
gekrimmten Rdume’) zu erhalten, tiberlegen wir uns erst, was Untermannigfaltigkeiten
im R” sein sollten.

I.1. Untermannigfaltigkeiten

Der Begriff der Untermannigfaltigkeit soll z.B. die Erdoberfliche umfassen. Dazu wollen
wir einen Atlas simulieren:

Definition I.1.1. Sei M C R™ und m < n. Dann heifit M m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R"™, falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung V' C R™ von
p, eine offene Menge U C R™ und eine glatte® Abbildung F': U — V gibt, so dass gilt:

(i) FU)=MNV und F: U — M NV ist ein Homdomorphismus.|

(ii) Die Jacobimatrix

Oy () L. 6F71L U
oF OF aul.( ) B '( ) '
D, F=|—(u),...,m—(u) ] = : : (nxm—Matrix)
oul oum™ o o
S (u) ... g (u)
hat fiir alle v = (u',...,u™)T € U maximalen Rang, also Rang m (wobei

F(u) = (Fy(u),...,F,(u)T).

Die Abbildung F' ist eine lokale Parametrisierung von M. Die Umkehrabbildung
F~': M NV — U nennt man Karte von M. Man nennt n — m die Kodimension der
Untermannigfaltigkeit und v = (u',...,u™)7” lokale Koordinaten von M.

*glatt =unendlich oft differenzierbar

THombomorphismus = stetige Abbildung, die eine stetige Umkehrabbildung besitzt
Die Umkehrabbildung F~1: M NV — U ist hier eine Abbildung von M NV, was als Teilmenge von
R™ selbst wieder ein metrischer Raum ist. D.h. wir wissen, was hier Stetigkeit bedeutet.
Allerdings ist es i.A. leichter, dass in konkreten Situation wie folgt zu tiberpriifen: F—1 ist stetig, falls
es eine stetige Abbildung G: V — U X R™*™™ mit G|yqy = F gibt. Oder in dem man schon direkt F'
fortsetzt zu einem Homdomorphismus F: W C U x R*~™ — f(W) C R™ mit FlUx{O} = F, denn
dann ist F': U — F(U) automatisch auch ein Homdomorphismus.

Vorl. 1 - 17.10.



I. Mannigfaltigkeiten

TFU)=MNV

Abb. I.1.: lokale Parametrisierung

Bemerkung 1.1.2.

(i)

Wir werden spéter sehen, dass die Bedingungen so gewéhlt sind, dass auch die
Umbkehrabbildungen der Parametrisierungen F~1: M NV — U glatt sind. Weil
aber M NV keine offene Teilmenge des R™ ist, miissen wir uns dazu zuvor iiberlegen,
was glatt da tiberhaupt heiflen soll, s. Definition 1.2.10. Insbesondere werden wir
uns zuvor erst einmal {iberlegen, dass die Wechsel der lokalen Parametrisierungen
glatt sind, d.h. fiir zwei lokale Parametrisierungen F;: U; — V; um p fir i = 1, 2,
ist [ o Fy: Fy '(VinVa) CR™ — FU YV N V,) € R” glatt, siehe Folg. 1.2.2.

In der elementaren Differentialgeometrie definiert man den Begriff der requldren
Fliche. In unserer Sprache ist eine regulire Fliache eine Untermannigfaltigkeit
M cC R?, fiir die eine lokale Parametrisierung F: U C R? — V C R? mit
M = F(U) existiert.
Wir werden oft die Kurzschreibweise M™ C R™ verwenden. Das bedeutet, das M
m-~dimensional ist und nicht M x ... x M — im Gegensatz zu R” =R x ... x R.
—_——— —_———
m-mal n—mal
(LinAlg-Wdh) Sei f: R™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann ist die

Jacobimatrix D, f eine m x n-Matrix, bzw. eine lineare Abbildung D,, f: R™ — R™.
Ist D, f injektiv (bzw. surjektiv), dann ist der Rang von D, f gleich n (bzw. m).

Im Falle von Definition I.1.1 ist F': U C R™ — R™ mit m < n. Damit bedeutet:
D, F habe maximalen Rang, dass D, F injektiv sein muss. Man sagt, dass F' eine
Immersion in u ist.

Beispiel 1.1.3. (Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten)

(1)

Ebene H im R3: Die Ebene H gehe durch den Punkt p € R3 und werde durch
die linear unabhéngigen Vektoren X, Xo aufgespannt:

H = {p—|—u1X1 +ulX, \ ut e R}.
Hier reicht eine lokale Parametrisierung

F:R* - R? u=(u',u?) l—>p+ZuiXi.

K



L1. Untermannigfaltigkeiten

Dabei ist F' glatt und ein Homéomorphismus aufs Bild F(R?) = H und
D,F = (X1, X2)
hat Rang 2, da die Vektoren linear unabhéngig sind.

(ii) S = {x2 +y2? =1} C R%: Wir geben hier nur lokale Parametrisierungen um
(0,1)T an, um alle jeweils fehlenden Punkte findet man analog eine lokale Para-
metrisierung. Natiirlich reicht es eine lokale Parametrisierung um jeden Punkt
von S' zu finden, aber wir wollen hier sehen, wie unterschiedlich solche Parame-
trisierungen aussehen kénnen:

(a) (Mittels Winkeln)
F:(—m7) = S'n R\ {(0,-1)T}), aws (cosa,sina)”

(Do F = (—sina,cosa)T hat Rang 1) Hier ist F sogar fiir alle p € St \
{(0,—=1)T} eine lokale Parametrisierung. Um {(0,—1)7} kann man ganz
analog eine Parametrisierung bauen. Also ist S eine eindimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R2.

(b) (Mittels Auflésung) F: (—1,1) = ST N {(z,y) |y >0}, =z (z,v1—22)T

(D F = (1,0,V1—2? = \/%)T hat Rang 1) Analog erhdlt man mittels

F:(-1,1) = S'n{(z,9)T ly <0}, z+ (,—v1—22)T. Damit hat man
schon um alle Punkte in S*\ {(=1,0)7, (1,0)T} eine lokale Parametrisierung
(vgl. Prasenziibungsblatt). Auflosen nach y (statt 2 wie bisher) liefert dann
ganz analog lokale Parametrisierungen fiir die verbleibenden Punkte.

(c) (Mittels stereographischer Projektion)

(z,y)
A F:(-1,1) - R? uH(xZSina,y:cosa)T
Mittels dhnlicher Dreiecke erhalten wir ¥ = £=%.
Zusammen mit z2 4+ y? = 1 ergibt sich F(u) =
T
(%, %) . Nachrechnen von D, F zeigt, dass
Stidpol F eine lokale Parametrisierung ist.

(iii) Sei U C R™ offen und sei f: u= (ul,...,u™) € U — f(u) = f(u},...,u™) € R¥
glatt. Dann ist der Funktionsgraph M = {(u, f(u)) € R*=™** | 4 € U} eine
Untermannigfaltigkeit, vgl. UA 1(ii).

Um herauszufinden, ob eine Menge eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es verschiedene
dquivalente Kriterien. Zum Beispiel muss eine Untermannigfaltigkeit in einer geniigend
kleinen Umgebung eines Punktes immer als Funktionsgraph, vgl. Beispiel 1.1.3(iib),
oder als Nullstellenmenge einer geeigneten Funktion geschrieben werden kdnnen. Dies
zeigt der folgende Satz. Zuvor bendtigen wir noch den Begriff des reguldren Wertes:
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Definition 1.1.4. a € R¥ ist reguldrer Wert einer glatten Funktion f: V C R® — RF
mit k < n, falls fiir jeden Punkt x = (x!,...,2") € V mit f(z) = a die Ableitung
D,f= (%, cee %) (eine k x n-Matrix) maximalen Rang hat.

In der obigen Situation ist D, f surjektiv. Man sagt, dass f eine Surjektion in x ist.
Satz 1.1.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(a) ("M ist lokal eine Immersion’) M™ C R™ ist eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™.

(b) ("M st lokal ein Funktionsgraph’) Fiir jedes p € M existiert (ggf. nach Vertauschen
der Koordinatenreihenfolge) eine offene Umgebung U x W C R™ x R¥ = R™ von p
und eine glatte Abbildung g: U — W so dass

V(u,w) €U X W: (u,w) € M <= g(u) = w,

anders formuliert
M N (U x W) = Graph(g).

(c) (’M ist lokal eine Nullstellenmenge) Fir jeden Punktp € M™ gibt es eine Umgebung
V C R™="*F und eine glatte Funktion f: V — R, so dass 0 € R* regulirer Wert
ist und f~1(0) =V N M.

(d) ('M st lokal euklidisch’) Zu jedem p € M gibt es eine offene Menge W C R™ und
eine offene Umgebung V' C R™ von p und einen Diffeomorphismus

h:V - W
h(MNV)=Wn@R™ x {(0,...,0)})
={h(p)l pEeM NV}

d.h. firpe M NV gilt
h(p) = (h’l(p)7 o 7hm(p)707 e 70) 9
vgl. Abbildung 1.2.

Das Kriterium vom reguldren Wert (Satz I.1.5.c) liefert schnell viele Beispiele fiir
Untermannigfaltigkeiten, vgl. z.B. UA 2. Bevor wir dann Satz I.1.5 vollstindig beweisen,
schauen wir uns einige Beispiele fiir die Verwendung von (c¢) an.
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Rk

N ~

WV A M) =W ®R™ x {(0,...,0)})
k

Abb. 1.2.: M’ ist lokal euklidisch

Beispiel 1.1.6. (Beispiele fiir die Anwendung von Satz 1.1.5.¢)

(i) Die m-dimensionale Sphére

m+1
sm={x=(a',..., 2" erRTH j > (@)?=1p cR™!
j=1

ist das Urbild S™ = f~!(0) der Funktion f: R™*' — R, f(z',...,2™") =
Z;rfll (27)% — 1. Wegen

D.f— <<9f (),. .. af(x)) :2(x1,~~7$m+1) =92z7

Oxl T Ol

hat D, f genau dann maximalen Rang, wenn z # 0 € R™*! ist. Da jedoch
0 ¢ £71(0) ist, ist O regulirer Wert von f und damit S™ = f~1(0) c R™*+! eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*1.

St ={(z,y)T € R? | 22 + y? = 1}: Wir wissen schon, dass S! eine Untermannig-
faltigkeit ist. Wahlt man aber

fRE SR, (2,97 = (22 +92 —1)%
dann ist zwar f~1(0) = S!, aber
D(gc,y)Tf = (2!E((E2 + y2 - 1)7 2y($2 + y2 - 1))

ist die Nullmatrix fiir (z,y)? € S!. Fiir dieses f ist also 0 kein regulirer Wert
und unsere Rechnung hier, sagt nichts dariiber aus, ob S' nun eine Untermannig-
faltigkeit ist oder nicht. Daran sieht man sehr schon, dass das Kriterium zwar
sehr gut, dazu geeignet ist, zu zeigen, dass etwas eine Untermannigfaltigkeit ist —
doch muss man ggf. das f richtig 'raten’.



Vorl. 2 - 19.10.

I. Mannigfaltigkeiten

(iii) Das Lorentz-Produkt auf R"=™*1 ist ein indefinites Produkt gegeben durch

<x,y>L _ _xlyl + x2y2 4+ xm+1ym+1
({z,2)p = —(21)? + (%) + ...+ (@™ Th)?).

Man nennt (R",(.,.),) Minkowskiraum. Dies ist der Raum auf dem spezielle Re-
lativitdtstheorie modelliert wird. Mehr dazu noch spéter auf S. 40. Der Lichtkegel
ist C:={x € R™"!| (z,2), = 0}. Wir betrachten die Funktion

FRTUGR, (@) = (),
und fiir ¢ € R setzen wir M. = f~1(c).

0 0
D,f = ((’Mfl(x)”axmfl(m)> :2(—x1,m2,...,xm+1).

D, f hat maximalen Rang fiir alle z € M, mit ¢ # 0, d.h. jeder Wert ¢ # 0 ist
regulér.

Es folgt, dass fiir ¢ # 0
M, ={z¢€ Rmﬂ‘ f(z)=c}

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™*! ist. Es bleibt die Frage fiir

Abb. 1.3.: My - Lichtkegel, M; - einschaliges Hyperboloid, M_; - zweischaliges Hyper-
boloid

¢ = 0: Nur, weil D, f hier nicht maximalen Rang hat, heifit das nicht, dass f~1(0)
nicht doch eine Untermannigfaltigkeit sein konnte, s. letztes Beispiel.

Aus obigen Uberlegungen wissen wir, dass nur 0 € M; ein Problem darstellen
konnte (also das insbesondere My \ {0} eine Untermannigfaltigkeit ist). Im Bild 1.3
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erkennt man schon, dass der Lichtkegel um 0 € My nicht aussieht wie ein Funkti-
onsgraph. Noch nicht von einmal von einer stetigen Funktion — sondern eher wie
zwei an der 0 zusammengeklebten Funktionsgraphen stetiger Funktionen. Daraus
wollen wir einen Beweis basteln, dass My = f~1(0) keine Untermannigfaltigkeit
ist.

Beweis. Annahme: M ist eine Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes
p € My einen Homdomorphismus F: U C R™ — MyNV mit p € V C R™+L
Wiéhle p = 0 (denn dort ging das Reguldre-Wert-Argument von oben schief).
Sei u = F~1(0). Durch Verkleinerung von V und Translation von U kdénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass u = 0 und U = B,(0) fiir ein € > 0 ist. Dann ist

Flonguy: UN {u} = B(0)\ {0} = (Mo \ {0}) NV

noch immer ein Homéomorphismus. Wihle einen Punkt py € (My\ {0}) NV N
{zm*! > 0} und analog einen Punkt p_ € (M \ {0}) NV N {z™+! < 0}. Seien
ux:=F~"1(p+). Wir withlen eine Kurve c in U \ {u} = B.(0)\ {0} von u nach u_.
Dann muss wegen Stetigkeit auch F' o ¢ eine Kurve in (Mg \ {0}) NV von p; nach
p_ sein. Eine solche Kurve gibt es nicht in Mg \ {0}, da die 2" !-Koordinate von
F o ¢ irgendwann durch die Null gehen miisste und dieser Punkt aber nicht in
My \ {0} liegen kann.* O

(iv) Bis jetzt haben wir nur Beispiele von Hyperflichen (= Untermannigfaltigkeiten
von R™ der Dimension n—1 = Kodimension-1-Untermannigfaltigkeiten) betrachtet.
Als néchstes kommt ein Beispiel mit hoherer Kodimension:

M={(z,y,2)T eR® |2 +y* =1Lz +y+z=1}
iR =R (z,9,2) = (@2 +y - Lo+y+2-—1)7T
Denn f ist glatt, Homéomorphismus auf Bild und

2¢ 2y O
D@y»Z)Tf(l 1 1>

hat Rang 2 fiir alle (x,%) # (0,0), also insbesondere fiir alle (z,y,2)T € M.

Man kann auch Objekte, die aus ganz anderen Kontexten bekannt sind, als Unterman-
nigfaltigkeiten auffassen.

*Man sagt Mo hat zwei Zusammenhangskomponenten.

Zusammenhangskomponente = maximal zusammenhéngende Teilmenge (wobei eine Teilmenge (weg-
)zusammenhéngend heift, falls je zwei Punkte der Teilmenge durch einen stetigen Weg miteinander
verbunden werden koénnen.) [Im Allgemeinen sind zusammenhéngend und wegzusammenhangend zwar
verschiedene Begriffe. In unserer Situation fallen diese aber zusammen und es spielt nur wegzusam-
menhéangend eine Rolle, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Connected_space]


https://en.wikipedia.org/wiki/Connected_space

I. Mannigfaltigkeiten
(v) Die orthogonale Gruppe O(n) enthélt alle langenerhaltenden linearen Abbildungen
im R™:
O(n) ={f: R" = R" linear, {f(x), f(z)) = (z,z)Vz € R"},

also alle Drehungen um den Ursprung, alle Spiegelungen an Hyperebenen* durch
den Ursprung und Hintereinanderausfithrungen davon. Sei Mg(n,n) = R™ die
Menge der reellen n x n-Matrizen und Id,, die n x n-Einheitsmatrix. Falls A eine
Matrixdarstellung von f ist, gilt

O(n) = { A € Mg(n,n) | AAT = Id, }.

Es ist det A € {£1}.
Wir werden zeigen, dass die Gruppe Q(n) eine Untermannigfaltigkeit des R der

Dimension F(n — 1) ist.

Beweis. Wir betrachten
f: Mg(n,n) — Sym(n), A f(A)=AAT —1d,

wobei Sym(n) = { A € Mg(n,n) | A= AT} =2 R*("*1D/2 die reellen symmetri-
schen Matrizen sind. Dann ist O(n) = f71(0). Wir miissen zeigen, dass 0 € Sym(n)
ein regularer Wert ist. Dazu berechnen wir

f(A+sH) — f(A)

Daf(H) = ligy ===
T T
— im (A+sH)(A+sH)" — AA
s—0 S
1
=lim ~ (AA" + s (HA" + AH") + s"HH" — AA")
s—0 8
=HAT + AHT.

Wir zeigen, dass D4 f: Mr(n,n) — Sym(n) surjektiv ist und damit maximalen
Rang hat. Sei 4 € O(n), S € Sym(n). Wir withlen H = 15 (A*I)T. Dann ist

Dasti) = 5Daf (5(47)") = (sCa7) 47 + A(s(4™)"))

(S(AA1)" 4+ 4471 .5T) = g,
Id, Id,,

N =

Also ist O(n) eine Untermannigfaltigkeit von Mg(n,n) = R™" mit

dim O(n) = dim Mg(n,n) — dim Sym(n) = n? — 3 O
*Eine Hyperebene im R™ ist ein Untervektorraum der Dimension n — 1, z.B. Ursprungsgeraden im
R? und Ursprungsebenen im R3.
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Ahnlich kann man auch fiir andere Matrixgruppen (Untergruppen von Gl(n, R)
und Gl(n, C)), wie z.B. U(n), SU(n), ... , zeigen, dass dies Untermannigfaltigkeiten
von Mc(n,n), ... sind.

Beweis von Satz 1.1.5. (Vgl. Beweisschema in Abb. 1.4) Sei pr,, (bzw. pr™): R® — R™
die Projektion auf die ersten (bzw. letzten) m Koordinaten (n > m).

'(a) = (b)’ Wir wollen aus einer lokalen Parametrisierung eine Beschreibung als
Funktionsgraph machen. Die Idee ist, dass man dabei einfach das Bild der Parame-
trisierung selbst als Funktionsgraph iiber eine geeignete Teilmenge der Koordinaten
versteht.

Sei p € M beliebig und F: U ¢ R™ — V C R*=** cine lokale Parametrisierung.
0.B.d.A. habe V die Form V; x Vo mit V; € R™ und Vo C R¥ (Das kann durch
Verkleinern von U immer erreicht werden.).

Setze u:=F~!(p). Da der Rang von D, F gleich m ist, es also m linear unabhingige
Spalten geben muss, kénnen wir 0.B.d.A. (durch Umordnung der Koordinaten direkt
am Anfang) annehmen, dass

OF;
det D, (pr,, o F') = det < Z(u)) # 0.
oul 1<i,5<m

Wir definieren F: U € R™ — V; € R™ durch F::prm oF = (F,...,F,). Wenden
wir nun den Umkehrsatz auf F' an. Dann existiert eine offene Umgebung U’ c U
von v und Vi C V; von pr,,(p) € Vi, so dass die Einschrankung F: U — Vi ein
Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen das Inverse mit ¢: V/ — U’ und definieren
G:=Fo¢: V/ CR™ — F(U’) C R". Dann gilt fir alle v € V/

G(v) =(F 0 ¢)(v) = (pr,, (F(6(v))), pr* (F(¢(v))))
=(F(¢(v)), pr*(G(v)) = (v, (pr* 0 G)(v)).
Die Abbildung g: V{ — pr*(F(U’)):=Vy C R* hat alle gewiinschten Eigenschaften: Sei
(v,w) € V{ x V§ mit g(v) = w. Dann gilt
(v,w) = (v,9(v)) = G(v) = F(¢(v)) e FU')Cc F(U)=MnNV C M.

Sei andererseits (v,w) € M N (V{ x V). Da F': U" — V{ x V; ein Homdomorphismus
ist, existiert genau ein v € U’ mit (v,w) = F(u). Also ist v = F(u) und ¢(v) = w.
Damit gilt

(v, w) = F(u) = F(¢(v)) = G(v) = (v,9(v)),
also g(v) = w.
') = (c):Seig: U CR™ — W CRFund p e U x W wie in (b). Wir definieren
f:V:=U x W C R* — R* durch

Flu,w)i=w — g(u).

Beweis in Vorl. 4
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Dann ist f~1(0) = Graph(g) = M N (U x W). AuBerdem ist
)

D(u,w)f = <_ Dyg, 1dy,
—_— —
kxn—Matrix kxm kxk
Also ist Rang(D(y,w)F') = k, und damit ist 0 regulédrer Wert von f.
(c) = (d): Sei f: V C R*=™%* 5 RF wie in (c). Sei U x W C V mit U C R™ und
W € RF offen, so dass p = (ug,wp) € U x W ist. Nach Umbenennung der Koordinaten
(falls notig) kénnen wir annehmen, dass

et (520 = (uo, ) 40

J
Ox 1<i<k,n—k+1<j<n

:3D1uo f(p)
Wir definieren
h:UxW —=R" (u,w)— (u, f(u,w)).
und berechnen

Idm Omxk
* Dy, f(p

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit liefert eine offene Umgebung V/ C U x W
von p = (ug,wyp), eine offene Umgebung C’ von ¢:=h(p), so dass die Einschrankung
h: V' — C' ein Diffeomorphismus ist. Die Abbildung h erfillt dann:

det D, (h) = det ( )> = det Dy, f(p) # 0.

(u,w) e MNV' <= f(u,w) =0 <= h(u,w) = (u, f(u,w)) = (u,0) € C".
(d) = (a): Sei h: V — W wie in (d) gegeben. Dann ist h und damit auch h~!
insbesondere auch ein Homéomorphismus und damit ist auch
Fi=h""y,.cwn®mx{0,..0n: Ur =V

ein Hom6omorphismus aufs Bild. Da h Diffeomorphismus ist, ist ' noch immer glatt
und eine Immersion. O

Zusammenfassung und Ausblick

Was ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit? Sehr grob gesprochen: Eine Teil-
menge eines R”, die um jeden Punkt, wenn man nah genug rein zoomt, aussieht wie
der R™ (Oder auch: die um jeden Punkt aussieht wie der Graph einer R™-wertigen
Funktion in R*¥="~* Variablen). Alles auf glatte Art und Weise.

Um jeden Punkt fithrt man mittels lokaler Parametrisierungen dann lokale Koordinaten
ein — wie die Koordinaten auf der Landkarte, die auch Teilgebiete der Erde beschreiben.

Wichtigste Methode zu zeigen, dass eine implizit gegebene Menge eine Untermannigfal-
tigkeit ist, ist das Kriterium vom reguldrem Wert ("Stichwort: Héhenlinien’).

Ziele im Weiteren:

10



1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

(b) "lokal Funktionsgraph’

benutzt Umkehr&at/ \zatz =w— g(u)

) "lokal Immersion’ (c) "lokal Nullstellenmenge’

Einschrénken VOHN / satz: h(u,w) = (u, f(u, w))
Rn

auf R™ x {0} C
(d) ’lokal euklidisch’

(wobei (u,w) € U x W C R™ x RF =R").

Abb. 1.4.: Beweisschema zu Satz 1.1.5

1. Einfithren von Konzepten der Analysis auf der Untermannigfaltigkeit, z.B. Ablei-
tungen, Metriken, etc.

2. Dabei soll jedes dieser ’Konzepte’ auch immer mittels den lokalen Koordinaten
beschrieben werden.

Nach dem Motto: Wenn man eine Reiseroute planen will, setzt man sich auch
zu Hause mit der Landkarte hin und geht nicht raus und lauft alle Moglichkeiten
auf der Erde ab.

Dieses Motto ist insbesondere fir das néchste Ziel entscheidend.

3. Verallgemeinerung auf abstrakte Mannigfaltigkeiten ("Untermannigfaltigkeiten
ohne (a priori gegebenen) umliegenden Raum’)

I.2. Differenzierbare Abbildungen und der
Tangentialraum

Eine grundlegende Idee der Analysis ist es, sofern moglich, Abbildungen durch einfachere,
zunédchst zumeist lineare Abbildungen zu approximieren, um analytische Probleme
auf linear-algebraische zurtickzufiihren. Die lineare Approximation einer Abbildung
f:R™ — RF bei z ist das Differential D, f: R" — RF, definiert durch f(z + v) =
f(x)+ Dy f(v) +o(v) mit lim, o |( - = 0. Zur Hauptaufgabe dieses Abschnittes gehdrt
die Frage, wie man das Differential auf Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten
verallgemeinern kann.

11



I. Mannigfaltigkeiten

1.2.1. Wechsel lokaler Parametrisierungen

Zuerst wollen wir die Frage untersuchen, ob die Wechsel lokaler Parametrisierungen,
wie in Bemerkung 1.1.2 behauptet, glatt sein. Dazu benétigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1.2.1. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei F: U C
R™ — V C R" eine lokale Parametrisierung von M. Sei W C R eine offene Menge
und ¢: W — R™ eine Abbildung mit ¢(W) C M NV. Dann ist ¢ als Abbildung von W
nach R™ genav dann glatt, wenn F~1o¢: W — U C R™ glatt ist.

Das letzte Lemma sagt uns, dass bei der Frage der Differenzierbarkeit einer Abbildung
mit Werten in M egal ist, ob wir diese Abbildung als eine nach R™ oder mittels
Koordinaten als eine Abbildung mit Werten in R™ auffassen. Insbesondere muss man
das wirklich zeigen, weil wir im Moment noch nicht wissen, ob F~! glatt ist, bzw. was
das fiir F~': V. N M — U iiberhaupt heiflen soll.

Beweis. Ist F~1 o ¢ glatt, dann ist ¢ = F o (F~! o ¢) als Verkettung zweier glatter
Abbildungen wieder glatt.

Sei nun ¢: W — R"” glatt.
Idee: Glatte Erweiterung von F' zu einer Funktion G von U x R¥ — R”, so dass G~!
dann im Analysissinne glatt ist.

Seip € W. Dann ist ¢:=¢(p) € MNV und ug:=F~*(q) € U. Sei F = (Fy, ..., F,)T. Das
Differential D,,, F hat maximalen Rang. O.B.d.A. habe (D, (F1, ..., F,,)T) maximalen

Rang. Wir definieren
G: U % Rk::n—'rn S R™

Dann ist
det Dug0)=(uboovuz 0,00 G = det Dyt -y (F1, - - JE)T #£0,

und damit gibt es nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung U; € U x R¥ von
(ud,...,ul*,0,...,0) und eine offene Umgebung V; C V von ¢, so dass

G'|U1 : U1 — V1

ein Diffeomorphismus ist. Sei W1:=¢~1(V}). Dann ist W, eine offene Umgebung von p.
Fir p’ € Wy gilt

G log(p) = (F ' oo(p),0,...,0).
Da G~ o ¢ glatt ist, gilt das auch fiir F~1 o ¢. O

12



1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

/
Y(t) = uo + te;

Abb. 1.5.: Tangentialvektor

Folgerung 1.2.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ zusammen mit zwei lokalen
Parametrisierungen Fy: Uy — Vi und Fy: Uy — V. Sei Vi N Vo #£ &. Dann ist

FyiloF: FFY(VinVa) — Ey Y (VinVa)
glatt.

Beweis. Wir verwenden Lemma 1.2.1 auf W = Ffl(Vl NV,), ¢ = Fy und F = Fy
an. O

1.2.2. Tangentialvektoren und Tangentialraum

Sei F: U C R™ — V C R" eine lokale Parametrisierung von M um p = F(uyp).

Die Bedingung, dass Dy, F = (25 (uo), . .., 2£-(ug)) Rang m hat, bedeutet, dass die
Vektoren 25 (ug), ..., 2£ (up) € R™ linear unabhéingig sind.
Anschauung von 25 (ug).  (Vgl. Abbildung 1.5)
Es ist 25 (ug) = Dy, F(e;), wobei eji=¢;|,, den Einheitsvektor im Punkt uo zur
Koordinate u’ darstellt. Dann ist

4 1 i-1 i i+l m

eir=—li=o0(Ug, - - -, uy uy+tug ..., ult)
dt

und

oF

w(uo) = DuOF(ez) = %h:oF(uO + tei).

Hierbei ist v(¢):=ug + te; eine Kurve (sogar eine Gerade) in R™ und c¢(¢):=F o y(t) =
F(ug + te;) eine Kurve in M C R, also insbesondere eine Kurve in R™. Also ist
d(0) = gfi (up) der Tangentialvektor an ¢ in p = ¢(0) = F(up).

Da fiir ¢ klein genug Spur(c):=Bild(¢) C M ist, nennt man ¢'(0) = gf,- (up) auch
tangential an M in p = ¢(0).

13



I. Mannigfaltigkeiten

vnv

////
/////
/////

///////

/////

Abb. 1.6.: Wechsel der lokalen Parametrisierung

Lemma und Definition 1.2.3. Ist M C R"™ eine m-dimensionale Untermannigfaltig-
keit und p € M. Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung von M um p = F(ug).
Dann ist der durch

T,M:=D,,F(R™)
definierte Untervektorraum von R™ unabhdngig von der Wahl der lokalen Parametrisie-

rung und heiffit Tangentialraum von M an p.

Beweis. Sei F': U' — V' eine weitere lokale Parametrisierung um p = F’(u(). Nach
Folgerung 1.2.2 ist w:=(F')"to F: F~Y(VNV') — (F')~1(VNV’) ein Diffeomorphismus.
Damit ist F = F' ow: F~1(VNV’) - VNV’ und nach Kettenregel

DuOF = Dw(uo):F—l( F/ODUO'U}.

P)=u

Also ist
D,,F(R™) = D%F’(Duow(Rm)) = D%F’(Rm),

wobei die zweite Gleichheit folgt, da w und damit auch D, w ein Diffeomorphismus
ist. O

Bemerkung 1.2.4.

(1) 25 (up), ..., 2L (up) ist eine Basis von T, M (wobei F(ug) = p).

Jul s Dum

(ii) Sei v € T,M. Dann gibt es eine glatte Kurve c: I = (—¢,€) — M mit ¢(0) =p
und ¢/(0) = v: Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung um p = F(ug) und

14



1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

sei v =31", a' 95 (ug). Wihle fiir ¢ = F oy mit y(t) = uo +t> ;- a’e;. Wegen

Linearitat der Ableitung gilt
¢(0) = Dyy F(7/(0)) = Y a' Dy Fles) = v.
i=1

Die Kurve ¢ (und damit ) ist durch ¢/(0) = v natiirlich nicht eindeutig bestimmt,
sondern jede Kurve v in R” mit v(0) = up und 7/(0) = >_7" | a’e; funktioniert.

Andersherum liefert jede Kurve glatte Kurve c: I = (—¢,€) — M mit ¢(0) = p
durch ¢(0) ein Element in T,M: Sei F': U — V eine lokale Parametrisierung
um p = F(ugp). Fir € klein genug gibt es ein v: I — U mit ¢ = F o~. Dann ist
(0) = (F07)'(0) = Dy, F(7'(0)) € T, M.

Wir haben also gesehen, dass jeder Tangentialvektor von M in p der Geschwin-
digkeitsvektor am Punkt p einer Kurve in M ist. Natiirlich ist diese Kurve nicht
eindeutig bestimmt. Dennoch ist dies eine wichtige Beobachtung mit der wir
immer wieder arbeiten werden und mit deren Hilfe wir das Konzept des Tan-
gentialraumes auch auf abstrakte Mannigfaltigkeiten verallgemeinern werden (s.
Definition 1.3.16) oder die uns ab und zu auch bei der Berechnung von Ableitungen
helfen wird (z.B. Beweis von Lemma 1.2.15).

Notation I.2.5 (Einsteinsche Summenkonvention). Wir verwenden die Einsteinsche
Summenkonvention bei der in einem Produkt iiber wiederkehrende obere und untere
Indizes automatisch summiert wird, z.B.: aibi::Zi a'b;. Die Grenzen der Summati-
on ergeben sich aus dem Kontext — oft die Dimension der Mannigfaltigkeit. Steht
ein oberer/unterer Index unterm Bruchstrich, so wird er fiir die Summenkonvention
Zum unteren/obelfen Index: g:: ::Z?:1 x! gﬂ Ein komplizierteres Beispiel wére
al,gijx" =3 ks @ ,9:;2% und wire in der Summe auch nicht nur skalar sondern hétte
zwei untere Indizes 4, ¢ iibrig.

Definition 1.2.6 (Tangentialbiindel, Normalenraum, Normalenbiindel). Wir nennen
die disjunkte Vereinigung aller Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit das Tangential-
bindel*
TM:= U T,M:={(p,v) |veT,M,pe M}
peEM

von M. Der Normalenraum von M an p ist definiert als
Ny M:={w e R" | Vv € T,M C R": (w,v) =0}
und das Normalenbiindel von M also

NM:= | | NyM.
peEM

*Streng genommen ist das der Totalraum des Tangentialbiindels (Das Biindel selbst kommt mit
mehr Struktur). Aber hier benutzen wir das erst einmal nur als Name und fithren hier nicht den Begriff
eines Biindels ein.
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Vorl. 3 - 24.10.

I. Mannigfaltigkeiten

Bemerkung 1.2.7. Sei M™ C R"™ Untermannigfaltigkeit. Dann gilt fiir alle p € M:
T,M ® N,M =R".

Beispiel 1.2.8.

(i) S%: Als Untervektorraum vom R3
sind 7,5 und T,5? gleich, als
Teilmenge von T'S? jedoch ver-
schieden. In 7'S? merken wir uns
fur jeden Tangentialvektor noch

seinen Fupunkt auf S2. Analoges
gilt fiir N,S? und N,S2.

(i) R? ¢ R%: TR? = || cp-{p} x
T,R® = | | cpe {p} X R? = R> x R?

Berechnung von T, M fiir implizit gegebene Untermannigfaltigkeiten Sei M =
F7H0) fir f: R™ — R glatt und der Rang von D, f sei maximal fiir alle p € M. Dann
ist also nach Satz I.1.5 (Kriterium vom reguldren Wert) M eine (m:=n—k)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Sei F': U C R™ — V C R” eine lokale Parametrisierung von
M. Sei v € U. Dann ist

foF =0, also 0= Dy(foF)= DpfoD,F.

Damit ist Bild(Dy F') C ker(Dp(y) f). Da Rang(Dp(y) f) = k ist, ist dimker(Dp(,) f) =
n —k = m. Wegen dim D, F(R™) = m, folgt

TpyM = DyF(R™) = ker(Dp(u) f) (L.1)
und damit Ny (M) = (ker(Dp )

Beispiel 1.2.9. M = S? f = (z!)? + (z 22—1—( 32 -1, D, f =2(z!, 2% 23), also ist
nach (I.1) T,8? = ker D, f = ker2(z',22,23) = {v € R3 | (z,v) =0} = (R -z

1.2.3. Abbildungen von M aus

Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und f: M — R
Wir wollen einen Begriff von Glattheit fiir f einfilhren. Da gibt es verschiedenen
Moglichkeiten. Man kann z.B. fordern, dass es lokal immer eine glatte Fortsetzung
in den umgebenden Raum geben soll oder aber auch, dass die Abbildung in lokalen
Koordinaten ausgedriickt immer glatt ist. Wir werden folgend die erste Definition
wahlen und dann zeigen, dass sie zur zweiten dquivalent ist. Die zweite Variante ist die,
die auch flir abstrakte Mannigfaltigkeiten noch Sinn machen wird.

Definition I1.2.10. Sei S C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f: S C R" —
R heift glatt, falls es zu jedem p € S eine Umgebung W C R"™ von p und eine glatte
Funktion f: W — R gibt, so dass

f|SﬂW = .ﬂSﬂW'
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1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

Lemma I.2.11. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit und F: U — V eine lokale
Parametrisierung. Dann ist F~': V.M — U glatt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 1.2.1. Die dort konstruierte
Funktion G~! ist eine glatte Fortsetzung von F~! in einer Umgebung von p. O

Lemma 1.2.12. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und
f: M =R Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung von M um p. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. (’Lokale Eristenz einer glatten Fortsetzung’) Es gibt eine offene Umgebung W von p
in R™ und eine Fortsetzung f von flynw auf W, die glatt ist.

2. (‘glatt in lokaler Parametrisierung’) Die Abbildung f o F: U — R ist glatt.

Beweis. '1 == 2": Sei ug € U beliebig und p:=f(uo). Da nach Voraussetzung f in p
glatt ist, gibt es eine offene Umgebung W von p und eine glatte Funktion f: W — R?
mit f|arew = flarnw. Dann gilt fiir alle u € F~1(V):

foF(u)= foF(u).

Nun ist f o F als Verkettung zweier glatter (im urspriinglichen Sinne der Analysis)
Funktionen wieder glatt*. Damit ist auch f o F' auf F~1(V) glatt, also insbesondere
auch in wug.

'2 = 1: Seip € M. Nach Lemma 1.2.11 ist F~! glatt, d.h. es gibt eine offene Umgebung
W C R” von p und eine glatte Funktion G: W — U mit G|yow = F~Yaw. Setze

f=foFoG: W =Rk,

Dann ist f als Hintereinanderausfiihrung von glatten Abbildungen (hier wieder glatt im
Sinne der Analysis) glatt und flwny = foFoG|lwan = foFoF Ywan = flwam. O

Bemerkung 1.2.13. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten
M™ C R¥ und N* C RY. Seip € M. Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung von M
um p und sei F': U" — V' eine lokale Parametrisierung von N um f(p). Dann ist nach
Lemmata [.2.1 und 1.2.12 f um p genau dann glatt, wenn (F') "o foF: f~3(U")NU —
V' glatt um u:=F~1(p) ist (also f in lokalen Koordinaten glatt ist).

Beispiel 1.2.14. (i) id: M — M C R™ ist glatt.

(ii) Sei M™ C R™. Ein (glattes) Vektorfeld ist eine (glatte) Abbildung X : M — R™.
Gilt zusétzlich X(p) € T,M (bzw. X(p) € N,M) fir alle p € M, so ist X
ein (glattes) tangentiales Vektorfeld oder Tangentialfeld (bzw. normales Vektor-
feld oder Normalenfeld) auf M. Falls || X (p)|| = 1 fur alle p € M ist, heifit X
Einheitsvektorfeld.

*gilt aber auch fiir den Glattheitsbegriff aus Definition 1.2.10
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I. Mannigfaltigkeiten

1.2.4. Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten und die
Tangentialabbildung

Seien M™ C RF und N™ C R? Untermannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine glatte
Abbildung, sei p € M. Wir suchen einen geeigneten Begriff fiir die erste Ableitung von
[ an der Stelle p. Dies sollte eine Abbildung von T;, M nach Ty, N sein.

Nach Definition gibt es eine Umgebung W C R* von p und eine glatte Abbildung
f: W = R so dass flway = flwnn. Die Erweiterung f ist in p differenzierbar:
D, f: RF — R¢. Die Idee ist, diese Abbildung auf T, M einzuschrénken und so die erste
Ableitung zu definieren. Es gibt zwei Sachen, die man sich da tiberlegen muss: Es muss
wirklich nach T ,) N abbilden und unabhéngig von der Wahl der Erweiterung f sein.

Lemma 1.2.15. D, f(T,M) C Ty N

Beweis. Sei v € T,M gegeben. Wir wéhlen eine Kurve c¢: (—¢,€) — M mit ¢(0) = p
und ¢/(0) = v. Dann gilt

D, () = Do) J(€(0) = oo oelt)) = Thmol foelt) ) € TyyN. (12

Kurve in N

O

Wegen (1.2) hingt diese Definition nicht von der Wahl von f ab und wir kénnen
definieren:

Definition 1.2.16. Das Differential von f an der Stelle p sei

dp f:=Dp flr, 00 TyM — Ty N.
Diese Abbildung wird Tangentialabbildung von f in p genannt.
Bemerkung I1.2.17. (i) d,f ist linear.

(ii) Fiir glatte Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten M™ I, N % pr gilt
die Kettenregel

dp(go f) = (dsp)g) o (dpf).

(iii) In lokalen Koordinaten (vgl. Abb. 1.7): Es sei F(uo) = p, f(p) = p, F(iig) = p.
Es gibt @] € R mit

oF OF
i (s (10)) = a3 () € Tymgi

Dann gilt ~ 4
Duy(F~Yo f o F)(er) = dle,

wobei (e;); die Standardbasis des R™ (hier einmal im Punkt uy als Basis von
Tu,R™ und einmal im Punkt @, als Basis von T;,R™) bezeichnet:
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L.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Sei dazu Dy, (F~'o fo F)(e;) = bZej. Dann gilt

OF OF - (OF "
J TR 9r — il — ,
o 9o 1) = (500 ) = Dy (G tu)) = Dul 0 F) e
=Dy (F o (F~' o foF))(ei) = DagF o Dyy(F~" o f o F)(e;)
_ . . OF
=Da, F(biej) = 0} Dag F'(e5) = bi 57 (1o)-
Koeffizientenvergleich liefert damit ag = bz .
Insbesondere haben wir so auch gesehen, dass d, f unabhingig von der Wahl der
Fortsetzung f ist.

Abb. 1.7.: f: M — N in lokalen Parametrisierungen. O.B.d.A. sei f(VNM) = VAN

Notation 1.2.18. Abkiirzend verwendet man auch haufig:

0 ._aF 1
@b-—w(F (p)).

1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung des Untermannigfaltigkeitsbegriffs fiir eine Menge M ohne  Vorl. 4 - 26.10.
umliegenden Raum R™.

Wir wollen um jeden Punkt bijektive Abbildungen ko: U, C M — V,, C R™ fiir a € A,
A eine Indexmenge, so dass

(I) die U, die Menge M iiberdecken, d.h. Uyea, Uy = M.

Fiir unsere Untermannigfaltigkeiten entspricht x! der lokalen Parametrisierungen. Das
Problem ist nun das U,, nur eine beliebige Teilmenge ist, wir also schlecht fordern kénnen,
dass die lokalen Karten k. glatt sind. Deshalb fordern wir das fiir die Kartenwechsel:
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I. Mannigfaltigkeiten

(IT) die Mengen ko (U, N Upg) seien offen in R™ fiir alle o, 5 € A und die Kar-
tenwechsel kg o ko' ko(Uy NUg) — kg(Uy NUg) seien fiir alle a, 8 € A
glatt.

Dies sind Eigenschaften, die wir auf alle Félle wollen. Die Frage ist nun, ob das schon
eine gute Definition ausmachen wiirde. Die Antwort ist leider nein, da dann auch
Mengen eingeschlossen werden, die wir eher nicht als gute Verallgemeinerung von
Untermannigfaltigkeiten betrachten wollen:

Beispiel 1.3.1. (Eine Menge, die ’keine Mannigfaltigkeit sein sollte’) Sei X = R x
{1, -1}. Sei (z,y) ~ (2/,y") genau dann, wenn beide gleich sind oder z = &’ > 0 ist. Wir
setzen M = X/ ~und ky: Uy :=R x {£1}/ ~=R — R, [(z,£1)] =~ z. Dann gelten
die obigen Eigenschaften, vgl. UA 7. Allerdings entspricht das nicht so sehr unserer
Vorstellung von einer Untermannigfaltigkeit, weil (0,1) und (0, —1) zwei verschiedene
Punkte von X sind, die in geeignetem Sinne beliebig nah beieinander liegen.

Das obige Beispiel miissen wir irgendwie ausschlieen. Der relevante Begriff dabei ist
der einer Hausdorffschen Topologie:

Dazu wiederholen wir zuerst den Begriff der Topologie und einige wichtige Beispiele:

Definition 1.3.2. Sei X eine Menge. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von
Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(i) @,X € T (die leere und die gesamte Menge liegen in T)

(ii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder eine offene Menge.
(iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder eine offene Menge.
(X, T) heiBit topologischer Raum. Elemente in T nennt man offene Mengen in X.

Beispiel I1.3.3. Die Familie aller offenen Teilmengen des R™ (‘offen’ hier wie in Analysis
definiert) liefert eine Topologie auf R™ — die sogenannte Standardtopologie des R™.
Das ist das Standardbeispiel nach dem der Topologiebegriff gebaut wurde, und deshalb
heiflen Elemente einer allgemeinen Topologie auch offene Mengen.

Aus der Analysis wissen wir, dass man Stetigkeit von Abbildungen f: R™ — R”
alternativ zum e — d-Kriterium auch durch Untersuchung der Urbilder offenen Mengen
definieren kann. Man iibernimmt dieses Kriterium als Definition fiir stetige Abbildungen
zwischen topologischen Réumen.

Definition 1.3.4. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Ridumen (X, T)
und (Y, 7) heifit stetig, falls f~1(O) € T fiir alle O € T ist (also Urbilder offener
Mengen wieder offen sind).

Beispiel 1.3.5. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum.

(i) Sei M ¢ X und 7 ={V N M | V e T}. Dann ist 7 eine Topologie auf M und
heifit die von (X, T) induzierte Topologie auf M.

So erhélt man insbesondere auf Untermannigfaltigkeiten M C R™ eine induzierte
Topologie.

20



L.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

(ii) Sei Y eine Menge und q: X — Y surjektiv. Dann ist 7' = {O] ¢~}(O) € T} eine
Topologie auf Y — die sogenannte Quotiententopologie.

Wichtiger Spezialfall: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, (X, 7T) ein topologischer
Raum und pr: X — X/ ~ die kanonische Projektion. Dann betrachtet man auf
X/ ~ meist ohne weiteren Kommentar die Quotiententopologie.

Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y, so dass ¢ bzgl. dieser
Topologien stetig ist ('feinste’ = jede andere Topologie mit dieser Eigenschaft (=
q ist stetig) ist in dieser Topologie enthalten). Fiir weitere Eigenschaften siehe
UA 9.

Beispiel 1.3.6. Sei M eine Menge. Seien bijektive Abbildungen k,: U, C M — V,, C
R™ fiir « € A, A eine Indexmenge, gegeben, so dass (I) und (IT) gelten. Dann tragt M
genau eine Topologie T bzgl. derer alle U, offene Mengen und alle k, Homéomorphismen
(bzgl. der auf U, durch 7 induzierten Topologie) sind.

Beweis. Eindeutigkeit Sei 7 eine solche Topologie auf M. Dann ist U, € 7. Wir zeigen,
dass
T={W CM ]| ka(WnNU,,) CR™ offen fiir alle « € A}

gelten muss: Sei U € 7. Dann ist auch U, NU € T und damit auch ko(Uy NU) offen
fiir alle & € A. Also gilt T C{W C M | ko (W NU,) C R™ offen fiir alle o € A}. Fiir
die andere Inklusion sei nun W C M eine Teilmenge, fir die £,(W NU,) in R™ fur
alle a € A offen ist. Dann ist W N U, in U, offen und somit, da U, selbst offen ist,
auch offen in M. Wegen (I) ist dann auch W = Uyea(W N U,) offen in M.

Existenz Sei T = {W C M | ko(W NU,) C R™ offen fiir alle & € A} wie oben. Es
reicht zu zeigen, dass T eine Topologie ist und die geforderten Eigenschaften hat, also
U, € T ist und die kK, Homéomorphismen sind:

o Topologie: Es ist &, M € T (klar fir leere Menge und fir M folgt es aus
ka(MNUy) = Ugeaka(UgNUy)). Seien W; € T fiir ¢ € I. Dann ist ko ((U;W;) N
Uy) = ka(Ui(W; NU)) = Uiko(W; NU,,) als Vereinigung der offenen Mengen
ka(W; N U,) wieder offen in R™. Analog rechnet man die Bedingung an endliche
Schnitte nach und erhélt, dass T eine Topologie ist.

o U, €T folgt direkt aus der Definition von 7 und (II).

o Vo CR™ ist offen, da Vi, = ko (Uy) = Ka(Ua NU,) nach Definition der Topologie
offen ist.

e ko Homoo: Sei nun W C U, offen. Nach Definition von 7 ist damit k. (WNU,) =
kao(W) offen in R™ und damit, da V,, selbst offen ist, auch in V,,. Also ist x_*
stetig.

Seinun Z C V,, offen. Wegen (II) ist (naongl)_l(Zﬂ/@a(UaﬂU/g)) = rp(ky  (Z)N
Uy NUg) = kp(ky (Z) NUg) offen fiir alle 3. Nach Definition von 7T ist dann
k1 (Z) C U, offen in M und damit in U,. Also ist x, stetig. O
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I. Mannigfaltigkeiten

Definition 1.3.7. Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Falls fur je zwei Punkte p,q € X
mit p # ¢ offene Mengen U,V C X mit p € U, ¢ € V mit U NV = & existieren, dann
nennen wir den Raum Hausdorff. (Punkte kann man trennen’)

In Beispiel 1.3.1 ist die Topologie, die unsere Karten induzieren, genau die Quotienten-
topologie von X — X/ ~ und diese Topologie ist nicht Hausdorffsch, UA 7.

Definition 1.3.8. Sei (M, T) ein topologischer Raum. Wir nennen M eine topologische
m-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Topologie ist Hausdorffsch.

(ii) Die Topologie von M besitzt eine abzdhlbare Basis, d.h. es gibt eine abzdhlbare
Teilmenge B C T, so dass fiir alle U € T es Mengen B; € B mit U = U; B; gibt.*

(iii) M ist lokal hombomorph zu R™, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene
Umgebung U C M um p, eine offene Teilmenge V' C R™ und eine Abbildung
k: U — V, so dass k ein Homoomorphismus (bzgl. der durch 7 auf U induzierten
Topologie) ist. Die Abbildung x heifit Karte von M um p.

Sind die Kartenwechsel zusétzlich glatt, d.h. fir zwei Karten k;: U; — V;, i = 1,2, mit
UyNUs # @, ist

Ko O Kfli /€1(U1 N Ug) CR™ — HQ(Ul N UQ) CcR™

glatt, so nennen wir die Menge A aller dieser Karten einen glatten Atlas von M.

Auf der Menge der Atlanten einer topologischen Mannigfaltigkeit filhren wir eine
Aquivalenzrelation ein: Seien A; glatte Atlanten fiir (M, 7). Dann ist A; ~ Ay gdw.
A1 U Ay ein glatter Atlas fiir (M, T) ist.

Eine glatte Mannigfaltigkeit (M, T, [A]) ist eine topologische Mannigfaltigkeit (M, T)
zusammen mit einer Aquivalenzklasse von glatten Atlanten [A]. Wir nennen [A] dann
eine differenzierbare Struktur auf M.

Notation 1.3.9. Da wir oft mit einem konkreten Atlas arbeiten, schreiben wir kurz:
(M, A) oder direkt M, wenn es keinen Zweifel an der differenzierbaren Struktur gibt,
statt (M, T,[A]) .

Beispiel 1.3.10.

(i) Jede Untermannigfaltigkeit des R™ ist mit dem durch die Karten x:=F~! gebil-
deten Atlas eine glatte Mannigfaltigkeit: Die Topologie ist dabei die von R™ (mit
der Standardtopologie) induzierte Topologie. Die Standardtopologie auf R™ ist
Hausdorffsch und besitzt eine abzéahlbare Basis. Diese Eigenschaften vererben
sich auf die induzierte Topologie. Die Karten erhélt man direkt aus den lokalen
Parametrisierungen F': U — V, ndmlich k:=F~1: VN M — U.

*Das ist das zweite Abzahlbarkeitsaxiom. Manche Leute lassen das weg, dann verliert man spater
einige fir uns wichtige Eigenschaften, s. Abschnitt 1.3.2. Auch folgt aus zweit-abzahlbar direkt, dass
M parakompakt ist, s. Bem. 1.3.44.

Die Standardtopologie vom R™ ist abzéhlbar: Wahle z.B. {B1 (a)}qecqn,ien-
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(ii) Sei M eine topologische/glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen. Dann ist auch
U mit der induzierten Topologie eine topologische/glatte Mannigfaltigkeit.

(iii) Der reell projektive Raum ist definiert als
RP":={L c R"™! | L ist eindimensionaler Untervektorraum}.

Sei w: ™ — RP", p € S® — L, € RP", die Projektion, wobei L, die Ursprungs-
gerade in R"*! durch p ist. Es gilt 771(L,,) = {£p}. Wir verwenden auf RP" die
Quotiententopologie bzgl. w. Man tiberpriift leicht, dass RP™ Hausdorff ist. Sei
A ={k: U — V} ein glatter Atlas von S™. O.B.d.A. kénnen wir durch Verkleinern
der Menge U annehmen, dass m: U — 7(U) ein Homdomorphismus ist. Dann
ist A/ = {ko (r|y)~t: 7(U) — V} auch ein Atlas von RP" und sogar glatt, da
(o (luy) 1) o (K2 o (i) 1) = ka0 (Rlus © (xlu,) 1) o w5 = k1 oy ! glatt
ist.

Wir haben jetzt abstrakte (glatte) Mannigfaltigkeiten definiert. Nun wollen wir noch
einfithren, wann wir zwei Mannigfaltigkeiten als diffeomorph betrachten wollen:

Definition 1.3.11. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Eine Abbildung
f: M — N heiBt k-mal stetig differenzierbar (oder C*) in p, falls fiir eine Karte
(k: U = V) um p im Atlas von M und fiir eine Karte (&: U — V) um f(p) im Atlas
von N gilt, dass

Rofor Lik(fFHU)NU) =V
in k(p) k-mal stetig differenzierbar ist. Ist f: M — N ein Hom6omorphismus und ist
f und f~! glatt, dann nennen wir f einen Diffeomorphismus.

Bemerkung 1.3.12. Gilt Definition 1.3.11 fiir ein Paar solcher Karten um p bzw. f(p),
so gilt es fiir alle solche Karten, da

R ofo(r)™ = (®or)o(Rofor)o (ko ().
—— ———
Diffeo Diffeo

Beispiel 1.3.13. Wir betrachten zwei glatte Atlanten fiir R (mit Standardtopologie):
Ar:={k1: R - R,z z} und A:={k2: R — R,z — 23}. Diese beiden Atlanten sind
nicht dquivalent, da x5 ' o & nicht glatt ist. Also sind [A;] und [Az] zwei verschiedene
differenzierbare Strukturen.

Betrachten wir weiterhin f = id: M = (R, 4;) - N = (R, A2). Dann ist f kein
Diffeomorphismus, da kg0 for;': R — R, x + 23 keiner ist, aber f: (R, 4;) — (R, Ap),
f(t) = /3 ist ein Diffeomorphismus, denn

f
M —— N

Hll llig
R L g

23



I. Mannigfaltigkeiten

kommutiert. D.h. obwohl die beiden Atlanten auf R verschiedene differenzierbare
Strukturen definieren, sind die glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph.

Bemerkung 1.3.14. Fir n # 4 ist jede differenzierbare Struktur auf R™ diffeomorph
zur Standard-Struktur, die durch A = {x = id: R" — R"} definiert ist. Fiir n = 4
gibt es allerdings iiberabzihlbar viele differenzierbare Strukturen auf R*, die paarweise
nicht diffeomorph sind — so genannte exotische Strukturen*. Weiterhin hat Milnor
1956 bewiesen, dass es fiir n > 7 exotische n-dimensionale Sphéren gibt (d.h. sie
sind homéomorph zu S™ aber nicht diffeomorph). Von diesen exotischen Sphiren'
gibt es in jeder Dimension aber nur endlich viele. In Dimension 7 gibt es z.B. 28
verschiedene. Diese kénnen alle als Untermannigfaltigkeit vom R0 dargestellt werden —
die Brieskorn-Sphéaren (1966): Fiir k € {1,...,28}

ST:={(21,...,25) €ECOZRIO | 22 4 22 4 22 423 + 2851 =0, |22+ ... + |22 = 1}.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die S,Z wirklich alle homéomorph sind. Um aller-
dings zu zeigen, dass sie nicht diffeomorph zueinander sind, bendtigt man einiges an
algebraischer Topologie.

Satz 1.3.15. Seien M und A Mengen. Seien V,, C R™, U, C M Teilmengen und
Ka: Us = Vo bijektive Abbildungen fiir o € A, so dass gilt

(i) ({U4} ist eine Uberdeckung von M’) UyealUqy = M,
1) ko (Uy NUp) ist offen in R™ fiir alle o, B € A.
B
(i%) kg okt ka(Ua NUR) — k5(Us NUg) ist fiir alle o, B € A stetig.

Dann tragt M genau eine Topologie bzgl. derer alle U, offene Mengen und alle kg
Homdomorphismen (bzgl. der auf U, durch T induzierten Topologie) sind. Gibt es eine
abzihlbare Teilmenge A1 C A mit Ugea, Uy = M, so besitzt diese Topologie auf M eine
abzdhlbare Basis. Gibt es zu je zwei Punkten p,q € M ein o € A, so dass p,q € U, ist,
dann ist diese Topologie Hausdor(fsch.

Der obige Satz erleichtert uns die Arbeit, wenn wir tiberpriifen wollen, ob eine Menge
eine topologische (glatte) Mannigfaltigkeit ist. Es reicht einen geeigneten (im Sinne des
letzten Satzes) Atlas anzugeben. Dann wird damit auf M eine Topologie induziert, die
gef. sogar Hausdorffsch ist und eine abzidhlbare Basis besitzt. Nur die letzte Bedingung
(fir Hausdorff) ist ein bisschen unhandlich. So baut man i.A. keinen Atlas. Aber in
konkreten Beispielen sieht man diese Hausdorff-Eigenschaft oft direkt.

Beweis. Das es genau eine solche Topologie gibt, haben wir schon in Beispiel 1.3.6
gezeigt.

Abzéhlbare Basis Wegen Eindeutigkeit liefern A und A; dieselbe Topologie auf M. D.h.
wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass A schon abzahlbar sei. Dann hat V,, C R™ eine

*https://mathoverflow.net/questions/24970/exotic-differentiable-structures-on-r4
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere
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abziihlbare Basis B, fiir alle o € A. Damit ist x_!(B,) eine abzihlbare Basis von U,
und Uyear, 1 (Ba) eine abzihlbare Basis von M.

Hausdorffsch Seien p,q € M mit p # q. Sei p,q € U, fiir ein a € A. Dann ist
ka(p) # ka(q). Da V, C R™ Hausdorffsch ist, gibt es Vi, Vo C V, mit k4(p) € V4,
Ka(q) € Vo und Vi N Vy = @. Damit trennen s, (V1) und s, 1(V2) die Punkte p und
q. [

Den letzten Satz konnte man auch als Grundlage fiir eine Definition einer glatten
Mannigfaltigkeit nehmen. Von der Intuition ist das ndher an dem, was wir uns fiir
die Verallgemeinerung des Untermannigfaltigkeitsbegriffs tiberlegt haben, weil man
nicht so kiinstlich erst mit einem topologischen Raum startet. Allerdings kann die
Hausdorffforderung dann eher schlecht einbauen, wie man am letzten Satz am Ende
sieht.

1.3.1. Tangentialraum und Tangentialabbildung

Fiir Untermannigfaltigkeiten sind Tangentialvektoren Vektoren im umliegenden Raum
R™. Bei abstrakten Mannigfaltigkeiten haben wir keinen umliegenden Raum mehr.
Wollen wir das Konzept der Tangentialvektoren jedoch verallgemeinern (und das wollen
wir, um spéter auch Tangentialabbildungen zu verallgemeinern) brauchen wir eine
andere Definition. In Bemerkung 1.2.4 haben wir gesehen, dass jeder Tangentialvektor
einer Untermannigfaltigkeit M C R™ als Geschwindigkeitsvektor einer Kurve in M
realisiert wird. Dies ist unser Ansatzpunkt fiir die Definition von Tangentialvektoren an
Mannigfaltigkeiten. Kurven reprasentieren Tangentialvektoren. Allerdings miissen wir
beachten, dass verschiedene Kurven durch p in p den gleichen Geschwindigkeitsvektor
haben kénnen. Um eine Aquivalenzrelation fiir ’gleiche Geschwindigkeitsvektoren’
einzufiithren, nutzen wir wieder die Karten, denn im R™ koénnen wir ableiten:

Definition 1.3.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor
an M im Punkt p ist eine Aquivalenzklasse von glatten Kurven c: (—e,e) — M mit
€ > 0 und ¢(0) = p, wobei zwei solcher Kurven ¢; und ¢y dquivalent seien, falls fiir eine
Karte k: U — V mit p € U gilt:

d d
%|t:0(’f ocy) = @h:o(n o ¢g).

Fiir die Aquivalenzklasse von ¢ schreiben wir [c],. Die Menge
T,M:={[c], | c: (—€,€) = M glatt, ¢(0) = p}

heifit Tangentialraum von M im Punkt p.

Bemerkung 1.3.17. (i) Die Definition des Tangentialvektors hiangt nicht von der
gewahlten Karte ab: Sei x': U' — V', p € U’, eine zweite Karte. Dann ist

d d d
le-ali 00 = iea((s' o) o (0) = Dy 057 o (lecalio)).

Sind also zwei Kurven bzgl. & in der gleichen Aquivalenzklasse so auch bzgl. x'.
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Vorl. 6 - 2.11.

I. Mannigfaltigkeiten

Koc)

By

Abb. 1.8.: Tangentialvektor

(ii) Fir Untermannigfaltigkeiten hatten wir neben dem Tangentialvektoren auch noch
Normalenvektoren definiert. Dazu braucht man aber einen umliegenden Raum —
das ist also kein Begriff fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Bis jetzt ist T, M nur eine Menge. Wir wollen aber, wie es auch bei Untermannigfaltig-
keiten gilt, T, M mit einer geeigneten Vektorraumstruktur versehen, auch um damit
auch weiter rechnen zu kénnen. Dazu bilden wir T, M erst einmal geeignet auf den R™
ab:

Lemma 1.3.18. Sei M™ glatte Mannigfaltigkeit, p € M und k: U — V Karte von M
mit p € U. Dann ist die Abbildung
d
dpk: T,M — R™, [c], — £|t:0(/’€ oc)

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Wohldefiniertheit und Injektivitit folgt aus der Definition der Aquivalenz-
klassen [c],. Es bleibt die Surjektivitit zu zeigen: Sei v € R™. Setze c: t € (—¢,€) —
k~Y(k(p) + tv) € M, wobei wir € > 0 so klein wihlen, dass x(p) + tv € V liegt, vgl.
auch Abbildung [.8. Dann gilt

api(ily) = Sluo(mox ™ (s(p) + 1)) = Luo(s(p) 1) =0 D

o
Definition 1.3.19. Sei [¢;], € T,M, i = 1,2, sei x eine Karte um p. Fiir a,b € R
definieren wir

aler]p + blealpi=(dpr) ™" (adpr([er]p) + bdpr([c2lp)) -
Mit dieser Operation versehen ist T, M ein Vektorraum.

Bemerkung 1.3.20. (i) Obige Definition ist die eindeutige Vektorraumstruktur fiir
die dpk ein Vektorraumisomorphismus ist.

Wir schreiben analog zum Fall der Untermannigfaltigkeiten %| p kurz

=t~ (€)= [ (5(0) + tei)y,
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: 2]
Die Jut

p bilden eine Basis von T, M.

(ii) Die Vektorraumstruktur héngt nicht von der Wahl der Karte ab: Sei &’ eine
weitere Karte um p. Wir miissen zeigen, dass auch d,x": T,M — R™ ein Vektor-
raumisomorphismus ist. Das folgt aus

!

dpk! = dp(K' 0 k7" 0 k) = Dy (K 0 k7)o dp.

Da ' o ™! ein Diffeomorphismus und damit Dy, (' o £7') ein Vektorraumiso-
morphismus ist.

(iii) Fir Untermannigfaltigkeiten: Fiir eine lokale Parametrisierung F: U — V um p
ist k:=F !y nu eine Karte um p = F(u) und damit

TpMdef. fiir Untermannigfaltigkeiten __ DuF(Rm>

(dpli) —1 (Rm) — TpMdEf‘ fiir abstrakte Mannlgfaltlgkelten'

Satz 1.3.21. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Sei A = {k: U* — V*"} ein glatter
Atlas* von M. Die Menge TM:= UpeMTpM tragt eine Topologie, so dass A’ =
{dk| & Karte von M} einen glatten Atlas auf TM definiert, wobei

di: U = | | T,M — V¥&:=V* xR™,  (p,v) = (k(p), dpr(v))
peUr

ist. Damit ist TM eine 2m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.

T, M Uis dpk R™ Vdr

;

[ il el |
<
3

Abb. 1.9.: Karte von TM. Wahrend die rechte Menge ein wirkliches Produkt V% x R™
ist, ist das linke Bild eher als schematisches Bild von T'M zu verstehen: T, M
ist ein abstrakter Raum von Aquivalenzklassen und p liegt erst einmal nicht
in T,M. Aber die Aquivalenzklasse [t — p], € T,M der konstanten Kurve
in p (also der Nullvektor in T},,M) kann mit dem Punkt p € M identifiziert
werden.

*Bei uns sind alle Atlanten glatt, so dass wir das in Zukunft nicht mehr dazu sagen.

27



I. Mannigfaltigkeiten
Beweis. Wir wollen Satz 1.3.15 anwenden und iiberpriifen dazu erst einmal die Voraus-
setzungen: (i) gilt, da TM = U,cAU%. (ii) folgt, da
diiq (U N Ue) = o (URe NU™) x R™
offen in R?™ ist. Der Kartenwechsel
drip o (dka) ™" (u,w) =drp (kg (), duky ' (w))
(1 0 1 (), o o it ()
=((kg 0 hig ") (u), dulkip o g ') (w))

ist glatt und damit insbesondere stetig. Damit tragt T'M genau eine Topologie, fiir die
die dk Homo6omorphismen und wegen obiger Glattheit sogar Diffeomorphismen sind.
Abzéahlbare Basis folgt aus abzidhlbarem Atlas. Hausdorff iberpriift man leicht. O

Beispiel 1.3.22. T'S! ist diffeomorph zu S! x R, aber 752 ist nicht mal homéomorph
zu S? x R? (Folgt aus differentialtopologischen Argumenten, vgl. auch mit dem Satz
vom Igel.)

Bemerkung 1.3.23. Die Fufpunktabbildung
m:TM — M, (p,v)—p

ist glatt, da

romo(dr) L VIR = VEXR™ = V| (u,w) > (k) dyr™Hw)) & 7 (u) ¥ u
glatt ist.

Beispiel 1.3.24. Ein glattes Vektorfeld* ist eine glatte Abbildung
X:M—TM mitX(p) € T,M (anders gesagt: 7(X(p)) = p).

Sei k: U — V eine Karte von M. Dann wird ein Vektorfeld X auf U durch Funktionen
X',...,X™:V — R beschrieben:

0

%b'

Was bedeutet die Glattheit fir X fir die lokale Darstellung? Ist k: U — V eine Karte
um M, dann betrachten wir ds: U x R™ — V x R™ als Karte um X (p):

X(p) = X'(k(p))

*Bei Vektorfeldern auf Untermannigfaltigkeiten hatten wir das Zusatzadjektiv tangential oder
normal. Da es nun keinen umliegenden Raum mehr geben muss, sind alle Vektorfelder automatisch
tangential per Definition.
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M X, T™
U U
p=r"lv)e U Xly TU
K dk |
ve Vo odweXlor™ VX R™ 3 (v, X1 (v),...,X"(v))
N N
R™ R™ x R™

Also ist X in p genau dann glatt, wenn die X* in v = x(p) glatt sind. Insbesondere ist

damit ail U —=TU,p+— %“, ein glattes Vektorfeld auf U.
Bei Kartenwechsel? Seien k: U — V und k: U’ — V' zwei Karten von M mit p € UNU".
Seien (z!,...,2™) bzw. (y!,...,y™) Koordinaten auf V bzw. V'. Dann ist

0 _ - _—1

il =dr(p)F " (e1) = drp) (v o ko R () = dupyh ™ 0 dypy (k0 R (e4)
A(kI o k1) O(KI o k1)
=dy(p)k " <(:)yi|7€(p)€j = Th(p)dﬁ(p)’i H(ej)
_O(koRTY) 0

Y |F~(p)@|pv (I.3)
wobei d ) (ko k1) = <M| » )) = tz die Transformationsmatrix ist.
Kurzschreibweise: % p= ‘ZZjJ (p)@\p (Insbesondere werden dabei die Karten direkt

mit 2 und y, also wie die Koordinaten bezeichnet.)

Wir bezeichnen die Menge aller glatten Vektorfelder auf M mit X(M) und mit C*° (M)
die Menge aller glatten reellwertigen Funktionen auf M. Ist X € X(M) und f € C*°(M),
dann ist fX € X(M) mit (fX)(p):=f(p)X(p).

Satz und Definition 1.3.25. Die Tangentialabbildung

dpf: TyM = TN, [dp = [f o i)

fir f € C*°(M) ist wohldefiniert und linear. Die Abbildung d, f heiit das Differential
oder die Tangentialabbildung von f im Punkt p und d,f([c],) die Richtungsableitung
von f in Richtung ¢/(0):=[c|, im Punkt p.

Beweis. Wohldefiniertheit und Linearitét rechnet man mit Hilfe der Definition von [c],
und Definition 1.3.19 direkt nach. O
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Lemma 1.3.26. (UA 10)
(1) dpidy = idr,nr
(ii) Es gilt die Kettenregel d,(f o g) = dgpyf o dpg.

(iii) Die Abbildung df : TM — TN, (p € M,v € T,M) — (f(p) € N,dpf(v) € T, N)
ist glatt.

Folgerung 1.3.27. Sei f: M — N ein Diffeomorphismus zweier glatter Mannig-
faltigkeiten. Sei X: M — TM ein glattes Vektorfeld. Dann ist df (X): N — TN,
g dp-1(X(f7(q))) wieder ein glattes Vektorfeld.

Beweis. Da df und X glatt sind, ist auch df (X) glatt. Nach Definition ist df (X)(q) €
T,N. 0

Bemerkung 1.3.28. (Tangentialabbildung in lokalen Koordinaten) Sei f: M — N
glatt. Sei x eine Karte von M um p mit lokalen Koordinaten u? und sei % eine Karte
von N um f(p) mit lokalen Koordinaten /.

Dann ist

0 _ _ ORI o for) 0
dp f <W|p> =dyf (dﬂ(p)” l(ei)) = dm(p)(fo"ﬂ 1)(61') = TR(!})%W(M'

Zum Vergleich: Ist M = R™ und N = R" und «* bzw. @' die jeweiligen Standardkoor-
) _9f7 o
ul P) - a{n‘ lp 57 |-

dinaten darauf, dann ist d,,f (e; =

Lemma 1.3.29. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus glatter Mannigfaltigkeiten, so
15t
dpft TpM — Tf(p)N

ein Vektorraumisomorphismus. Insbesondere ist dim T, M = dim T,y N und dim M =
dim N.

Beweis. Linearitat ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass es eine Umkehrabbildung gibt:
Mittels der Kettenregel erhalten wir

idTpM = dpldM = dp(f_l o f) = df(p)f_l o dpf

Analog erhélt man d,, f o dy(,) f~' = idyp

1y M- Damit gilt df@)fil = (d;,,f)il O
Es gilt lokal auch die Umkehrung:

Satz 1.3.30 (Umkehrsatz). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, sei p € M.
Sei f: M — N glatt. Falls dpf: TyM — Ty, N ein Vektorraumisomorphismus ist, so
existieren eine offene Umgebung U von p im M und eine offene Umgebung U’ von f(p)
in N, so dass f|ly: U — U’ ein Diffeomorphismus ist.

Beweisidee. Man benutzt Karten und den Umkehrsatz im R™.
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1.3.2. Ist der Begriff der Mannigfaltigkeit wirklich allgemeiner?

Nein, wir werden sehen, dass jede glatte Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Un-
termannigfaltigkeit eines R™ ist, wobei n i.A. sehr grof} sein muss. Dazu werden wir
zunichst den Begriff der Einbettung kennenlernen.

Einbettungen

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei M diffeomorph zu einer Unter-
mannigfaltigkeit N C R™, d.h. es gibt einen Diffeomorphismus f: M — N. Wir wollen
nun die Frage untersuchen, wann das Bild einer glatten Abbildung f: M — R" eine
Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Das wird auf den Begriff der Einbettung fithren.

Da das Bild f(M) i.A. nicht offen in R™ ist, ist die Ableitung d, f: T, M — T, R"
meist kein Isomorphismus. Da aber f ein Diffeomorphismus aufs Bild werden soll, muss
d, f zumindest injektiv sein. Falls dem so ist, nennt man f eine Immersion in x. Ist f
eine Immersion in allen z € M, so nennt man f eine Immersion.

Beispiel 1.3.31. Die kanonische Immersion von R* in R! mit [ > k ist die Standar-

dinklusionsabbildung (z!,...,2%) — (z!,...,2%,0,...,0).

Satz 1.3.32 (Satz tiber lokale Immersionen). Sei f: M — N eine Immersion in x € M
und seiy = f(x). Dann gibt es lokale Koordinaten um x und y, so dass f(x',..., z%) =
(x',...,2%,0,...,0). (Kurz gesagt: f ist lokal dquivalent zur kanonischen Immersion
Hierbei ist f(z',...,2%) = (z',...,2%,0,...,0) kurz fiir & o f o R(z',...,2F) =

(x1,.., zk.0, .., 0), wobei k bzw. & die zu den Koordinaten ¢ bzw. 3 gehérige Karte ist.

Beweis. Wir wéhlen lokale Koordinaten um z € M und y = f(z) € N: k: U — V mit
k(z) =0und &: U — V mit &(y) = 0. Wir setzen g:=fko for™1: VCR™ - V C R™.
Da d, f und damit dpg: R™ — R™ injektiv ist, konnen wir durch einen Basiswechsel in
R™ immer erreichen, dass dyg die Form der n x m-Matrix

< Id,,, >
O(nfm) xXm

hat. Wir definieren G: V x R*™™ — R™ durch G(z, z) = g(z) + (0, z). Dann bildet
G eine offene Teilmenge von R™ in den R™ ab und dyG = Id,,. Nach dem Satz iiber
Umkehrfunktionen ist damit G ein lokaler Diffeomorphismus in 0 € R™. Nach Definition
von G gilt g = G o (kanonische Immersion). Da #~! o G ein lokaler Diffeomorphismus
ist, ergibt er durch Einschrinken von Definitions- und Wertebereich eine neue Karte
um y bzgl. derer dann f die kanonische Immersion ist. O

Folgerung 1.3.33. Ist f eine Immersion in x, dann ist f auch eine Immersion in
einer Umgebung von x. (Immersion-Sein ist eine offene Figenschaft, d.h. gilt es in
einem Punkt, dann auch in einer Umgebung dieses Punktes.)
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Bemerkung 1.3.34. Haben M und N die gleiche Dimension, dann ist f: M — N
genau dann eine Immersion, wenn f eine lokaler Diffeomorphismus ist. Immersion zu sein
ist eine strikt lokale Eigenschaft. Im Gegensatz dazu ist Diffeomorphismus zu sein etwas
Globales. f ist genau dann Diffeomorphismus, wenn f lokaler Diffeomorphismus und
bijektiv ist. Das heifit auch: Will man, dass die Immersion schéne globale Eigenschaften
hat, braucht man zusédtzlich topologische Bedingungen. Wir haben das schon am
Beispiel der Untermannigfaltigkeiten gesehen, vgl. Definition 1.1.1 gesehen. Z.B. ist
eine regulire injektive Kurve c: (0,2) — R? mit lim; 5 ¢(t) = ¢(1) keine Einbettung
und das Bild von ¢ keine Untermannigfaltigkeit.

Definition 1.3.35. Eine Immersion f: M — N, die M homéomorph auf ihr Bild
abbildet, heifit Finbettung.

Folgerung 1.3.36. Sei f: M™ — R"™ eine Finbettung zwischen Mannigfaltigkeiten.
Dann ist f(M) eine zu M diffeomorphe Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis. Sei y € f(M). Dann gibt es ein eindeutiges x € M mit f(z) = y. Sei
k: U — V eine lokale Karte von M um z. Dann ist fox™': V — V' als Hinter-
einanderausfithrung von Immersionen wieder eine Immersion, als Hintereinanderaus-
fithrung von Homdomorphismen aufs Bild wieder Homéomorphismus aufs Bild mit
f(mY(V)) = f(UNM)=V"N f(M). Also ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit von N
mit Dimension m. Da eine Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension,
ein lokaler Diffeomorphismus ist und f homéomorph aufs Bild ist, ist f(M) diffeomorph
zu M. O

Die letzte Folgerung gilt ganz analog mit einer Mannigfaltigkeit NV statt R™ - aber wir
haben bis jetzt noch nicht definiert, was eine Untermannigfaltigkeit einer beliebigen
Mannigfaltigkeit ist.

Oft kénnen wir die Bedingung "homéomorph aufs Bild’ in der letzten Folgerungen nur
durch injektiv ersetzen, wenn zusétzlich noch eine topologische Bedingung gilt:

Definition 1.3.37. Sei (X, Tx) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X ist
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von U eine endliche Teiliiberdeckung enthélt,
d.h. fiir alle Y C Tx mit UyeyU = X gibt es eine endliche Teilmenge V C U mit
UueylU = X.

Fiir Mannigfaltigkeiten impliziert Kompaktheit insbesondere, dass endliche viele Karten
reichen, um die Mannigfaltigkeit zu tiberdecken.

Definition 1.3.38. Eine Abbildung heifit eigentlich, wenn Urbilder kompakter Teil-
mengen wieder kompakt sind.

Jede stetige Abbildung f: M — N mit M kompakt ist eigentlich, s. UA 16.
Satz 1.3.39. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

(i) Ist M kompakt, dann ist f: M — N genau dann eine Einbettung, wenn f eine
injektive Immersion ist.

(ii) Jede eigentliche injektive Immersion ist eine Einbettung.
Beweis. UA 16 O
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Der Whitneysche Einbettungssatz

Satz 1.3.40 (Whitneyscher Einbettungssatz). Jede m-dimensionale glatte Mannigfaltig-
keit M kann in den R?™ eingebettet werden, d.h. es gibt eine Einbettung f: M — R?™,

Fiir diese Aussage braucht man die Abzdhlbarkeitsforderung in der Definition der
glatten Mannigfaltigkeit, s.u.

Wir werden hier nur eine leichtere Version beweisen (allgemeiner Beweis in [Whi57,
Kapitel IV.A]):

Satz 1.3.41. Jede m-dimensionale kompakte glatte Mannigfaltigkeit M kann in einen
R™ eingebettet werden.

Dafiir brauchen wir noch ein wichtiges technisches Hilfsmittel:

Definition 1.3.42 (Partition der Eins). Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und
(U;)ser eine beliebige (nicht notwendigerweise abzihlbare) Uberdeckung von M. Eine der
Uberdeckung untergeordnete glatte Zerlegung der Eins ist eine Familie (p;: M — R);er
von glatten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Zu jedem i € I ist supp(p;) C U;.
(ii) Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, auf der fast alle p; verschwinden.

(iii) Es gilt p; > 0 fiir alle ¢ € T und

'Fast alle’ bedeutet alle bis auf endlich viele. Das ist wichtig, damit (iii) eine sinnvolle
Bedingung ist. Wegen (ii) ist fir alle p € M der Ausdruck ) . p;(p) eine endliche
Summe und somit als solche auswertbar.

Satz 1.3.43. Zu jeder offenen Uberdeckung von M gibt es eine ihr untergeordnete
Zerlegung der Fins.

Beweis. siehe [AE01, XI Satz 1.20] O

Bemerkung 1.3.44. (Zum zweiten Abzihlbarkeitsaxiom in der Mannigfaltigkeitsdefini-
tion) Das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom impliziert insbesondere, dass die Mannigfaltigkeit
parakompakt ist. Ein topologischer Raum ist parakompakt, falls jede offene Uberde-
ckung eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt. Hierbei ist eine Verfeinerung
einer offenen Umgebung U;U; eine neue Uberdeckung (V;);es, wobei jede Menge V;
in mindestens einer Menge U; enthalten sein muss. Lokal endlich bedeutet, dass es zu
jedem p € M eine offene Umgebung gibt, die nur endlich viele Mengen V; schneidet.

Fiir jeden parakompakten topologischen Raum gilt der letzte Satz, wenn man in der
Definition der Partition der Eins nur Stetigkeit der p; fordert (da i.A. glatt nicht
definiert ist).
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Es gibt aber Situationen, in denen es Sinn macht, fiir Mannigfaltigkeiten weniger als
das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom zu fordern, z.B. wenn man eine Familie von Mannigfal-
tigkeiten als eine neue Mannigfaltigkeit betrachten will. Ist diese Familie tiberabzahlbar,
dann verliert man so das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom. Dann fordert man i.A. nur das
erste Abzdihlbarkeitsariom: Jeder Punkt hat eine hichstens abzdhlbare Umgebungs-
basis, d.h.: Ist p € M, so gibt es eine hochstens abzéhlbare Menge {U;,Us, ...} von
Umgebungen von p, so dass es zu jeder Umgebung V' von p einen Index k gibt, so dass
U,CV.

Eine solche Situation wird bei uns aber keine Rolle spielen.

Beweis von Satz 1.3.41. Sei A = {k;: U; — V;} ein Atlas von M. Da M kompakt
ist, konnen wir den Atlas endlich wéhlen: ¢ € {1,...,v}. Die Idee ist die Karten zu
nutzen und die Kartenstiicke jeweils in einen R™-Untervektorraum von R™ einzubetten.
Damit diese sich nicht tiberschneiden, werden einfach immer pro Karte verschiedene
Koordinaten des R™ gewéhlt (n ~ 2v). Damit dann alles glatt wird benutzen wir noch
die Zerlegung der Eins.

Sei p; eine zu (U;);=1,. , untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir setzen f;(p) =
pi(p)k;(p). Die f; sind wohldefiniert auf ganz M, da auflerhalb des Definitionsbereichs
von k; die Funktion p; konstant Null ist. Wir definieren f: M — R™=v(m+1) qurch

P (p1(0): f1(D), p2(p), F2(P), - - pu (), £ ()"
o Stetigkeit von f ist klar.

o fist glatt, denn f o /@{1: V; = R"™ ist gegeben durch
—1 —1 —1 —1 T
x> ((prow; (@), (fron; )(@) = (pror; )(z)(k1om; ) (),...)

o Die Abbildung f ist injektiv: Seien p,q € M mit f(p) = f(q). Dann gilt p;(p) =
pi(q) fur i = 1,...,v. Es gibt ein ip mit p;,(p) > 0. Wegen p;,(p)ki,(p) =
Pio (@)ri, (q) folgt p = q.

e Da f stetig ist und bijektiv aufs Bild ist und da M kompakt ist, ist f: M —
f(M) ein Homéomorphismus. Damit ist f(M) eine topologische Mannigfaltigkeit.
Es bleibt zu zeigen, dass f(M) eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Nach
Folgerung 1.3.36 reicht es zu zeigen, dass d, f fiir alle p € M injektiv ist.

o d,f ist eine Immersion (also injektiv) fiir jedes p € M: Es ist

dp f(v) =(dppy (v), dppr (V)1 (2) + pr(2)dprs (v), .- -,
dppy (V) dppy (V) () + pu(@)dpks (V).

Sei i so, dass p;(p) > 0 ist. Sei weiterhin v € T, M mit d,f(v) = 0. Dann folgt

dpp;(v) = 0 und damit p;(p)d,x;(v) =0, also dpk;(v) = 0. Da dpk;: T,M — R™
ein Vektorraumisomorphismus ist, folgt v = 0. Damit ist d, f injektiv. O
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1.3.3. Konstruktion von Mannigfaltigkeiten - Quotienten

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der glatten Mannigfaltigkeit
gar nicht allgemeiner ist als der einer Untermannigfaltigkeit eines R™. Da stellt sich
natiirlich die Frage, warum man nicht nur Untermannigfaltigkeiten betrachtet. Ein
Grund liegt darin, wie Mannigfaltigkeiten gegeben sind bzw. entstehen kénnen. Ist
eine Mannigfaltigkeit z.B. als Nullstellenmenge von Funktionen gegeben, macht es
natiirlich Sinn diese direkt als Untermannigfaltigkeit aufzufassen. Aber nicht alle
Mannigfaltigkeit kommen direkt so her und dann ist es i.A. schwierig erst einmal

eine Einbettung in einen R™ zu konstruieren und man gewinnt dann auch nicht viel.

Eine Art, wie Mannigfaltigkeiten entstehen kénnen, ist als Quotienten von anderen
Mannigfaltigkeiten. Wir haben mit dem RP™ schon ein solches Beispiel kennengelernt
und werden jetzt eine allgemeinere Quotientenkonstruktionen sehen.

Zuvor erst noch zwei trivialere Moglichkeiten aus schon bekannten Mannigfaltigkeiten
neue zu konstruieren:

Zum einen ist die disjunkte Vereinigung zweier Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension
in kanonischer Weise wieder eine Mannigfaltigkeit. Zum anderen kénnen wir Produkte
bilden.

Satz 1.3.45. Das Produkt M x N einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit N ist eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweisskizze. Sei (p,q) € M x N. Wahle Karten x: U — V in M um p und
KU —V'in Num g Dannist k X &': Ux U’ = V xV' (r,s) = (k(r), '(s)) Karte
um (p,q). O

Nun zu Quotienten: Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei G' eine Gruppe und
p: G — Homéo(M)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei Homéo(M ) die Gruppe der Homéomorphismen
von M zusammen mit der Hintereinanderausfithrung ist. Abkiirzend schreiben wir:
g - p:=g(p):=p(g)(p). Man sagt G wirkt auf M.

Beispiel 1.3.46.
1. M =S8"CR"™ G=Z;mit

_Jx g=0
COICRS A
p(1)
2. M =R!, G = Zy, p wie oben. /\
—x 0
=1-(—x) 2(1)8 :03:‘10
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3. M:RQ,G:ZQXZQmit

<(I’y)> gzgo’oi
_ -y 9= 170
9 @U=9 2,2y g=(01)

(—z,—y) g=(1,1)

4. S' wirkt auf S? durch Rotation um die z-Achse.
Definition 1.3.47. Fiir p € M bezeichne

pl:={g-plgeG}

die Bahn oder den Orbit von p unter der Gruppenwirkung p von G. Der Orbitraum ist
definiert als
M/G:={[p] | p € M}

mit der kanonischen Projektion 7: M — M/G, p — [p]. Die durch = induzierte
Quotiententopologie auf M/G bezeichnen wir mit Ty ¢

Zu Beispiel 1.3.46: M /G ist gleich RP™, [0, 00), [0,00)? bzw. [—1,1].

Wir wollen hinreichende Bedingungen an die Gruppenwirkung finden, so dass M/G
wieder eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Definition 1.3.48. Eine Gruppe G wirkt frei auf M, falls g-p # p fiir alle g € G\ {e}
und alle p € M ist.

Eine Gruppe G wirkt eigentlich diskontinuierlich auf M, falls fir alle kompakten
Teilmengen K C M nur endlich viele Gruppenelemente ¢1, ..., gy, € G existieren mit

Zu Beispiel 1.3.46: 1. ist frei und eigentlich diskontinuierlich, 2. und 3. sind nicht frei
aber eigentlich diskontinuierlich und 4. ist weder frei noch eigentlich diskontinuierlich.

Satz 1.3.49. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und p: G —
Homdéo(M) ein Gruppenhomomorphismus. Wirkt die Gruppe G frei und eigentlich
diskontinuierlich auf M, so ist der Orbitraum (M /G, Ty ) eine m-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit.”

Beweis. Direkt aus der Definition von Ty, folgt: 7 stetig und Tys/¢ hat abzéhlbare
Basis.

Weiterhin gilt:

*Es gibt eine Version dieses Satzes fiir Liegruppen (vgl. UB 5 fiir die Definition und Beispiele),
z.B. wenn S = U(1) auf S! x S! durch Drehung in der ersten Komponente wirkt:

Satz. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit auf der eine Liegruppe G frei und
eigentlich wirkt. Dann ist M/G eine glatte Mannigfaltigkeit.

Die Gruppenwirkung heifit eigentlich, falls fiir die Abbildung G X M — M x M, (g,m) — (m,g-m)
Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.
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Fir U ¢ M gilt: 771 (7(U)) = Ugegg(U). Damit ist m insbesondere offen, bildet
also offene Mengen auf offene Mengen ab.

Fir alle p € M existiert eine offene Umgebung U, von p mit U, N g(U,) = @ fiir
alle g € G\ {e}:

Sei p € M und K, eine kompakte Umgebung von p (d.h. es gibt eine offene
Umgebung von p deren Abschluss K, kompakt ist.) Da G eigentlich diskontinuierlich
wirkt, gibt es nur endlich viele Gruppenelemente g1 = e, g, ..., gy mit

K,Ngi(Ky,) #@, i=1,...,N.

Im Fall N =1 folgt die Behauptung mit U, gleich dem Inneren von K. Sei N > 2.
Da G frei wirkt, ist g; - p # p fiir g; # e. Da M Hausdorffsch ist, kénnen wir die
Punkte trennen: d.h es gibt fiir ¢ # 1 Umgebungen U; von p und U] von g; - p mit
U;NU/ = 2. 0.B.d.A. sei U; C K, und ¢;(U;) C U] (das kann immer erreicht
werden, indem man U; durch U; N g; ' (U} N g;(Inneres(K,))), noch immer offene
Umgebung von p, ersetzt). Setzen wir

Up:= mfil Ui,
dann ist U, eine offene Umgebung von p. Weiterhin gilt fiir ¢ € {1,..., N}
UpNgi(Up) CU; Ngi(U;) CU;NU;] =@
und fir g € G\ {g1,...,9~}
UpNg(Up) C KpNg(Kp) = 2.

M/G ist Hausdorff: Seien ¢ = 7(§) und p = w(p) mit p # ¢ gegeben. Dann ist
q # g-p fur alle g € G. Sei K eine kompakte Umgebung von p und §. Dann gibt es
nur endlich viele g; € G, i=1,...,m, mit g; - KN K # &.

Fiir jedes g € G seien UY und U,.; offene Umgebungen von ¢ bzw. g - p, die
diese Punkte trennen (méglich, da M Hausdorff). O.B.d.A. kénnen wir wie in (b)
annehmen, dass diese Umgebungen klein genug sind, dass U g C Inneres(K) und
Ug.p C g - Inneres(K) gilt, sowie g;l Ugp CUep fiiri=1,...,m.

Wir setzen U = N2, UJ* und Uy = N7, g; " - Uy,.4- Dann sind U; und U offene
Umgebungen von § bzw. p, so dass 7w(Uy) und 7(Up) disjunkte offene Umgebungen
von ¢ und p sind, denn: Sei x € 7w(U;) N 7(Uy). Nach (a) gibt es dann g, h € G mit
g-UiNh-Us #2. Also gibt es ein y € UsN (g7 h) - Up € KN (g7h) - K. Also
ist g7'h = g; fiir ein i = 1,...,m. Andererseits ist U; N g; - Uy C Ugi NUy,.p = 9.
Also existiert « nicht.

Sei k: U — V eine Karte von M um p. O.B.d.A. sei U derart, dass UNg-U =&
fur alle g € G\ {e} — immer moglich nach (b). Dann ist 7|y ein Homéomorphismus
aufs Bild und s o 7|;': 7(U) — V eine Karte von M/G um 7(p). Ist {x: U — V'}
ein glatter Atlas von M mit Karten wie eben, also U jeweils klein genug, dann ist
auch {k o |;': 7(U) — V} ein glatter Atlas von M/G, vgl. Beispiel 1.3.10.iii. [

37



Vorl. 9 - 14.11.

I. Mannigfaltigkeiten

Beispiel 1.3.50.

(i)

38

Wir fassen die Sphire S?*~1 als Menge aller (z1, ..., z;) € C* mit Zle |22 =1
auf. Sind p > 2 und 1 < ¢, ...,qx < p ganze Zahlen, so dass ¢; und p teilerfremd
sind, 1 <14 <k, so wirkt die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln E,:={z € C | 2? =
1} C C frei und eigentlich diskontinuierlich auf S?*~! durch

2 (21, 28) = (2T 21, .0, 2% 2).

Der Orbitraum L(p, q1, . . ., qx):=S?*"Y/E, wird Linsenraum vom Typ (p; q1, .., @)
genannt.

T™ =R"/Z"™ (n-dimensionaler Torus): Hierbei wirkt Z" auf R" wie folgt:
(z1,--y2n) - (@1, zn)i=(x1 + 21, ..., Tn + 2n)

Die Gruppenoperation ist frei, eigentlich diskontinuierlich und differenzierbar. Es
gilt: T™ ist diffeomorph zu S x ... x St



Il. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Bis jetzt haben wir glatte Mannigfaltigkeiten eingefithrt. Damit wissen wir z.B. was
differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten sind. Als néchstes wollen
wir eine Struktur einfithren mit der wir Langen von Vektoren, Abstdnde zwischen
Punkten etc. bestimmen kénnen. Fiir Untermannigfaltigkeiten kriegen wir eine solche
Struktur durch das euklidische Skalarprodukt des umliegenden Raum geschenkt: Wir
schrénken in jedem Punkt p der Untermannigfaltigkeit M C R™ das Skalarprodukt auf
den Untervektorraum 7, M C R" ein und erhalten die erste Fundamentalform

L(X,Y):=(X,Y) fir X,Y € T,M.

Die erste Fundamentalform ist in jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine positiv
definite symmetrische Bilinearform und hingt glatt vom Punkt ab. So wollen wir
allgemein eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit definieren. Wir werden allerdings
allgemeiner nicht-degenerierte symmetrische Bilinearformen zulassen.

11.1. Semi-Riemannsche Metriken

Sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition II.1.1. * Eine semi-Riemannsche Metrik g ist eine Abbildung, die jedem

*Wdh. lineare Algebra — zu Bilinearformen Sei g: V XV — R eine symmetrische Bilinearform
auf einem m-dimensionalen R-Vektorraum. Man nennt g nicht-entartet, falls aus g(v,w) = 0 fiir alle
w € V folgt, dass v = 0.

Sei (b1,...,bm) eine Basis von V und
9ij:=g(b;,bj;) e Rfur 4,5 =1,...,n.
Dann ist (gi5)i,j=1,...,m eine symmetrische m x m-Matrix. Fiir v = vib; und w = w'b; gilt
g(v,w) = Qijviwj-
Die Bilinearform g ist genau dann nicht-entartet, wenn det g;; # 0 gilt.

Bemerkung. (Hauptachsentransformation) Sei g eine nichtentartete symmetrische Bilinearform auf
V. Dann existiert eine Basis e, ..., e, von V, so dass

Ce) = 0 1]
g(ei,ej) = {EiG{:l:l} i=3j.
Eine solche Basis heif3t Orthonormalbasis und die Anzahl der ¢, fir die ¢; = —1 ist, heift Index von g.

Beispiel. (i) Skalarprodukt - Index 0
(ii) Minkowskiprodukt=Lorentzprodukt — Index 1, z.B., g;; = diag(—1,1,...,1).
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Punkt von M eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform g, auf 7}, M zuordnet, so
dass diese Zuordnung glatt vom Basispunkt abhingt, d.h. fiir jede Karte k: U — V
um p ist die Abbildung

) P
9ij: V = R, 9ij(v):=gr-1() (Wh—l(v)v W'n—l(v)>

glatt. Eine semi-Riemannsche Metrik g, fiir die g, stets positiv definit ist, heifit Rie-
mannsche Metrik. Ein Paar (M, g), aus einer glatten Mannigfaltigkeit M und einer
(semi-)Riemannschen Metrik auf M, heifit (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine
semi-Riemannsche Metrik ¢ heifit Lorentzmetrik, falls g, stets den Index 1 hat. Das
Paar (M, g) heit dann Lorentzmannigfaltigkeit.

Beispiel I1.1.2. R™F ist der R™** mit Metrik Mo p:=diag(—1,...,—1,1,...,1) in
———— ——
k—mal n—mal
Standardkoordinaten. Das ist das Standardbeispiel einer semi-Riemannschen Metrik
vom Index k. Fiir jede semi-Riemannsche Metrik g einer Mannigfaltigkeit M ist g, als
Bilinearform auf T, M zu 0, ;, dquivalent (Hauptachsentransformation). Die wichtigsten
Félle sind fir uns der Fall Index 0, gg:=mn,,0, und Index 1 (.,.)p:=ny1.

Lorentzmetriken sind fiir die Beschreibung von Raumzeiten wichtig. Der Standardfall
R™! ist der n-dimensionale Minkowskiraum R™! = R" mit Lorentzprodukt (= Min-
kowskiprodukt) |v|2:=(v,v)r. (Die Schreibweise |v|2 ist etwas irrefithrend, da dieser
Ausdruck auch negativ sein kann.)

Interpretation der Minkowskimetrik:

— 29 Beobachter /Testteilche
t=z cobachter/Testteilchen Wiéhlen wir Einheiten so,
dass die Lichtgeschwindig-
keit ¢ = 1 ist. Dann hat

2
Licht vy l,L <0,
d.h. vy ist zeitartig

5 & U1 B Licht zu jedem Zeitpunkt
lv2]z =0, unphysikalisch ) . h
d.h. vy ist lichtartig |2 > 0, d.h. einen Geschwindigkeitsvek-
U3 w3 ist raumartig tor v mit ‘U‘QL = 0, einen so-
x" genannten lichtartigen Vek-
tor.

Fiir ein Teilchen mit rdumlicher Geschwindigkeit w € R? betragskleiner der Licht-
geschwindigkeit ist der Geschwindigkeitsvektor (v = 1,w) € R* im Minkowskiraum
zeitartig, d.h. |v|3 < 0. Raumartige Vektoren, also |v|? > 0, entsprichen einer raumli-
chen Geschwindigkeit grofler der Lichtgeschwindigkeit und sind daher unphysikalisch,
da sich kein Teilchen mit iiber Lichtgeschwindigkeit bewegt.

40
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Euklidischer Raum R"”

Minkowskiraum R?~ 11

Koordinaten

0 ,.1

r=(a%at,... 2"

Bilinearform

(z,y)i=2lyt + ... + 2"y

|z|? := (z, ) =: gp(z,z)

(x, )= — 2% + 2ty + .. 4 lyn!
2|7 = (z, 7)1 = gr(x,2)

Cauchyungleichung

(@,y) < |2[ - Iy]

inverse Cauchyungleichung

(z,9)7 > |27 - yl7
fiir alle x, y licht- oder zeitartig

Dreiecksungleichung

|z +y| < |z| + |yl

inverse Dreiecksungleichung*

VIe+y,e+y)ol > Vi@, 2) ol + VI )il

fiir alle x, y,  + y licht- oder zeitartig

Beispiel 11.1.3. Die I.Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit ist eine Riemann-
sche Metrik (die sogenannte induzierte Metrik): Sei M™ C R™*k. Dann existiert eine
kanonische injektive Abbildung

d
®,: T,M — R™ [c], - l=0c.

Wir setzen g,(.,.):=(®,., ®p.), wobei (.,.) das euklidische Skalarprodukt ist.
Die erste Fundamentalform von der n-dimensionalen Sphire S™ C R"*! bezeichnet
man als Standardmetrik gs auf S™.

Im Gegensatz dazu liefert die Bilinearform auf einer Untermannigfaltigkeit des R™+*
induziert durch 7, 5 nicht immer eine (semi-)Riemannsche Metrik:

Als Beispiel betrachten wir Kurven in RY1: Sei ¢(t) = tv fiir v € R2. Ist v raumartig,
dann induziert 7;,; auf dem Bild von ¢ ein semi-Riemannsche Metrik vom Index 0. Ist
v zeitartig, dann vom Index 1. Ist v lichtartig, dann ist die Einschrdnkung von 7 ; aufs
Bild von ¢ konstant 0. Wihlt man als S C R?, dann induziert 77 ; in jedem Punkt
von S! eine Bilinearform auf 7,,S', die je nach Punkt positiv definit, konstant Null
oder negativ definit ist.

Beispiel I1.1.4. Sei H":=H",; = {x € R"*! | —(29)2+(21)?+.. .+(2")? = —1,2° > 0}
und HY = {x € R**! | — (29)2 + (21)? + ... + (2™)% = 1}, vgl. Abbildung 1.3, dort ist

*Das ist die vereinfachte Version des Zwillingsparadoxon in der speziellen Relativitatstheorie —
https://de.wikipedia.org/wiki/Zwillingsparadoxon.
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H" = M_; N {2° > 0} und H} = M;. Wir betrachten auf beiden Untermannigfaltigkei-
ten, die durch das Lorentz-Produkt induzierte Bilinearform, d.h. fiir alle p € M, mit
M =H" oder M = H", und v,w € T,M

gp(v,w):=(v,w, ).

Dann ist (H", g) eine Riemannsche und (H?, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit:

Seiy € T, M. Dann gibt es eine Kurve ¢: (—¢, €) — M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = y. Wegen
c(t) € M ist {(c(t),c(t))r = £1. Differentiation ergibt 2(c'(t),c¢(t))r, = 0 und damit
{y,p)r, = 0. Wir haben also T, M = {y € R"™! | (p,y), = 0}. Alsoist R"™! = T,M&Rp
eine orthogonale Zerlegung (bzgl. (.,.)r) von T,M. Im Fall M = H" ist (p,p)r = —1,
also muss g, positiv definit sein. Im Fall M = H", ist (p,p)r = 1, also muss g, vom
Index 1 sein.

Wir miissen nun noch iiberpriifen, dass g, glatt vom Basispunkt p abhédngt:* Sei
k:UCM —V CR"” eine Karte von M um p und sei v das Einheitsnormalenfeld auf
U C M. Dann ist a%lh” %b, e % »>V(p) eine Basis von T,R""!. In dieser Basis

gilt
() = <(gi](-))i7j j(E)l)

Da (.,.)r, glatt ist, ist auch g;;: V' — R glatt.

Bemerkung II.1.5. Sei g semi-Riemannsche Metrik auf M, sei v € T, M. Dann nennt
man

[oll:=[[vllg:=1/lgp (v, v)]

Betrag des Vektors v bzgl. g. Ist g Riemannsch, so ist das eine Norm auf T,,M. Der
Winkel zwischen Vektoren v, w € T,M \ {0} bzgl. einer Riemannschen Metrik g ist
definiert als

gp(v, w)

V1gp (@, V)] - gy (w, w)

Beachte: Man kann nur Winkel zwischen Vektoren messen, die im gleichen Tangential-
raum liegen.

(v, w):=<4(v,w):=arccos

Beispiel I1.1.6. Sei g eine semi-Riemannsche Metrik auf M und f: M — R<q glatt.
Dann ist f?g definiert als (f29),(X,Y):=f(p)g,(X,Y) fir p € M, X,Y € T,M
wieder eine semi-Riemannsche Metrik auf M gleichen Index. Man nennt f2g eine zu g
konforme Metrik. Fir eine konforme Metrik &ndert sich zwar der Betrag eines Vektors
(vl 29 = f(P)||v]|4 fiir v € T, M) aber nicht der Winkel zwischen zwei Vektoren, denn
fir v,w € T,M \ {0} gilt

F2(p)gp(v, w)
VIP)lgp(w )] - [F2(p)gp(w, w)]
=arccos 9o (v, w) = 4(v,w).

Vlgo(v,0)] - [gp (w, w)]

*So sieht man generell, dass die Einschrankung des Skalarproduktes/Lorentzproduktes auf eine
Untermannigfaltigkeit eine Bilinearform gibt, die wieder glatt vom Basispunkt abhangt.

f24(v,w) =arccos
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II.1. Semi-Riemannsche Metriken

Beispiel I1.1.7. Seien (M™,g) und (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten
vom Index ki bzw. ky. Wir wollen Beispiele fiir Metriken auf dem Produkt M x N
finden. Davor noch einige Voriiberlegungen: Fiir einen Punkt (p,q) € M x N gilt
T(p,q)(M x N) ist kanonisch isomorph zu T, M x TN,

[C](p,q) € T(p,q)(M X N) = ([prM © C]pa [pl"N © C]q) € TPM X TqNa

wobei pry;: M X N — M bzw. pry: M x N — N die Projektion auf M bzw. N ist.
Eine Moglichkeit eine Metrik auf M x N zu definieren ist die Produktmetrik g + h

(g + h‘)(p,q)(Xl + Y13X2 + 1/2) = gp(X17X2) + hq(Yia }/2)7
firallepe M,qe N, X1,Xo € T,M,Y1,Y> € T,N.
Sei f: N — Ry eine glatte Abbildung. Dann kann man eine verzerrte Metrik (warped
product) M x s N:=(M x N, f2g + h) definieren als
(29 + ) (pay (X1 + Y1, Xo + Y2) = f2(0)gp(X1, X2) + hg(V1,Y2),

fir alle p € M,q € N, X1,X5 € T,M,Y1,Yy € TyN. Die Metrik f2g + h hat Index
k1 + k2. Die Produktmetrik ist der Spezialfall f = 1.
Bzgl. einer Karte x auf M und &’ auf N haben wir fiir g + & in der Karte (k, £'):

2.
(f2g+h)ij = <f 0ng h(zj)

Kartenwechsel. Seien x: U — V und &: U’ — V' zwei Karten von M mit p € UNU".
Seien (x!,...,2™) bzw. (y',...,y™) Koordinaten auf V bzw. V.

. A(kIor™1!
Dann ist wegen 82" |p = %‘R(p) 78(21' ‘p
ko ——1 [
)~ ~ O(KFoRTY) Akt o k™) (%)
95 (Rp) = =5 s =57 s 9w’ (5(p))

bzw. in (Physiker-)Kurzschreibweise g%’) = g’;j g—;”;(g,(j) o(xoy1)).

Ist ggf): V — R glatt fiir eine Karte x: U — V, dann gilt fir jede Karte «': U’ — V/,

dass gz(;l) k(U NU) C V' — R glatt ist. Es reicht also die Glattheit der Metrikkoeffi-
zienten fiir einen M iiberdeckenden Teilatlas zu {iberpriifen.

Definition I1.1.8. Da d,x: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, ist
da'|pi=dyr' € (T,M)*.

Der Dualraum (7, M)* =: Ty M heiit Kotangentialraum von M in p. Ein Element von
Ty M heifit Kotangentialvektor.

Fir eine andere Schreibweise der Metrik brauchen wir noch den Dualraum zum Tan-
gentialraum:
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Lemma II.1.9. Die dz'|, bilden die zu d?cl duale Basis.
Beweis. da:z|p(w|p) = dpr" (du(py " (e5)) = 0 O
Es ist
i Ok’ o k1) j
dx |p = Tyjh(p)dy”p. (IIl)
Kurzschreibweise: da' = ay] dyj

Bemerkung II.1.10. (Vergleich des Transformationsverhalten von (Kotangential-
)vektoren) Hat man lokale Koordlnaten (x',...,2™) auf M und stellt einen Vektor
v € T, M bzgl. der Standardbasis 6— dar, dann ist v durch ein m-Tupel von reellen
Zahlen gegeben. Genauso ist aber auch ein Kotangentialvektor aw € Ty M bzgl. der
Standardbasis dz’|, als m-Tupel von reellen Zahlen gegeben. Am Transformationsver—
halten bzgl. verschiedener lokalen Koordinaten kann man aber unterscheiden, ob es

sich um einen Vektor oder einen Kotangentialvektor handelt.

Bemerkung I1.1.11. Seien z? lokale Koordinaten einer Karte x: U — V von M um
p. Eine Bilinearform o: T, M x T,M — R ist immer eindeutig schreibbar als

a =a;da’|, ® da’|,,
i 0 i 9 i J iyl
dh. alv=v %‘pjw = w %b :aijd(E |p(’l))d$ |p(w) = Oéij'U v

fir Q5 € R.
Also ist eine semi-Riemannsche Metrik in lokalen Koordinaten immer gegeben durch

9p = 9ij (K(p))da'|, @ da! [, dh. g,(X,Y) = gij(k(p))da’|,(X)da |,(Y)
fiir X,Y € T, M.

Oft schreibt man kurz: g = g;;dz'dz?. Da g;; symmetrisch ist, ist g;;dz’ ® dz? =
gijdz? @ dx’. Deshalb macht es Sinn in diesem Fall das (nicht symmetrische) Tensor-
produktzeichen wegzulassen und eine kommutative Schreibweise zu nutzen.

Beispiel I1.1.12. (Metrik auf S') Sei F': ¢ € (0,27) — (cos ¢,sin ¢)T € S C R? eine
lokale Parametrisierung von S'. Dann ist g = d¢? die induzierte Metrik in der lokalen
Koordinate ¢: %|F(¢) = g—i(qb) = (—sin ¢, cos $)T und damit gy = (%(d)), %(gf))) =
1, also g = d¢ ® dop = (d¢p)?.

Beispiel I1.1.13. Euklidische Metrik auf R?: gp = dr! @ do! + dz? @ dz?(= (da')? +

(dx?)? = dx?) in Polarkoordinaten x! = r cos ¢, 2 = rsin ¢:

Ozt Oxt

dat %d¢ + —dr = —7sin ¢d¢ + cos ¢dr,
de? = 8851;5 de + aidr = 1 cos ¢d¢ + sin ¢dr.
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Dann ist

de' ® de'+dr? @ dz? = (—rsin¢de + cos ¢ dr) @ (—rsin ¢ dp + cos ¢ dr)
+ (rcosgde + singdr) ® (rcos ¢ dp + sin ¢ dr)
=r2sin ¢? do @ dp — rsinpcosd(dr @ do + dé ® dr) + cos® pdp ® do
+12cos® pdop @ do + rsinpcos p(dr @ do + do @ dr) + sin® pdr ® dr
=r2dé ® dé + dr @ dr.

Die Darstellungsmatrix von gg bzgl. der Koordinaten (r, ¢) ist also <(1) 7“O2> wahrend

die bzgl. der euklidischen Koordinaten (z!,2?) die Matrix <(1) (1)> ist.

"Vergleich’ von Metriken auf diffeomorphen Mannigfaltigkeiten.

Definition I1.1.14. Seien (M, g) und (NN, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Dann heif3t ein lokaler Diffeomorphismus® ¢: M — N lokale Isometrie, falls

dp: (TyM, gp) = (TN, Do)
fir alle p € M eine Isometrie ist, also fiir die
Gp(X,Y) = hepy (dpd(X), dpp(Y)) fiir alleX,Y € T, M gilt.
Ist ¢ schon ein Diffeomorphismus, heifit ¢ Isometrie.

Beispiel II.1.15. Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M = S1,d¢?) und (N =
R,dz?) sind lokal isometrisch: Ein lokale Isometrie ist durch 2 € R ~ ¢(x) =
(z mod 27) € ST gegeben.

Die Produktmannigfaltigkeit S! x R ist diffeomorph zum Zylinder im Z = {(x,y,2) €
R? | 2% + y? = 1}. Mit der Produktmetrik d¢? + dz? ist S' x R auch isometrisch zum
Zylinder Z (mit der induzierten Metrik = 1. Fundamentalform). S* x ; R mit f: R —
R~ ist isometrisch zur Rotationsfliche {(f(2)cos ¢, f(2)sin¢, 2)T € R? | ¢,z € R}.

Anders herum kann man einen lokalen Diffeomorphismus ¢: M — N und eine semi-
Riemannsche Metrik h auf N auch nutzen, um eine semi-Riemannsche Metrik auf M
zu definieren, fiir die ¢ eine lokale Isometrie wird:

Definition I1.1.16. Ist ¢: M — N eine lokaler Diffeomorphismus und A eine semi-
Riemannsche Metrik auf N, so heifit die semi-Riemannsche Metrik ¢*h auf M Pullback
von h, wobei

(@"h)p(v,w):=hgp) (dpp(v), dpd(w)) fiir v, w € T, M.

*Eine Funktion ¢: M — N ist ein lokaler Diffeomorphismus, falls es fir jeden Punkt p € M
eine offene Umgebung U C M von p gibt, so dass ¢(U) in N offen ist und ¢|i: U — ¢(U) ein
Diffeomorphismus ist.
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Beispiel 11.1.17. Wir betrachten die stereographische Projektion ¢ des hyperbolischen
Raumes H" C R"™! auf den Einheitsball B;(0) C R™. Dabei ist ¢(p) der Schnitt der
Geraden von p zum Punkt (—1,0,...,0)” mit der Ebene {2° = 0}.

- ~

p

o(p)

(-1,0,...,0)F

Damit ist ¢ gegeben durch

1

:H" - B Y
¢ - 1(0)3 = 1+ 20

xn

xn

Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus. Sei ¢ die auf H™ C R™*! durch die Lorentz-Metrik des

R+ induzierte Riemannsche Metrik. Dann gilt (¢=1)*g(y) = WQE, s. UA 18. Der
E

Pullback der hyperbolischen Metrik auf B;(0) ist also konform zur euklidischen Metrik

—man sagt: Der hyperbolische Raum ist konform flach. Man nennt (B1(0), (¢~1)*g) das

Poincarésche Ballmodell des hyperbolischen Raumes.

Lemma I1.1.18. Sei ¢: M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Sei h eine semi-
Riemannsche Metrik auf N. Dann ist ¢*h die eindeutig bestimmte semi-Riemannsche
Metrik auf M, fir die ¢ eine lokale Isometrie ist. Sei f: Z — M ein weiterer lokaler
Diffeomorphismus. Dann ist (¢ o f)*h = f*(¢*h).

Beweis. Klar, nach Definition. O]

Beispiel I1.1.19. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und G wirke
auf M derart, dass jede Wirkung g-: M — M eine Isometrie ist. Aulerdem wirke
G frei und eigentlich diskontinuierlich auf M. Wie im Beweis von Theorem 1.3.49
gesehen, ist die Projektion w: (M, g) — (M/G, §) ein lokaler Diffeomorphismus. Um
jeden Punkt p € M gibt es U C M, so dass ny: U — U/G ein Diffeomorphismus ist.
Wir setzen §ly/qc = (w,}l)*g, dann ist nach letztem Lemma 7y eine Isometrie. Sei
U klein genug, dass 7' (U/G) = Upegg - U. Dann konnte die gleiche Prozedur bei
der Wahl von h - U statt U a priori ein anderes §|y,¢ erzeugen. Das ist nicht so da
G C Isom(M, g), also h: M — M, p — h-p eine Isometrie ist: Es gilt ¢5,.; oh = 7y und
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damit (7;;")*g = (dn.v 0 b)) *g = (¢.1) (h™)*(9)) = (¢5,.1,)* (). Somit existiert
also genau eine semi-Riemannsche Metrik § auf dem Orbitraum M /G, so dass 7 eine
lokale Isometrie ist.

Wir betrachten (R, (dz)?) mit der Z-Wirkung (z,z) € Z x R — z + zR. Dann ist nach
R/Z eine Mannigfaltigkeit, vgl. Beispiel 1.3.50. R/Z ist isomorph zur S*. Nach letztem
Lemma erhalten wir auf R/Z auch eine Riemannsche Metrik, so dass 7: R — R/Z eine
lokale Isometrie ist. Diese Metrik auf R/Z hat in der Koordinate & dann auch die Form
(dz)?. und ist damit lokal isometrisch zu (S?, (d¢)?).

Die sogenannte Fubini-Study Metrik ist die Metrik auf dem RP™, die mittels der
Standardmetrik auf S™ und der kanonischen Projektion 7: S™ — RP” induziert wird.

Menge aller Isometrien einer Mannigfaltigkeit

Definition II1.1.20. Die Menge aller Isometrien ¢p: M — M von (M, g) bilden mit der
Hintereinanderausfithrung eine Gruppe — die sogenannte Isometriegruppe Isom(M, g)
von M.

Beispiel I1.1.21.

(i) Isom(R™, gg) = Gruppe der eukl. Bewegungen = {¢(z) = Az+b| A € O(n),b €
R™} =R x O(n)

(i)
Isom(R™  gninkowski:=(.,.)r) = Gruppe der Poincaré-Transformationen
={p(x) = Az +b| AcOn,1),b € R"™} =R™! x O(n, 1)
wobei O(n,1) ={A € Mr(n+1,n+1) | (Az, Ay)r = (z,y) L} ist.
(iii) Isom(S™, gs:) = O(n + 1)
(iv) Isom(H", gst) = O(n, 1)

Satz I1.1.22. Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzsche Mannigfaltigkeit. Dann
ist die Isometriegruppe Isom(M, g) eine Liegruppe. Ist M kompakt Riemannsch, dann
ist Isom(M, g) kompakt.

Beweis. Fir Riemannsche Mannigfaltigkeiten siche [MS39]. Fiir Lorentzmannigfaltig-
keiten [LPZ13]. O

Vermutung 11.1.23. [LPZ13, p. 288] Kompakte einfach zusammenhingende* Lor-
entzmannigfaltigkeiten haben eine kompakte Isometriegruppe.

*Binfach zusammenhingend ~ Jede glatte Kurve ¢: S' — M in der Mannigfaltigkeit M kann
stetig zu einem Punkt verformt werden (= ist nullhomotop). Bsp: R™, S™ fir m > 1 sind einfach
zusammenhéngend, S, T nicht.
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Isometrische Einbettungen. Wir hatten in Satz [.3.40 den Whitneyschen Einbet-
tungssatz kennengelernt — der sagt, dass jede Untermannigfaltigkeit diffeomorph zu
einer Untermannigfaltigkeit eines R™ hoch. Wenn wir an semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten interessiert sich, nutzt uns eine solche Einbettung oft erst einmal gar
nichts, da die semi-Riemannsche Metrik nichts mit der induzierten Metrik auf der
Untermannigfaltigkeit zu tun haben muss. Der Vorteil der Untermannigfaltigkeit ist
aber genau, dass man mit dem umliegenden Raum rechnen kann, wenn das bei der
Metrik nicht mehr der Fall ist, verliert man diesen Vorteil. Was wir also eigentlich
gerne wollen, ist eine Einbettung in einen R™™* mit der Standard-Index k-Metrik
M.k, die gleichzeitig eine Isometrie aufs Bild ist. Die Frage ist also, ob es isometrische
Einbettungen gibt:

Satz I1.1.24 (Isometrische Einbettungssitze). (i) (Nash) Jede Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M ist isometrisch in einen R™ einbettbar.

(ii) (Greene) Jede (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist isometrisch in einen
R™"2 einbettbar. (Hier steht R™"2 fiir den R™*"2 mit der Metrik —(dzt)? —
oo = (dz™2)? + (dz™2 )2 + L 4 (dametr)2))

1956 bewies John Nash das obige Resultat, [Nas56, Giun89], (Interview mit John
Nash: https://www.simonsfoundation.org/2012/10/24/john-nash/ (Teil zum Ein-
bettungsproblem - Kapitel 21, ungefdhr ab Minute 1:05)).

Robert Greene [Gre69] bewies das analoge Resultat fiir semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keiten. Beachte: Ist M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, so ist M nicht notwendigerweise
isometrisch in einen R™! einbettbar — da eine allgemeine Lorentz-Mannigfaltigkeit
Zeitschleifen (= zeitartige Kurven, also Kurven v: S' — M mit 4 immer zeitartig)
haben kann, sieche Beispiel 11.1.27, aber der R™! nicht.

Der Beweis ist viel schwerer als der vom Whitneyschen Einbettungssatz und benétigt
Techniken aus den partiellen Differentialgleichungen.

Existenz von Metriken. Lokal gibt es immer eine semi-Riemannsche Metrik von
beliebigem Index:

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und § eine nicht-entartete symmetrische Bili-
nearform auf R™ vom Index 0 < k < m. Sei k: U — V eine Karte mit Koordina-
ten (z!,...,2™). Fiir jedes p € U, ist dpk: T,M — R™ ein Isomorphismus. Setze
gp(., ):=B(dpk(.),dpr(.)). Dann gilt:

o 0 0 9
9p (axi|pa 3xi|p> =0 (dp“ <8xi|p) s dpk <W|p>) = Blei €5).

Also sind die g;; konstant in p und damit glatt und ¢ ist auf U C M eine Metrik mit
Index k.

Satz I1.1.25. (Globale Existenz Riemannscher Metriken) Sei M eine glatte Mannig-
faltigkeit. Dann gibt es eine Riemannsche Metrik auf M.
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II.1. Semi-Riemannsche Metriken

Beweis. Nach dem Whitneyschen Einbettungssatz gibt es eine Einbettung ¢: M — R™.
Sei g die auf der Untermannigfaltigkeit f(M) induzierte Riemannsche Metrik. Dann
ist der Pullback ¢*g, siehe Definition I1.1.16, ist dann eine Riemannsche Metrik auf
M. O

Bemerkung I1.1.26. Nicht auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M™ gibt es eine semi-
Riemannsche Metrik mit Index & {0, m}, z.B. gibt es keine Lorentzmetrik auf S2. Auf
nichtkompakten Mannigfaltigkeiten gibt es immer eine Lorentzmetrik. Auf kompakten
Mannigfaltigkeiten gibt es eine topologische Obstruktion (= topologische Bedingung
an die Mannigfaltigkeit). Diese Bedingung misst, ob ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit existiert. (Auf der S? gibt es so etwas nicht, das
war der Satz vom Igel.) Dass diese Bedingung notwendig ist, liegt am Index der Metrik,
also der Existenz 'der’™* Zeit.

Beispiel 11.1.27. Aber auch auf kompakten Mannigfaltigkeiten kann es Lorentzme-
triken geben: Auf T? = S! x S! mit Koordinaten (¢,0) ist z.B. (d¢)? + (df)? eine
Riemannsche Metrik. Die Metriken (d¢)? — (df)? und —(d¢)? + (df)? sind Beispiele
fiir Lorentzmetriken auf T2.

Langen von Kurven. Wir wollen nun Langen von Kurven c: I = (a,b) — M auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C R™ kann
man jede solche Kurve auch einfach als Kurve in R™ interpretieren und dort die Lénge

ausrechnen: .
L(e) = / |e|ds
a

(Hier ist ¢:=c’.) Es ist |¢(s)|* = (¢(s), ¢(s)) = ge(s)(€(s), ¢(s)) fiir g die auf M induzierte
Metrik. Damit konnen wir den Léngenbegriff auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten

verallgemeinern:
b
L) = [ \aeo ettt

ist die Ldnge von c. Die Lange einer Kurve ist unabhéngig von der Parametrisierung;:
Sei ¢: (ag,bg) — (a,b) ein Diffeomorphismus. O.B.d.A. sei ¢’ > 0. ( Man beachte: Weil
¢ eine Diffeomorphismus ist, ist ¢'(s) # 0 fiir alle s.) Dann ist &(s) = ¢(¢(s)) eine
Kurve mit gleicher Spur und

bo bo
L) = [\ @s). 6 = [ 1[0 6 0o @) ol))ds
b
— [ Vateo, @yt = L(o).

*die Zeitrichtung hangt vom Beobachter ab.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Sei M zusammenhéngend. Wir definieren die Riemannsche Abstandsfunktion d: M x
M — R durch*

d(p,q) = inf{L(c) | c ist eine stiickweise glatte Kurve von p zu ¢}.

Dann ist (M, d) ein metrischer Raum, vgl. UA 25.

Fiir M™ C R™ Untermannigfaltigkeit mit induzierter Metrik ist L(c) genau die Lan-
ge von ¢ im R”. Die Riemannsche Abstandsfunktion stimmt jedoch nicht mit der
Abstandsfunktion im euklidischen Raum iiberein.

Eigenzeit im Lorentzschen Im semi-Riemannschen kann g.(,)(¢(s), é(s)) das Vorzei-
chen wechseln und der Ausdruck L(c) wie oben macht dann keinen Sinn. Es werden
deshalb oft nur kausale Kurven betrachtet. Das sind Kurven ¢: I — M, so dass ¢(s)
fiir alle s € I ein kausaler Vektor ist, d.h. g(¢(s),¢(s)) < 0 gilt. Fiir diese Kurven wird

7(c):= ./1 vV —g(é(s),¢(s))ds

als Figenzeit interpretiert, die fiir ein Teilchen, welches sich entlang ¢ bewegt, vergeht.

Fir die Lorentzsche Abstandsfunktion definiert man dann
d(p,q) = sup{7(c) | c ist eine stiickweise glatte kausale Kurve von p zu ¢},

mit der dann aber M nicht zu einem metrischen Raum wird.

11.2. Geodatische

Im R”™ sind Geraden ausgezeichnete Kurven und zwar aus verschiedenen Griinden: Zum
einen beschreiben Sie Kurven ¢, die Korper beschreiben auf denen keine Beschleunigung
wirkt (geradlinig gleichformige Bewegungen, ¢ = 0). Zum anderen ist die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten im R™ genau durch den Geradenteil zwischen diesen
beiden Punkten gegeben.

Wir wollen &hnliche Kurven auch auf Mannigfaltigkeiten finden. Dabei ist natiirlich als
erstes die Frage, mit welcher der zwei Eigenschaften von oben man anfingt und wie
man diese fiir Mannigfaltigkeiten verstehen kann. Wir wollen 'geradlinig gleichférmige
Bewegungen’ auf Mannigfaltigkeiten finden (und dann spéter sehen, ob auch die
Eigenschaft der kiirzesten Verbindung bleibt).

Dazu betrachten wir zunéchst eine Untermannigfaltigkeit M™ C R™ auf der sich ein
Teilchen auf einer Kurve c¢(s) bewegen soll, also ¢: I € R — M. Wirkte auf dem
Teilchen gar keine Kraft, ist die Beschleunigung ¢ = 0 und das Teilchen bewegt sich
auf einer Gerade - also im Allgemeinen von M herunter. Soll das Teilchen aber auf M

*Gilt fiir eine Kurve ¢ von p nach ¢ schon L(c) = d(p, q), dann ist ¢ glatt. Weiterhin kann das
’stiickweise’ in der Definition auch weggelassen werden. Es macht nur technische Details einfacher.
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I1.2. Geodatische

bleiben, muss es eine Anteil der Beschleunigung geben, der es auf M halt - wie z.B.
die Radialkraft bei einer Bewegung auf dem Kreis. Dieser Anteil von ¢ steht zu jeder
Zeit senkrecht zur Fliache. Der noch iibrig bleibende tangentiale Anteil, sorgt fiir die
Beschleunigung innerhalb der Flache. Méchte man also z.B. die geradlinig gleichférmige
Bewegung im R" (also ¢ = 0) fiir M verallgemeinern, sucht man Kurven, deren
tangentialer Anteil der Beschleunigung gleich 0 ist. Wir suchen also einen Ausdruck fiir
den tangential Anteil von ¢:

Wir werden als erstes ¢ als Richtungsableitung von ¢ in Richtung von ¢ auffassen:

Y(p+ sX(p))
X(p

p+sX(p Y(p)
p

Abb. II.1.: Die Richtungsableitung im R"™

Seien X und Y glatte Vektorfelder auf R™. Dann ist die Richtungsableitung DxY
wieder ein Vektorfeld und gegeben durch

. Y(p+sX -Y
(DxY)(p) = lim (p (p) —Y(p)

s—0 S
Der Ableitung DxY im Punkt p hingt nicht von dem ganzen Vektorfeld X und Y ab,
sondern nur von X (p) und den Werten von Y auf der Kurve s — p 4+ sX(p) in der
Néhe von s = 0 ab. Es gilt sogar:

_ i Y(0(8) = Y (5(0))
(DxY)(p) = lim S

fiir jede Kurve v: (—e, ) = R™ mit y(0) = p und %(0) = X (p).*

Mit diesen Uberlegungen kann man DxY auch berechnen, wenn X,Y nur auf einer
Untermannigfaltigkeit M™ C R"™ definiert sind: Seien X,Y: M — TM glatte Vektor-
felder (tangentiale Vektorfelder der Untermannigfaltigkeit). Dann wéhlt man fiir v eine
Kurve mit Werten in M, womit Y (y(s)) und damit (DxY)(p) wohldefiniert sind.
Allerdings ist (DxY')(p), wie auch schon é(0), zumeist kein Element mehr in T,,M. Um

trotzdem ein Vektorfeld auf M zu erhalten, benutzen wir die Orthogonalprojektion
pry, a0 R™ — T, M und erhalten die Abbildung

(VxY)(p):=(DxY)"**(p):=pry, 1, (DxY)(p))-

Die Abbildung V bildet zwei Vektorfelder X und Y wieder auf ein (tangentiales) Vek-
torfeld VxY ab und erbt dabei einige wichtige Eigenschaften der Richtungsableitung:

*Da bei uns alle Funktionen glatt sind, ist f insbesondere differenzierbar und die Richtungsableitun-
gen linear in der Richtung in die abgeleitet wird. Insbesondere kann man fiir Funktionen f: R™ — R¢
die Richtungsableitung auch mit Hilfe der Jacobimatrix Dy f als Dy f(X) = Dx f(p) ausdriicken.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Abb. II.2.: Projektion der Richtungsableitung auf den Tangentialraum einer Unterman-
nigfaltigkeit

Lemma I1.2.1. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Die induzierte Riemannsche
Metrik bezeichnen wir mit g. Seien f: M — R glatt und seien X,Y : M — TM glatte
Vektorfelder. Dann gilt

(i) V ist linear in beiden Argumenten.

(ii) (Tensoriell (= C*(M)-linear) in der ersten Komponente) VixY = fVxY (also
(VixY)(p) = fF()(VxY)p).

(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)
Vx (fY) = df (X)Y+[VxY, also (Vx(fY))p = dpf(X(P)Y (p)+f(0)(VxY)(p)-

(iv) (metrisch (= kompatibel mit der Metrik)) Fir alle glatten Vektorfelder X,Y,Z
auf M gilt:
Z.9(X,)Y)=9(VzX,Y)+g(X,VzY)

wobei Z.f:=Z(f):=df(Z): M — R, p — d,f(Z(p)), fir eine glatte Funktion
f: M —R (Hierist f =g(X,Y): M - R, p— g,(X(p),Y(p)).) ist.

(v) (torsionsfrei) Fiir alle Karten r: U — V mit p € U und Koordinaten z* auf V gilt
0 0
V. s =

2t QX7 227 O’

fir alle i und j.

Auch df (Z) ist als Hintereinanderausfithrung M Ao L TR=RxRPER glatter
Abbildungen selbst wieder glatt.
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I1.2. Geodatische

Beweis von Lemma I1.2.1. (i)-(iii) Verwenden der Eigenschaften fiir D * und Projektion

auf den Tangentialraum.

(iv) folgt aus Z.(X,Y) = (DzX,Y) 4+ (X,DzY) und (DzX )" =V X.

(V)Sei F=r"1:V — I(;V mi‘E9 WNM = U eine lokale Parametrisierung mit Koordinaten
1 F

x',...,x™. Dann ist 577 = 577 und

Y(zt, ...,z 2 2 =Y (2. e aY
T R R

s—0 S

Also insbesondere
or 0*F

Dor — = ———.
527 O oxtoxI

Demnach ist

oOF oF
Dor 5 5(p) = Do 55 (p)

einfach der Satz von Schwarz und (v) dessen Projektion auf den Tangentialraum. [

Bemerkung I11.2.2.

(a) Wie auch (DxY)(p) hingt als Projektion auch (VxY)(p) nur vom Wert von X in
Punkt p aber von Y in einer Umgebung von p abhéngt (diese Eigenschaft folgt auch
nochmals aus den Eigenschaften (ii) und (iii) des letzten Lemmas). Insbesondere
ist damit der Ausdruck V & % auch sinnvoll, obwohl i nur Vektorfelder auf U

sind, und ergibt wieder ein Vektorfeld auf U.

(b) (v) gilt nicht fiir allgemeine Vektorfelder, weder fiir D noch fiir V. Beispiel: M = R™,
X = Y =2'% =2'X, denn

a£17

DyX @Dy x Yo, Dyy & 2Dy X + X (21X = X.

(¢) Zur Notation X.f fir glattes f: M — R: Falls X = a - ein Koordinatenvektorfeld
bzgl. einer Karte x: U — V ist, dann ist fiir alle p = k=1 (u) € U

| _forT)

df(X)(p) = dpf(X(p)> pf( ox'

vgl. auch UA 14.

OF

Oxt'? Ip

(d) Seien X,Y € X(M) und x: U — V eine Karte mit Koordinaten z',..., ™. Dann
ist X = X* a?gi und Y = Y? 3‘21' fiir geeignete Funktionen X% Y* € C>(U). Wir

*Die Richtungsableitung fiir eine allgemeine Funktion F': R — R¢ ist immer linear in der Funktion
F' als auch in der Richtung h € R™, in die man ableitet. Hat man einmal die Kettenregel fir die
Ableitung bewiesen, folgt das wie folgt: Sei v(t) eine Kurve in R™ mit v(0) = p und %(0) = h, dann ist
DxF(p) = DpF(X) = DpF(3(0)) = g li=0(F 07).
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

haben auf U:
0\ ()+(i) <y .0
_ ) J AR i J

Do =Dz (Y axj> AP\

i) i < 0 oY )
=X"(Y’D o — - — .
< 527 O + ox? oxJ
~—~—

das war kurz fir

ay a oYi 9

Y :Xl Y] - sl B
Vx ( vaii Oxd * ox' 8x7>

8(YJok)
dxt

(I1.2)

D.h. wir sehen, dass der einzige Term in VxY der wirklich von der Einbettung
von M C R™ und damit von der Metrik auf M abhingt, V _ao_ % ist. We-
dx?
gen V _o %(p) € T,M muss es Funktionen Ffj: V — R mit Vi%(p) =
dx? 5 dx?

Ffj (k(p)) 5% |p geben. Die Ffj werden Christoffelsymbole genannt.

Es gilt

(D
Sei g% (v) die zu g;j(v) inverse Matrix, also g¥ g5 = 6%. Dann ist

0 o .
ﬁ@(p), @Iﬁ =T (k(p)),

), ) = (Y o (), g ly) = T (k) (5(0)).

9" (k(p))(D

insbesondere sind die I'};: V' — R glatte Funktionen.

Was ist nun ¢"?  Wir wollen nun ¢ als Richtungsableitung verstehen und damit
én mittels V: ¢(s) ist ein Vektor im Punkt ¢(s). Man wéhlt formal vy(u) = c¢(u + s),
X(c(s)) = Y(e(s)) = ¢(s) und erhélt Dec(s) = limy, o C(“%H(S) = é(s). Achtung:
Das geht nur wenn X, Y wirklich ein Vektorfeld auf Bild(c) definieren und zu einem
Vektorfeld in einer Umgebung von ¢(s) erweiterbar sind. Ist z.B. nicht der Fall, wenn
¢ = 0 auf einem Intervall um s ist.

Fiir Kurven mit ét3® = 0 tritt dieses Problem nicht auf, denn:

d

75 ((5), é(9)) = 2(8(s), (s)) = 2(&(5)™™", é(s)) = 0

und damit |¢(s)| = konstant. D.h. insbesondere solange ¢ nicht konstant ist, ist ¢ reguldr,
also ¢(s) # 0 fiir alle s. Insbesondere ist dann die Abbildung c: (s —€,s +¢€) — M,
u > ¢(u), fiir € > 0 klein genug, ein Homéomorphismus aufs Bild. Fiir solche ¢ kann ¢
in einer Umgebung U C M von ¢(s) zu einem Vektorfeld auf U fortgesetzt werden —
einfach senkrecht zum Bild konstant fortsetzen.

Die Verallgemeinerung von Geraden auf Untermannigfaltigkeiten M C R”™ sei also
Kurven c: I — M mit ¢ = 0 bzw. dquivalent V¢¢ = 0. Solche Kurven nennen wir
Geoditische.
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I1.2. Geodatische

Beispiel I1.2.3. Im (R", gg) ist ¢(t) eine Geodétische, genau dann wenn &(t) = 0, also
¢(t) konstant ist, also genau dann, wenn é(t) = 0, also genau dann wenn ¢(t) = p + tv
fiir p,v € R™ ist.

Bemerkung I1.2.4 (Geodate vs. Geodétische). Geodéten sind die Spuren von Geoda-
tischen*. Eine Geodétische ist immer eine parametrisierte Kurve, vgl. letztes Beispiel:
FEine Gerade im R™ kann auch so parametrisiert werden, dass ¢ # 0 ist.

Beispiel I1.2.5. Sei M™ C R™*! eine Hyperfliche:
c ist genau dann Geodétische, falls é(t) || v fiir alle ¢ ist, (I1.3)

wobei v.(;) ein Normalenvektor an die Hyperfliche im Punkt c(t) ist. Auf der S? C R3:
Seien ¢; nach Bogenlinge parametrisierte Kreise, d.h. |¢;|? = 17 wie im Bild I1.3 links.
Dann ist 0 = L|¢;(¢)2 = 2(¢;(t),&(t)), also ¢;(t) L &(¢) fiir alle t. Dann ist der
Grofikreis eine Geodéte, der Kleinkreis zum Beispiel nicht, vgl. auch UA 26.

Abb. I1.3.: Groikreise sind Geodéten

V:¢ = 0 in lokalen Koordinaten =z zu einer Karte x: U — V: Seien ¢*: I — R
definiert durch & o ¢(s) = (¢'(s),...,c™(s)). Dann ist ¢ = ¢ -2

oz
Mittels (I1.2) erhalten wir
e ackN o
Ve =¢8 (c'ﬂrfj + = ) -

oxt ) Oxk
= (&" +¢'¢Tk) 9
©J 633’@
9

2 verwendet.

Dabei haben wir im letzten Schritt ¢ =

Era

*und eine Berufsbezeichnung. . .
TDie Bezeichnung kommt von folgender Eigenschaft: Sei v: [a,b] — R™ mit |¥(t)| = 1 fiir alle t.

Dann ist die Linge der Kurve L(y) = fab |%(t)|dt = b — a. Die gleiche Rechnung gilt fir die Linge

einer Kurve auf einer Mannigfaltigkeit, d.h. Kurven auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
sind nach Bogenlidnge parametrisiert, falls g, (¥(s),¥(s)) = 1 gilt.
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Die Geodditengleichung in lokalen Koordinaten ist damit

& 4+ @ITE = 0 fie k= 1,...,dim M. (IL.4)

V fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten? Fiir Untermannigfaltigkeiten bestimmen die
Eigenschaften (i)-(v) aus Lemma I1.2.1 sogar die Abbildung V: X(M) x X(M) — X(M)
eindeutig. Deshalb wollen wir diese Eigenschaften verwenden um V fiir allgemeine
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu definieren:

Definition I1.2.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung V: X(M) x
X(M) — X(M), die die Bedingungen (i)-(iii) aus Lemma I1.2.1 erfiillt, heiit affiner
Zusammenhang auf M. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit affinem
Zusammenhang V. Erfillt V auch (iv) und (v), so heiit V Levi-Civita-Zusammenhang
auf (M, g).

Bemerkung I1.2.7. (a) Bemerkung I1.2.2(a-b) und (II.2) gilt immer noch. Fiir eine
Karte k: U — V seien die Christoffelsymbole I‘fj: V — R wieder definiert durch

o 1o} Lk 0
Vaii o Fijiaxk, also V(;’;i Oz (pel)= Fij("i(P))‘axk |p~
Damit ist o~
X . Y
= X' yIirk —
VxY =X <Y I+ oy ) e

(b) Gilt (v) in einer Karte in einem Punkt p so auch in jeder anderen Karten, die p
enthélt: Seien 2',...,2™ bzw. y',...,y™ die Koordinaten zu zwei solcher Karten.
Wir benutzen die Kurzschreibweise:

. k . 2.k k
Vo 8_(Lz.s)va(6x 8>(z)+:(m)<6a: +%V66)
21 oyt

ay? Oy’ OyJ Ok Oyidy* ~ Oy =~ 8,7 Oxk
(0)+(1.3) 02k +8xk ozt 0
- dyidyi dyi Dyt * BeT Ok
~——
symmetrisch in ¢ und j
(v) fir z* 0%k oz* oz 0 alles riickwérts 0
= - - 4+ — -V _o — = V. o —.
Oyidyt Oyl Oyt aaF Oxt ay7 Oy*

Wir haben bis jetzt zwar V analog zum Fall von Untermannigfaltigkeiten definiert,
doch ist noch nicht klar, dass es so eine Abbildung auch im semi-Riemannschen immer
existiert und eindeutig ist. Das sagt der néchste Satz:

Satz I1.2.8. Fir jede semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit existiert genau ein Levi-
Civita Zusammenhang.
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I1.2. Geodatische

Beweis. Eindeutigkeit: Sei k: U — V eine Karte von M mit p € U. Wir zeigen, dass mit
den Eigenschaften eines Levi-Civita Zusammenhangs die Christoffelsymbole eindeutig
bestimmt sind:

99i; _ 9 0 9\ metrisch L0 9 9 9
ozk —  Dak (g(axi’axj)) - 9<Vaikaxi’axa‘)+9<axi’vaikaxa‘>

Vektorfeld auf U eCc>(U)

0 0 0 0 linear
_ ! near 1 1
=g (Fki PR 81:j) +g (8xi7rkjaxl) = T%igiy + 190

Analog folgt

09k j
ozt

0gix
oxJ

= Fé‘iglk + Fékgu und = Fikglj + Féjgkl-
Es gilt Fi—‘j = Ffi wegen der Torsionsfreiheit. Damit haben wir

3%‘ _ 0gik n 391«_]‘

_ o7l )
0ck ~ ws T omi Likdl

Dann erhalten wir

m_ 1 m <39ij 99k 3gkj>

* = 9¢ dxk Oz + oxt
Kurz (mit g;; .:3g7:j)
17,M " §grm
1
F?j = §QMk(9im,j + Gjm.i — Gijm) (IL5)

Existenz: Wir definieren Ffj wie oben und erhalten dadurch V. Es bleibt nachzurechnen,
dass V dann wirklich alle Eigenschaften aus Lemma I1.2.1 erfillt (machen wir hier nicht)
und VxY damit wirklich zu einem glatten Vektorfeld wird. Fiir letztere muss man sich

tiberlegen, dass das Ergebnis (VxY)(p) nicht von der Wahl der Karte um p abhéngt.

Dazu kann man einfach direkt nachrechnen, dass sich alles unter Koordinatenwechsel
richtig verhalt.* O

Bemerkung I1.2.9. (i) Aus (I1.5) folgt insbesondere wieder, dass die Ffj: U—-R
glatt sind.

*Alternativ (ohne lokale Koordinaten) rechnet man nach, dass fiir einen Levi-Civita Zusammenhang,
die Koszul-Formel gelten muss:

29(VXY7 Z) = X.g(Y, Z) + Y~g(Z1X) - Z'g(X7 Y) +Q(Z, [X7 Y]) +9(Y7 [fo]) _g(X7 [Y7 Z])

mit [X,Y] definiert durch [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) fir alle f € C>°(M) (Das macht [X,Y]
zu einer Derivation wie in UA 15 und definiert damit ein Vektorfeld.). Damit wird VxY (da g
nichtentartet ist, eindeutig bestimmt und existiert und man rechnet nach, dass es dann automatisch
die gesuchten Eigenschaften erfiillt.)
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

(ii) Aus der Eindeutigkeit des Levi-Civita Zusammenhang folgt insbesondere, dass fiir
M C R™ mit induzierter Metrik V genau die Projektion der Richtungsableitung
D auf den Tangentialraum ist.

Beispiel I1.2.10. Sei (M = R?, gg). Fiir die euklidischen Koordinaten gilt g;; = &;;
und damit Ffj = 0. Fiir Polarkoordinaten (r, ¢) haben wir, siehe Beispiel 11.1.13:

9ij(r,¢) = <(1) 7?2) g7 (r¢) = (é 722)

Christoffelsymbole (da g Diagonalgestalt hat):

1
I :§9kk(9ik,j + gjki = Jijh)"

1
F}1:§1(0+0—0):O
Analog I'?, =T1, =T}, =T3, =0 und
11 1
il 2% —0) = —
27‘2(0+ r—0) .

1
ri, :51(0 +0—2r)=—r

2 _ 12 _
1—‘12_]'—121_

Also gilt z.B.

g 4 0 s 0 0
Vigs g tlag; = g
Zum Vergleich:
o 5 0 10 0
Vg dp Voot a2 <;1: ot " 8;132) T o

Geoditische auf abstrakten Mannigfaltigkeiten: Analog definieren wir fiir abstrakte
Mannigfaltigkeiten:

Definition I1.2.11. Eine Kurve ¢: (—¢,€¢) — M heifit autoparallel oder Geoddatische,
falls ¢ parallel entlang c ist, also Ve é(t) = 0 ist.

Lemma 11.2.12. Fir Geoddtische ¢ auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

(M, g) ist
g(c', é) (t) (: Ge(t) (é(t)7 C(t))

konstant in t. Man sagt c ist proportional zur Bogenldnge parametrisiert.

*keine Einsteinsche Summenkonvention hier — k£ kommt zu oft vor
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Beweis.

S9(0)(0) = e.9(6,€)(0) = 9(V6,) + 9(6, Vi) = 0
wobei die erste Gleichheit folgt aus < (f o ¢)(t) = de) f(é(t) = (c.f)(t) fir f(c(t)) =
ge(r) (&(1), E(1))- O

Bemerkung I1.2.13. (Geodétengleichung V¢ in Koordinaten) Ganz analog wie auf
der Untermannigfaltigkeit haben wir in einer Karte x: U — V von M um p € U mit
Koordinaten (z!,...,2™) ist ¢(t) = k1 (x(t)) und damit ¢(t) = 2%(t) 22 | (). Dann ist
¢ genau dann Geodatische, wenn

i () + T (k(c(t)d (a7 (1) =0 fir k=1,...,m

gilt. Dies ist ein System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Damit folgt mit dem Satz von Picard-Lindel6f folgender Satz sofort:

Satz I1.2.14. (Existenz und Eindeutigkeit von Geoddtischen) Sei (M, g) eine semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jedes p € M und jedes v € T, M existiert ein offenes
Intervall I mit 0 € I und eine Geoddtische ¢c: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Fir
jede andere Geoditische é: I — M mit &0) = p und &0) = v ist c|;n; = & ;07

Bemerkung I1.2.15. Geoditen sind im Allgemeinen nicht fiir alle Zeiten t € R

definiert. Was kann schiefgehen: Man erreicht in endlicher Zeit das 'Ende’ der Man-

nigfaltigkeit. Z.B. bei der offenen Einheitskreisscheibe mit euklidischer Metrik ist jede

Geodétische, die im Ursprung mit Geschwindigkeit Norm eins startet, nur firr die Zeiten
€ (—1,1) definiert.

Aus dem letzten Satz und Beispiel 11.2.3 bzw. Abbildung I1.3 erhalt man direkt:

Folgerung I1.2.16. Die proportional der Bogenldnge parametrisierten Geraden in R™
sind alle Geodditischen des euklidischen Raumes R™. Die proportional der Bogenlinge
parametrisierten Grofikreise sind alle Geoddtischen der S?.

Bemerkung I1.2.17. (Unter Isometrien) Sei f: M — N eine Isometrie zwischen
zwei semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, k). Sei V der Levi-Civita
Zusammenhang auf (M, g) und V der Levi-Civita Zusammenhang auf (N, k). Seien
X,Y € X(M).

Wir definieren

fXi=df (X) also (f+(X))(p) = d-1 () f(X(F(D)))-
Die ist der Push-Forward des Vektorfeldes X.
Es gilt f.(VxY) =V xf.Y, vgl. UA 22.

Sei c: I — M eine reguléire glatte Kurve. Ist Z(t) ein Vektorfeld entlang c(t), dann gibt
es fiir jedes to € I ein Vektorfeld Z € X(M) mit Z(t) = Z(c(t)) in einer Umgebung von
to. Wir haben fiir p = f(c(to)), dass:

(£:2)(p) = dey F(Z(c(t)) = dery F(Z(1)).
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Fir Z = ¢ (f.2)(p) = (f o¢)(to) =: (f«¢)(to). Sei nun ¢ eine Geoditische auf M.
Dann gilt Ve¢ = 0 und damit Vi f.¢ = 0. Wegen (f.¢)(t) = (f oc)/(t) ist foc eine
Geodétische auf N.

Da ’geodétisch sein’ lokal nachgerechnet wird, gilt das auch fiir lokale Isometrien.

Folgerung I1.2.18. (Geoddtische auf dem Zylinder und Kegel) Der Zylinder und
der Kegel sind beide lokal isometrisch zur euklidischen Ebene. Damit ergeben sich die
Geoddaten wie in Abbildung I11.5 links.

/

Abb. I1.4.: Links: Die Abbildung ¢: (z,y)7 € R? — (sinx, cosz,y)? € Zylinder C R3

ist eine lokale Isometrie. (Hierbei ist R? mit der euklidischen Metrik und
der Zylinder mit der induzierten Metrik versehen.) Geodiiten im R? sind
Geraden. Thre Bilder auf dem Zylinder sind Meridiane, Breitenkreise oder
Schraubenlinien.
Rechts: Auch der Kegel ist lokal isometrisch zu euklidischen Ebene - links
ist die Abwicklung des Kegels zu sehen. Hier konnen geodétische Schlaufen
entstehen, z.B. die blaue Geodéate im Bild. Ist der Winkel des abgerollten
Kegels, also der Winkel an der Spitze links im Bild, grofier als 180° gibt es
keine geodétischen Schlaufen mehr.

Definition I1.2.19. Sei ¢: M — M ein Diffeomorphismus. Dann heifit
Fix(¢):={p € M | ¢(p) = p}
Fizpunktmenge von ).

Lemma I1.2.20. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei i €
Isom(M,g). Sei p € Fiz(y) und X € T,M mit dyyp(X) = X. Dann verlauft die
Geoddtische c¢: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = X ganz in Fiz(y)).

Beweis. Da 1) eine Isometrie ist, ist ¢(t):=¢(c(t)) wieder eine Geodéatische. Wegen

&(0) = 1(c(0)) = ¥ (p) = p = ¢(0), &(0) = de()¥(¢(0)) = dp1h(X) = X = ¢(0) und der
Eindeutigkeit der Geodétische bei gleichen Anfangswerten muss ¢ = ¢ sein. O

Folgerung I1.2.21. Meridiane von Rotationsflichen sind Geoddtische, s. Abb. I1.5.
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Abb. IL.5.: Links: Sei E eine Ebene, die die Rotationsachse enthélt. Die Spiegelung f an
der Ebene F ist eine Isometrie der Rotationsfliche. Der Schnitt von E mit
der Rotationsfliache sind nur zwei Kurven, Meridiane, die damit automatisch
Geodaétische sein miissen.

Rechts: Paralleltransport ist wegabhéngig

11.3. Parallelverschiebung

Wir haben im letzten Abschnitt den Levi-Civita Zusammenhang eingefiihrt, in erster
Linie um Geodatische zu definieren und damit Geraden im R"™ als das Bild von Kurven
ohne Beschleunigung auf Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Wir werden jetzt sehen,
dass der Levi-Civita Zusammenhang auch dazu verwendet werden kann, um Vektoren in
verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit miteinander zu vergleichen bzw. zumindest
in Beziehung zu setzen. Das fiithrt auf das Konzept der Parallelverschiebung. Dies
wird oft ein wichtiges Hilfsmittel sein, z.B. wird sie vorkommen, wenn wir sehen, dass
auch Geodétische auch im Riemannschen (Lorentzschen) den (Lorentzschen) Abstand
zwischen Punkten realisieren.

Im R™ kann man mittels der Parallelverschiebung Vektoren an verschiedenen Punkten
vergleichen. Auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten soll das mit Hilfe des Levi-
Civita Zusammenhangs geschehen:

Definition I1.3.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢: I — M
eine reguldre glatte Kurve. Sei X ein glattes Vektorfeld langs I, d.h. X : I — T M mit
X (t) € TopyM. Das Vektorfeld X (t) heifit parallel lings c, falls VX (t) = 0*.

Bemerkung II.3.2. In lokalen Koordinaten haben wir X (t) = Xi(t)%

c(ty und damit

0 o 0 X7 9
J_Z —gxirk 4 —
aiiX ozJ EXT oxk te ozt OxI

o 9
Y k k
(1L6)

0=VeX(t)=V

ot

*Auch hier wieder wie bei Veé: ¢(t) und X (t) sind keine Vektorfelder auf M (oder auch nur in einer
Umgebung von c(tp)). Da die Kurve regulér ist, also ¢(¢) # 0 ist fiir alle ¢, ist ¢ € (¢o—€, to+€) = {c(t)}
fiir € klein genug ein Diffeomorphismus und ¢ und X kann nahe c(to) glatt erweitert werden.
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Beispiel I1.3.3. Sei (M,g) = (R", g = (.,.)) oder (R™, garinkowski = {--)1)- In
kartesischen Koordinaten gilt I‘fj = 0. Nach (I1.6) ist somit X(t) = Xi(t)% c(t)
parallel genau dann, wenn X(t) = 0 fiir alle 7 ist, also genau dann, wenn X konstant
ist. Paralleles Vektorfeld ist damit also eine Verallgemeinerung des Begriffes paralleler
Vektoren im R™.

Satz I1.3.4. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine
regulire glatte Kurve, wobei I = (a,b) mit a,b € R U {*oo} ist. Sei to € I. Zu
Xo € Too)M gibt es genaw ein paralleles Vektorfeld X lings ¢ mit X (to) = Xo.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Spur ¢(I) von ¢ in einer Karte
k: U — V enthalten ist. Nach (I.6) und da die a—zk in jedem Punkt eine Basis des
Tangentialraumes bilden, gilt V.X = 0 genau dann, wenn

XF = ¢ X0

Das ist ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
X', Somit existiert dafiir mit den Anfangswerten X*(ty) = X} eine eindeutige Losung.
Wegen der Linearitét ist diese Losung auf ganz I definiert.

Sei nun ¢(I) nicht in einer Karte enthalten. Idee — Zusammenkleben lokaler Losungen:
Waihle ay,as € R mit [a1,b1] C I. Sei a1 < as < ... < a, = by so gewdhlt, dass fur alle
i€ {l,...,n—1} die Spur von ¢ [ai,a:4.) 10 Jeweils einer Karte r;: U; — V; enthalten is.
Das ist immer moglich, da ¢([a1, a,]) kompakt ist. Sei tg € [a;, a;+1]. Dann haben wir
nach oben eine eindeutige Losung X fiir alle ¢ mit ¢(t) € U;. Damit erhalten wir X (a;)
bzw. X (a;+1). Der Anfangswert X (a;) liefert dann eine eindeutige Losung von X5 in
U;—1. Wegen der Eindeutigkeit von oben der Losung mit Anfangswert X (a;) im Punkt
c(a;) muss Xo = X auf U;_1 NU; sein. So erhdlt man induktiv eine eindeutige Losung
fiir [a1,b1]. Wahlt man nun eine Folge von a1, bzw. by mit a; — a und b; — b. Dann
erhalten wir eine Folge von Losungen X, die auf einem immer groferen Intervall [ay, b1 ]
definiert sind und auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich jeweils {ibereinstimmen.
Damit haben wir die Existenz und Eindeutigkeit von X auf ganz (a,b).

Xo

c(a:) c(aiv1)

Abb. I1.6.: Konstruktion des parallelen Vektorfeldes in den einzelnen Karten
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Definition I1.3.5. Sei ¢: I — M wie oben. Seien tg,t; € I. Die Abbildung
H§07t1 : Tc(tg)M — Tc(tl)M7 XO — X(tl),

wobei X (t) das parallele Vektorfeld langs ¢ mit X (tg) = Xy ist, heiBit Parallelverschie-
bung langs c.

Satz I1.3.6.

(a) |I§, +, ist eine lineare Abbildung.
(b) ||§0,t1 : (TC(tO)M, Ge(to)) — (Tc(tl)M, Ge(t,)) ist eine Isometrie.

() Ngots=M1%1 05 - ot

Beweis. a) Linearitét klar, da V linear

¢) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir parallele Vektorfelder.
b) Sei Xo, Yo € T (4,)(M). Seien X und Y die zugehérigen parallelen Vektorfelder lings
¢. Dann gilt (mit X = Xocund Y =Y oc

0t (X(0), Y (1)) = gty (X (e(0)), ¥ (e(4))

metrisch

= get) (VC-X, Y) + g(X', V.Y)=0
Also ist g(X,Y)(t):=g.u) (X(t), Y (t)) konstant und somit

Ge(t) (102 (X0)s [17,6, (Y0)) = Ge(e) (X (81), Y (£1)) = Ge(r) (X (F0), Y (20)) = ge(t0) (X0 Y0)-
O

Bemerkung I1.3.7. Die Parallelverschiebung stellt einen Zusammenhang zwischen
Tangentialrdumen an verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit her.

Entlang einer Geodéitischen ist ihr Tangentialvektorfeld immer parallel (Deshalb nennt
man Geodétische auch autoparallele Kurven). Fiir Paralleltransport entlang einer Geo-
détische folgt nach Satz I1.3.6, dass der Winkel zwischen dem parallelen Vektorfeld und
der Geodétischen immer konstant sein. Auflerdem darf sich die Lénge des Vektorfeldes
nicht dndern. Das bestimmt das parallele Vektorfeld im Falle von zweidimensionalen
Mannigfaltigkeiten schon eindeutig. Im Bild II.5 rechts sehen wir den Paralleltransport
entlang eines (stlickweise glatten) Weges der durch drei Grofikreisabschnitte (Grofikreise
sind Geodéaten) gebildet wird. An diesem Beispiel sehen wir, dass die Parallelverschie-
bung abhéngig von der Kurve ist, entlang derer verschoben wird! Spéter werden wir ein
Maf} kennenlernen, dass diese Abhéngigkeit im gewissen Sinne misst — die Kriimmung,.

Man kann aus der Parallelverschiebung auch die kovariante Ableitung wieder konstru-
ieren:

Satz I1.3.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine
requldre glatte Kurve, ty € I. Dann gilt
- IF s (X(#) — X(to)
(VeX)(ta) = Jim S
fir jedes glatte Vektorfeld X lings c.*
*Der Limes findet im Vektorraum T, M statt.
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Beweis. Sei eq(to), ..., en(to) eine Basis von Ti ;) M. Seien e (t),.. ., e,(t) die zugeho-
rigen parallelen Vektorfelder lings c¢. Nach Satz I1.3.6.b, folgt dass die e;(t) fiir jedes ¢
eine Basis von T,;)M bilden. Sei X (t) = X (t)e;(t). Dann gilt

VC'X = Vé(Xjej) = XJ Vc-ej +Xj€j = Xjej
~——
=0 da parallel

und mit Satz I11.3.6

15,00 (X (1)) = X7 () [I5 4, €5(t) = X7 (t)e;(to)-
Also ist

5.0 (X(@)) — X (o) _ X7(t)e;(to) — X7 (to)e;(to)
t—to t—to
XI(t) — X (to)

= Wfﬁj(fo) — X (to)e;(to) = (VeX)(to) fiirt —to. O

1.4. Geodatische als Spezialfall von
Bewegungsgleichungen zu einem Potential

Ein Teilchen mit Masse m werde durch ein Kraftfeld F': R® — R™ auf einer Kurve
c: I — R™ bewegt. Dann ist nach Newton F' = mé. Ein Teil dieser Kraft sei dafiir
verantwortlich, dass das Teilchen sich auf einer Untermannigfaltigkeit M bewegt, z.B.
gibt es Zwangskréfte die auf einen Mitfahrer in einem Karussel wirken, damit er auf
der Kreisbahn bleibt. Es sei also F' = F| + F5», wobei F nur dafiir verantwortlich sei,
das Teilchen auf M zu halten. Es gelte also Fy(p) L T, M fiir alle p € M.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle unsere auftretenden Kréfte in Fy
konservativ sind, d.h. es ist F' = —gradg. V fiir eine Funktion V: R” — R, die Potential
genannt wird (z.B. kommt die Gravitationskraft von einem Potential Vyo (2!, 2%, 23) =
mgz? mit g = 9,81ms~2).

Da wir wissen, dass das Teilchen sich nur auf M bewegt, ist die Bewegung mittels
mpry, | pé(s)(=mVee) = —pry, | ygradgaV (I1.7)
bestimmt.

Sei k: U C M — U’ C R™ eine Karte von M. Die Koordinaten auf U’ nennen wir ¢'.
s _ .. i oK1 .
Dann ist ¢(s) = k71 (¢g(s)) und damit ¢(s) = ¢ 3aqi (q(s)) = qza%i|c(s).

Das Potential sei in den Koordinaten als V(q) = V(x~'(g)) gegeben, also LA

aq°
(gradpnV, 8% ).
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Sei pry,  prgradg.V = Y a%j. Skalarprodukt mit 8%,3 liefert: (g—qu =)(gradg.V, %} =

b gj¢ und damit bj = gﬂg—‘z. Wir nennen gradgV::prTc(s) mgradg. V', den Gradienten

von V bzgl. g — fiir eine aﬁgemeine Definition von grad, auf abstrakten Mannigfaltig-
keiten s. UB 9.

Dann ist (II.7) in lokalen Koordinaten gegeben durch

4 0¢ 0 N )
55 = (54" +47)

i
Vet =4'q vf)‘zi oqi T4 ¢ O aq"
und damit haben wir
S a0 OV 0
- F] -7 -k — —_ je . II.
m(q + qu q )aq] g 8q@ 8q]7 ( 8)

Wir wollen nun diese Gleichung mittels Energien schreiben. Dazu betrachten wir die

kinetische Energie T' des Teilchens als Funktion von ¢ und g¢:
T(a(s), 4(s)) = 5 (e(s), éls)) = 5 9i3(a(s))d"(5)d (5))-

Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden die Zeitabhéingigkeit/Argumente
nicht mehr explizit hin. Dann haben wir

oT m i
W = Egij,fq q
oT i
87(% = mge;q

d oT

ds 0t mge;id' ¢ + mgei .
Wir definieren die Lagrangefunktion L(q,q):=T(q, ) — V(q) und erhalten

doL oL _dor ot ov
ds9¢' 9q'  dsoq®  9q'  Oq°
m

=mgek.i4'q" + mge;§’ — 5

Gtk + al
Gik,eq q aqe

P 9V
=mg; (q] + §g”q’qk(gir,k + Greri — gik,r)) + gejg”aqr

g i OV

=0 nach (I1.8)
Wir haben also nachgerechnet, dass (I1.8) gleich der Lagrangegleichung

d OL _ oL

Ly Y -1
ds 9¢t  9q¢t ¢

See,Mm (11.9)
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ist. Insbesondere haben wir gesehen, dass man beim Ausrechnen der Lagrangegleichung
implizit die Christoffelsymbole mit ausrechnet. Des Weiteren erhélt man (fiir V=0
und m = 1) die Gleichung V:¢ = 0 (also die Geodétengleichung).

Beispiel II1.4.1. Wir betrachten wieder R? in Polarkoordinaten (r,¢), also g;; =
diag(1,72?), und V = 0, m = 1. Dann sind die Lagrangegleichungen (also hier die
Geodétengleichung)

d oL oL d, 5.
d oL oL

d . ‘9
ds Or  Or s ré
Aus der ersten Gleichung folgt direkt, dass r2¢ entlang Geoditischer der R? konstant
ist. Das entspricht der Drehimpulserhaltung (bzgl. der Drehung um den Ursprung), der
als der Rotationssymmetrie der Metrik folgt. Allgemein sieht man also:

Ist L(q*,¢") nicht explizit von ¢/ abhingig, dann ist % entlang der Losungskurven
konstant, also eine Erhaltungsgrdfse.

Rechnen wir auch noch die Zeitableitungen aus, erhalten wir die Geodatengleichung in
Polarkoordinaten:

¢ +2r~trg =0
7 — rgf)z =0.

Weil das die Geodétengleichung ist, kann man daraus nun direkt die Christoffelsymbole
ablesen, die wir direkt schon in Beispiel I1.2.10 ausgerechnet hatten. Z.B. Fﬁ o= e =0

und Ffd) = r~! aus der ersten Gleichung.

Als néchsten wollen wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ableiten. Das werden
im Gegensatz zur Lagrangegleichung erste Ordnung Differentialgleichungen sein, die
jedoch dquivalent zu den Lagrangegleichungen sind.

Dazu fiihren wir Hilfsvariablen ein - die verallgemeinerten Impulse: pi:% = mg;;¢’.

Dann ist ¢ = % ¢’*p; und wir betrachten nun die kinetische Energie in Abhéngigkeit
von ¢* und p;, statt bisher von ¢ und §*: T(q,p) = T(q,q(p)). Wir definieren die

Hamiltonfunktion H(q,p) = T(q,p) + V(q).
Dann kann man nachrechnen, dass die Lagrangegleichung (I1.9) dquivalent zu den

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. _3H
b= =5
. OH
i — L1
= (I1.10)
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einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung, ist. Im Falle von Geodéati-
schen, also V¢ = 0, nennt man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen geoddtischen
Fluss.

Die Lagrangegleichungen sind gut, wenn man direkt die Bewegungsgleichungen aus-
rechnen will. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind etwas besser, wenn man
ErhaltungsgroBen, vgl. z.B. UA 27, studieren will. Insbesondere ist H selbst eine
Erhaltungsgrofe, da H(q'(s), pi(s)) wegen

dH _OH , OH. _ ... ..
B~ agl top = Rl =

konstant in ¢ ist.

Bei Geodétischen, also V' = 0, ist die Erhaltung von H einfach, die Aussage, dass
Geodétische proportional zur Bogenlédnge parametrisiert sind, s. Lemma I1.2.12.

Zu Beispiel 11.4.1: Wegen V = 0ist L =T = H und damit p, =7 und py = r2q5. Dann
ist )
Lo, Do
H(T’,gf),pr,p¢) = ipr + 27742
und die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten
2
. Py R R
DPr = _7'737 r _p7‘7p¢ - Oad) - T72
Auch hier sieht man wieder, dass py = r2¢ = ¢1 konstant ist. Zusammen mit H = ¢,
konstant reicht das, um zu schlielen, dass
2

. c
r2+—é202
T

gilt. Die Konstanten ¢; ergeben sich aus den Anfangswerten, und man muss zur
Berechnung der Geodétischen nur noch eine gewohnliche Differentialgleichung erster
Ordnung 16sen. I.A. ist eine Reduktion auf nur eine Differentialgleichung so nicht méglich.
Hat das betrachtete System geniigend Symmetrien und damit genug Erhaltungsgréfien,
dann geht das so (vgl. auch die Theorie der Integrablen Systeme).

Bemerkung I1.4.2. Was sind die p; fiir Objekte? Wegen p; = mgijqj7 ist p; die i-te
Komponente der linearen Abbildung v € Ty ()M +— ge(s)(¢(s),v), also eines Elementes
des Kotangentialraumes Tj(s)M . Hétte man direkt auch daran sehen kénnen, dass der

Index bei p; unten steht und damit zu p;dz’ gehort.

11.5. Das Variationsproblem zu den
Bewegungsgleichungen

Definition I1.5.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei V': M — R,
m € R. Sei ¢: [a,b] — M eine glatte Kurve. Dann heifit

b m [ b
S(c)::/ L(c(s), ¢(s))ds = 5/ gc(s)(c'(s),c'(s))ds—/ Ve(s))ds
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Wirkungsfunktional. Ist m = 1, V = 0, dann heifit E(c):=S5(c) Energie von c.

Wir werden sehen, dass die kritischen Punkte des Wirkungsfunktionals genau die
Losungen der Lagrangegleichung sind — insbesondere also Geodatische kritische Punkte
des Energiefunktionals sind. Doch zuvor brauchen wir noch einige Vorarbeiten:

Definition II.5.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit, sei c: [a,b] — M eine glatte Kurve.
Eine Variation von c ist eine glatte Abbildung

c: (—€¢€) X [a, b)) = M

mit ¢(0, s) = ¢(s) fur alle s € [a,b]. Gilt c(u,a) = ¢(a) und c(u,b) = ¢(b) fiir alle u €
(—e€,€), so heiBt c(u, s) Variation mit festen Endpunkten. Man schreibt oft ¢, (s):=c(u, ).

Das Vektorfeld X(s)::%(o, s) entlang c(s) heifit Variationsvektorfeld, vgl. Abb. I1.7.

Fiir das Variationsvektorfeld X einer Variation mit festen Endpunkten gilt X (a) =
X(b) =0.

Gradient einer Funktion f: M — R bzgl. einer Metrik g: Sei f € C*°(M). Da g
nichtentartet ist, gibt es genau ein Z € X(M) mit g(Z, X) = df (X) fiir alle X € X(M).
Dieses Vektorfeld heiBt Gradient grad, f von f bzgl. g. Es ist in lokalen Koordinaten
zu einer Karte k: U C M — V C R™:

N A(for1 ) . O0f 0
(grad, f)(p € U) = gw(,{(p))%(n(p))axi lp kurz: grad, f = g" &Efi owd

Satz I1.5.3 (Erste Variation der Energie). Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannig-
faltigkeit, sei c: [a,b] — M eine glatte Kurve, sei c: (—¢,€) X [a,b] — M eine Variation
dieser Kurve (c,(s) = c(u,s)). Sei X das zugehorige Variationsvektorfeld. Dann gilt

b
%|u:05(cu) __ / Ges) (X (5), mVsé(s) + grad, V (c(s))) ds

+ ge(v) (X (b), mé()) — ge(a)(X (@), mé(a)).

Beweis. Es ist S(c,) = mE(c,) — fab V(cu(s))ds. Wir berechnen die Ableitungen der
einzelnen Summanden einzeln (wir lassen der Einfachheit halber bei g,(.,.) den Punkt
p beim Schreiben weg):

Nach Kettenregel ist

b

b b
b [ Vieods = [ do VX = [ o(X(6), 10,V (e(s)) s

Weiterhin haben wir
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2 du 0Os
b Oc Oc ) [° Oc dc
_/a g<v§'535(0’8)’35(078)>d8 = /a g(Vgg%(O,s),as(Qs))ds

-/ " (VX (5),é(5))ds = / b | X(6,206)) = 9(X(0), Vi) ds

d d, 1 /[ _ 1 ("d de de
dehioe) =gelung [ oo entoNds = 5 [ oo 5o tw e, G )

b
—g(X(s), &(s)|} / (X (5), Vai(s))ds.

Hierbei folgt (%) aus der lokalen Rechnung

b (9 0o ) 0
5 0u  \9sou  0Os Ou V) dxk

und dieser Ausdruck wegen Torsionsfreiheit (~» I‘fj = I‘?Z-) symmetrisch in s und ¢ ist.
O

Fiir eine Variation ldngs ¢ mit festen Endpunkten ist das Variationsvektorfeld an diesen
Endpunkten gleich Null. Das néchste Lemma zeigt, dass jedes Vektorfeld langs ¢ durch
eine solche Variation entsteht:

Lemma I1.5.4. Seic: [a,b] = M eine glatte Kurve, sei X ein glattes Vektorfeld lings c.
Dann ezistiert eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld X . Falls X(a) = X(b) =0
ist, so kann die Variation mit festen Endpunkten gewdhlt werden.

Beweis. Wir beweisen als erstes den Spezialfall, dass der Support von X in einer
Karte k: U — V enthalten ist, also ¢(s) € U sobald X (s) # 0 ist. Wir definieren, vgl.
Abbildung 11.7,

)

e(u, 5)i= {nl (k(c(s)) + udesyk(X(s))) c(s) €U
' c(s) c(s) ¢U

Y(u, s):=y(s) + ud(s) (X (s))

Abb. I1.7.: Konstruktion der Variation in der Karte
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Es ist ¢(0, s) = ¢(s). Weiterhin gilt

Oc -

%(Ov 5) = dH(C(S))K’ ! (dc(s)H(X(S))) = X(S)

Fiir den allgemeinen Fall iiberdecken wir c[a, b] mittels endlich vieler Karten ;: U; — V;
und einer zugehorigen untergeordneten Zerlegung der Eins p;. Wir setzen X;:=p; X,
also X =), X;. Fiir i = 1 machen wir die Konstruktion von oben und erhalten eine
Variation ¢q(u, s) von ¢(s) mit Variationsvektorfeld X;. Fiir ¢ = 2 setzen wir nun

ca(u, 8):= {“2_1 (ra(cr(u, 8)) + ude, (u,sk2(X2(s)))  c1(u,s) € Uz
2\U, s): Cl(u7 5) 01(U7 5) € U

Wegen ¢2(0,s) = ¢1(0,s) = ¢(s) und

0 0
T20.5) = dgeops” (drcora G 0.9)) oy ra(Xals)) = Xa(s) + Xa(o

ist ca(u, s) eine Variation von c¢(s) mit Variationsvektorfeld X7 + X5. Fiir ¢ > 2 fahren
wir Karte fiir Karte so fort und erhalten nach endlichen vielen Schritten eine Variation
c(u, s) von c(s) mit Variationsfeld X. O

Folgerung I1.5.5. Sei ¢ eine glatte Kurve c: [a,b] — M. Dann ist ¢ genau dann ein
kritischer Punkt des Energiefunktionals, d.h.

d
2B —
du‘U70 (Cu) 0

fiir alle Variationen c,, von ¢ mit festen Endpunkten, wenn c eine Geoddtische fiir alle
s € [a,b] ist.

Beweis. Ist c eine Geodétische, dann folgt %|u:0E (cy) = 0 fiir alle Variationen ¢, von
¢ mit festen Endpunkten aus der ersten Variation des Energiefunktionals aus Satz 11.5.3.

Sei nun umgekehrt fir alle Variationen ¢, von ¢ mit festen Endpunkten % lu=0E(cy) = 0.
Nach letztem Lemma ist damit

b
/ 9(X(s8),Vee)ds =0

fiir alle Vektorfelder X entlang ¢ mit X (a) = 0 und X (b) = 0. Das daraus V:¢ = 0
folgt entspricht der Aussage des fundamentalem Lemma der Variationsrechnung, was
man aus dem R™ kennt — der Beweis ist hier ganz analog:

Wir nehmen an, dass ein sy € (a,b) mit Veé(sg) # 0 existiert. Dann existiert ein
Xo € Tosp)M mit g(Xo,Veé(so)) > 0. Sei X ein glattes Vektorfeld lings ¢ mit
X(so) = Xo. Wegen Stetigkeit von s — g(X(s), Vec(s)) gibt es ein € > 0, so dass
g(X(s),Veé(s)) > 0 fur alle s € (sg —¢,s0 +€) C (a,b) gilt. Wir wihlen eine glatte
Funktion p: [a,b] — R mit p(s) > 0 fir alle s € (sg — €, 50 + ¢) und p(s) = 0 (Man
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nennt p Abschneidefunktion.). Sei Y (s):=p(s) X (s). Nach dem letzten Lemma gibt es

eine Variation c(u, s) von ¢ mit festen Endpunkten und dem Variationsvektorfeld Y.

Dann gilt

b
o) = = [ (V). Vatls)) ds <o

Das ist ein Widerspruch, also gilt V:¢(s) = 0 auf (a,b) und wegen Stetigkeit auf ganz
[a,b]. O

Analog wie die letzte Folgerung erhélt man fiir das Wirkungsfunktional:

Folgerung I1.5.6. (Hamiltonsches Wirkungsprinzip) Sei ¢ eine glatte Kurve c: [a,b] —
M. Dann ist ¢ ein kritischer Punkt des Wirkungsfunktionals, d.h.

d
%|u:05(cu) =0

fur alle Variationen c, von ¢ mit festen Endpunkten, genau dann wenn c eine Lésung
der zugehdrige Lagrangegleichung mV.c = —grad,V ist.

Bemerkung I1.5.7. Man kann die obige Variation auch direkt fiir fab L(q(s),q(s))ds
fiir allgemeine L ausrechnen (Hier ist ¢(s) wieder ¢(s) in lokalen Koordinaten) und
man erhilt ganz analog fiir Variationen mit festen Endpunkten

d b d 8L 0L
—._ = _ = ) x¢

und damit wieder die Lagrangegleichungen. Sie sind also die Euler-Lagrangegleichungen
des Wirkungsfunktionals (in lokalen Koordinaten).

Bemerkung I1.5.8. Ist g Riemannsch, dann folgt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung
ist

L) = ( / b\/gds)(c'(s»e(s))ds) < [as [ ateto) s = 0 a2t

Ist g Lorentzsch, dann gilt ganz analog fiir kausale Kurven 7(c)? < 2(b — a)E(c).

Gleichheit gilt genau dann, wenn g¢(¢, ¢) konstant, also ¢ proportional zur Bogenldnge
parametrisiert ist.

Insbesondere hidngt die Energie einer Kurve - im Gegensatz zur Lénge - von der
Parametrisierung ab.

Folgerung I1.5.9. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, [a,b] C R und
p,q € M. Eine Kurve c: [a,b] — M minimiert genau dann die Energie unter allen
stickweise glatten Kurven, die p = c(a) und ¢ = ¢(b) verbinden, wenn c¢ die Linge
minimiert und proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist.
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Beweis. Sei ¢ eine Kurve mit p = ¢/(a) und ¢ = ¢/(b), die die Linge minimiert und
proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist. Dann ist 2(b — a)E(c') = L(c')? =
min L(c)? < 2(b — a)min E(c) und ¢/ minimiert auch die Energie.

Sei ¢ eine Kurve mit p = ¢/(a) und ¢ = ¢/(b), die die Energie minimiert. Sei ¢ eine
Umparametrisierung von ¢/, so dass ¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist. Dann ist
2(b—a)E(¢) = L(¢)? = L(c')? < 2(b—a)E(c'). Also muss Gleichheit gelten und ¢’ schon
proportional zur Bogenlinge parametrisiert sein. Weiterhin ist L(c/)? = 2(b—a)E(c') <
2(b — a)min {E(c) | ¢ nach Bogenlinge parametrisiert } = min L(c)2. Also minimiert
¢ auch die Lange. N

Folgerung I1.5.10. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jede kiirzeste
Kurve von p nach q ist eine Geoddte und, wenn sie proportional nach Bogenlinge
parametrisiert, ist eine Geoddtische.

Bemerkung 11.5.11. Nicht jede Geodétische ist Kiirzeste! Z.B. die Grofikreise auf
der S™.

Beispiel I1.5.12. Das Fermatsche Prinzip (nach Pierre de Fermat) besagt, dass Licht
in einem Medium zwischen zwei Punkten Wege nimmt, auf denen seine Laufzeit bzgl.
Variationen des Weges extremal ist, vgl. auch UA 28.

Die Laufzeit des Lichtes bestimmt sich im Prinzip aus der Lange der Kurve ¢: [a,b] —
R3, parametrisiert nach Bogenléinge bzgl. g, auf der sich das Licht bewegt, allerdings ist
zu beachten, dass sich je nach Medium (Luft, Wasser, Glas, etc.) die Lichtgeschwindigkeit
mit dem Brechungsindex n dndert: Laufzeit = f; n(c(t))dt, wobei n: R?® — (0,00) der
ortsabhéngige Brechungsindex ist. Fir n = 1 (z.B. Luft) ist das genau die Léange
der Kurve im Euklidischen Raum, ansonsten konnen wir es trotzdem als Lange der
Kurve ¢ bzgl. der konformen Metrik g = n?gp betrachten, denn dann ist L,(c) =
[P /g(é,eydt = [ n(c(t))dt.

Im Allgemeinen: Licht bewegt sich auf lichtartigen Geodéten in einer Lorentzmannig-
faltigkeit (M, h), wobei eine Kurve c: I — M lichtartig heilt, falls heq (¢(t), é(t)) =0
fiir alle ¢ ist. Lokal sieht unsere Universum (unsere Lorentzmannigfaltigkeit) in guter
Niherung aus, wie ein Produkt R? x R mit Metrik g — (dt)?. Befinden wir uns in Luft
ist ¢ = gg, in Medien mit anderem Brechungsindex ¢ = n?gg.

In unserer Sprache heifit das, dass die Spur des Lichtes eine Geodéte ist fiir die Metrik
g = NgE-
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(2) = a — bz?

N n = 1 (Luft) Te

. n = 1,33 (Wasser) x

Abb. I1.8.: Links: Extremale Weglidnge zwischen A und B in zwei unterschiedlichen
Medien — vergleiche Snells Gesetz*. Hier ist n nicht glatt, sondern hat einen
Sprung. Strenggenommen fillt es somit nicht unter unsere Voraussetzungen,
da wir hier der Einfachheit immer mit glatten Metriken arbeiten. Aber
man sieht hier ganz schon, dass dafiir die Formulierung tiber das Variati-
onsproblem sehr gut ist, da dort die integrale noch immer Sinn ergeben.
Rechts: Das blaue Rechteck soll eine Gradientenlinsefdarstellen, d.h. in
diesem Bereich ist der Brechungsindex ortsabhingig — hier n(z) = a — bz2.
Sei ¢, ein Lichtstrahl, der sich achsenparallel auf die Linse zu bewegt und
diese in (0, s) erreicht. Dann wird dieses in der Linse zur Achse hin abgelenkt
und nach Austritt aus der Linse erreicht es die z-Achse in x;. Dann gilt
x5 = const+O0(s?), vgl. UA 29/30. D.h. achsenparallele Strahlen fokussieren
in einem Punkt.

Fiir Lorentzmannigfaltigkeiten erhalten wir ein analoges Resultat:

Folgerung I1.5.13. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Jede lingste zeitartige
Kurve von p nach q ist eine Geoddte und wenn sie proportional nach Bogenlinge
parametrisiert ist eine Geoddtische.

11.6. Kriimmung

Wir wollen als néchstes einen Kriimmungsbegriff fiir semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keiten definieren:

Definition II.6.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Abbildung
R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M) mit

()(7 Y, Z) — R(X, Y)Z:ZVXVyZ —VyVxZ— vayfvxyZ

heifit Riemannscher Krimmungstensor von (M, g).

*https://de.wikipedia.org/wiki/Snelliussches_Brechungsgesetz
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_optics
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Satz I1.6.2. Fiir f1, fo, fs € C°(M), X,Y, Z € X(M) gilt

(i) (tensoriell in den drei Komponenten) R(f1X, f2Y)(fsZ) = fifofsR(X,Y)Z.

(i) (Symmetrien) R(X,X)Z =0 und g(R(X,Y)Z,Z) =0 und g(R(X,Y)Z,W) =
9(R(Z,W)X,Y)

(1it) (Bianchi-Identitit) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
Beweis. Durch Nachrechnen. O
Man sagt R ist ein (1,3)-Tensor.*

Bemerkung I1.6.3. (i) Damit R tensoriell in den drei Komponenten ist, braucht
man den Vy,y-v,vyZ in der Definition.

(ii) Aus der Symmetrie R(X, X)Z = 0 und tensoriell in den drei Komponenten folgt
fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten sofort, dass R = 0 ist.

(iii) Fir den euklidischen Raum und den Minkowskiraum gilt R = 0. Mannigfaltigkei-
ten mit R = 0 werden flach genannt.

(iv) Aus tensoriell in den drei Komponenten folgt, dass R fiir jeden Punkt p € M eine

Abbildung
Ry: TyM x TyM x T,M — T,M
definiert.
(v) In einer Karte k: U — V von M um p gilt wegen VL% =V_o a(Z-i:
dx? ErY
o 0 0 9 o
R (g ) =V Vit Vi Vit
oré,  ort 5
= Ik ik 4 4 7
_( ox? _%—’—Fim ;rllc_rjm zlé)axz (H.ll)
=R,
Wir setzen

g 0 g 0
Rijri=g <R <ax ax> P mz) '

Dann ist R;jr = Rfjkg,.l und wegen der Symmetrien gilt

Rijii = — Ry = —Rijik = Rk

*Ein (n, m)-Tensor ist eine multilineare Abbildung T: X(M) X ... x X(M) — X(M) X ... x X(M),

m—mal n—mal
die tensoriell (=C°°(M)-linear) in den m Komponenten ist.
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Lemma 11.6.4. Sei f: M — N eine lokale Isometrie zwischen semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h). Sei R bzw. R der Riemannsche Krimmungstensor
auf (M, g) bzw. (N, h). Dann gilt fir X,Y,Z € X(M)

fR(X,Y)Z = R(f.X, f.Y)f.Z.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors und
Ubungsaufgabe 20. O

Folgerung I11.6.5. Fiir den Zylinder oder Kegel im R3 mit induzierter Metrik und fir
den flachen Torus (= R?/Z?) gilt R = 0.

Folgerung I1.6.6. Weder die Sphdre S™ noch der hyperbolische Raum H", jeweils mit
induzierter Metrik, sind lokal isometrisch zum euklidischen Raum.

Was misst R nicht? Das letzte Lemma veranschaulicht noch mal, dass die Riemann-
sche Kriimmung eine intrinsische Grofle, also (im Fall von Untermannigfaltigkeiten)
nicht von der Einbettung in den umliegenden Raum abhangt. Das ist eigentlich schon
vorher klar, da R nur aus den Metrik berechnet wird, allerdings steht das im Gegensatz
dazu, was allgemeinsprachlich als Kriimmung bezeichnet wird. Der Zylinder im R® hat
wie oben gesehen keine Riemannsche Kriimmung. Kriimmung im umliegenden Raum
wird mittels der zweiten Fundamentalform beschrieben:

Bemerkung I1.6.7. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Sei V bzw. R der
zur induzierten Metrik gehorige Levi-Civita Zusammenhang bzw. Riemannsche Kriim-
mungstensor. Sei IT die zweite Fundamentalform, also I1(X,Y):=DxY — VxY fur
alle XY € X(M). Dann erhdlt man durch direktes Nachrechnen, dass fiir alle
XY, Z, W e X(M)

(ROX.Y)W, Z) = (II(X, 2), 1LY, W)} = (I1(Y. Z), II(X,W))
gilt.

Insbesondere ist fiir M? C R® mit 11(52:, 52) =: hi;jv mit v ein (lokales) Einheitsnor-
malenvektorfeld

Rijit = hathjx — hjihi.
In Dimension 2 kann wegen der Symmetrien nur Ris10 = —Ra112 = —Ri1201 = Rao101
nicht Null sein. Also ist

Ri921 = hithoy — highia = det hy;.
Der Ausdruck

Ri221 _ det h;; _.
911922 — g1z detgij
heift GauBlkriimmung. Die Definition von K als jiz Z] hangt von der ersten und zweiten
ij

Fundamentalform ab und sieht nicht wirklich so aus, als ob das eine intrinsische Grofie
wére, so wie die erste Gleichheit von oben zeigt. Deshalb hat Gaufl diese Einsicht
Theorema egregium (’hervorragend wichtigen Lehrsatz’) genannt.
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Interpretation von R, Nach Satz I1.3.8 kann man VxY als Grenzwert des Parallel-
transports verstehen, siehe Appendix A fiir die zugehorigen Rechnungen.

Abb. I11.9.: Betrachtet man ein ’infinitesimal kleines’ Parallelogramm mit den Seiten-
vektoren u und v und bewegt w mittels Paralleltransport einmal links und
einmal rechts herum, dann entstehen im allgemeinen zwei verschiedene
Vektoren ’in der rechten oberen Ecke’. Deren Differenz durch Flache des Par-

allogramms ergibt im Limes Parallelogramm— p den Vektor #’viw).
9lspan(u,ov

Vorl. 18 - 14.12. Definition I1.6.8. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.

(i) Sei m > 1. Fir jeden zweidimensionalen nichtentarteten Untervektorraum E C
T, M (nichtentartet heifit, dass g,(.,.)|gxg: E x E — R nicht-entartet ist.*) mit
Basis (v, w) ist die Schnittkrimmung definiert als

9(R(v, w)w, v)

g9(v,v)g(w, w) — g(v,w)?

secp(E) = eR

(ii) Die Ricci-Krimmung auf T,M ist als die bilineare symmetrische Abbildung
Ric,: T,M x T,M — R,
mit
. 0 0 . 0 0
Ric, (Wlp’ asz> =Ric;;(p) = Spur, (R (., W|p> @b: T,M — TpM>
:Rllzij (p) €R

definiert
(vgl. Appendix fiir die Definition der Spur)
Bemerkung I1.6.9. Die Schnittkriimmung ist unabhéngig von der Basiswahl v, w €
V M und damit wohldefiniert: Sei A = (CCL Z) € GL(E). Dann ist (0 = av + bw,w =

cv + dw) eine Basis von E und wir haben

*Bs ist g(v,v)g(w,w) — g(v,w)? = det glspanfv,wy- Falls g = (,,.) ist, ist det g|span{v,w) das
Quadrat des Flacheninhalts des durch die Vektoren v und w aufgespannten Parallelogramms.
*Das ist automatisch erfiillt, wenn g Riemannsch ist.
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9(R(0, w)w, ) =g(R(av 4+ bw, cv + dw)cv 4+ dw, av + bw)
=(ad — bc)g(R(v,w)cv + dw, av 4 bw)
=(ad — be)*g(R(v, w)w,v) = (det A)*g(R(v, w)w, v)
sowie
g(A’U, Av)g(Aw, AUJ) - g(AUa A’UJ)Q =det g|span{f),ﬁ)} = (det A)2 det g|span{v,w}
=(det A)*(g(v, v)g(w, w) — g(v,w)?).
Die Menge aller Schnittkriimmungen in einem Punkt p € M bestimmen den Riemann-
schen Kriimmungstensor in dem Punkt eindeutig: Da R linear in allen Komponenten ist,
kann man dies durch geeignete Polarisierung nachrechnen, also sec,(span{v +w, u+ z})

nachrechnen. Ahnlich wie man nachrechnet, dass eine symmetrische Bilinearform
b: V x V — R eindeutig bestimmt sind, wenn man alle b(v,v) fiir v € V kennt.

Héngt die Schnittkriimmung nur von p und nicht von der Wahl £ C T,,M ab, schreibt
man sec(p) = sec,(E), (in Dimension 2 ist das immer so, da T, M zweidimensional ist),
dann gilt

9p(Rp (v, w)z,u) = sec(p) (gp(w, 2)gp(v, u) — gp(v, 2)gp(w, u)) .

Bemerkung I1.6.10. Da Ric,: T,M x T,M — R bilinear und symmetrisch und
9p: TpyM x<T,M — R bilinear, symmetrisch und nichtentartet ist, existiert Ric,: T,M —
T, M als der durch Ricp(v w) = gp(Ric,(v), w) eindeutig bestimmte Endomorphismus

Sei Ric( éW) > Ric! -2 5.7+ Wir haben dann

Ric;; = ¢ <RIC<68 ) 8a]> = Ricfgkj,
also Ric! = Ric,g*
Definition I1.6.11. Die Skalarkrimmung auf M ist die Funktion scal: M — R mit
scal(p) = Spur(Ric,(.)) = Ricj(p) = Rici;(p)g” (p) € R.

Beispiel I1.6.12. Fiir R™ mit euklidischer oder Minkowskimetrik in Standardkoordi-
naten ist Fk = 0 und damit Rfj . =0, also R = 0. Mannigfaltigkeiten mit R = 0 heiflen
flach.
Fir S™ mit induzierter Metrik gilt sec,(E) =1 fiir alle p € M und Ebenen E C T, M.
Fir H” mit induzierter Metrik gilt sec,(E) = —1 fiir alle p € M und Ebenen E C T,,M.
Ist die Schnittkriitmmung in einem Punkt p konstant, dann gilt in diesem Punkt
sec,(E) =sec(p) =: ¢
= Rici; =Rpijig"™ = clgngij — grjga)g™ = c(m —1)gi;
= Ricg =Ricipg™ = c(m — 1)gipg™ = c(m — 1)6{

= scal, =Ric! = m(m — 1)c.
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Da nach Lemma I1.6.4 sich der Riemannsche Kriimmungstensor gut unter lokalen
Isometrien verhélt, stimmt dies auch fiir die auch fiir die abgeleiteten Kriitmmungsgrofien.
Damit folgt aus dem letzten Beispiel:

Folgerung I1.6.13. Weder die Sphdre S™ noch der hyperbolische Raum H"™, jeweils
mit induzierter Metrik, sind lokal isometrisch zum euklidischen Raum.

Bemerkung II1.6.14. Interpretation von Ric und scal (hier ohne Beweis);

(i) Die Skalarkriimmung in einem Punkt p € M™ vergleicht das Volumen kleiner
Bélle in M um p (gemessen bzgl. g) mit dem Volumen von Béllen im R™ (gemessen
bzgl. gg) mit gleichem Radius:

scaly,

voly (B(p) € M) = voly(B(p) € M) (1 - et 0(64)> :

(ii) Die Ricci-Kriimmung tritt dhnlich als Term zweiter Ordnung in der Taylorentwick-
lung der Volumenform auf (bzw. Ric(v) misst, wie sich das Volumen in Richtung
von v andert).

1.7. Die Exponentialabbildung

Wir wollen in diesem Abschnitt um einen Punkt p einer semi-Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) Koordinaten konstruieren, die an Polarkoordinaten der Ebene bzw.
sphérischen Koordinaten im R™ orientiert sind. Insbesondere wollen wir, dass eine
Koordinate dem Abstand zu p entspricht.

Nach Folgerung 11.5.10 wissen wir, dass der Abstand durch eine Geodétische dargestellt
wird. Deshalb wollen wir zuerst eine Abbildung definieren, die radialen Geodétische
benutzt.

Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Fur v € T,M bezeichnen
wir mit ¢, die eindeutig bestimmte Geodéte mit ¢,(0) = p und ¢,(0) = v. Dann gilt
Cav(8) = cy(as) fir a € R: Da ¢4y (0) = ¢,(0) = p und ¢4, (0) = aé,(0) = aw ist, reicht
es zu zeigen, dass ¢:=c,, wieder eine Geodétische ist:

Vé(s)é(s) = Vae, (as)@ly(as) = oz2(Vév ép)(as) = 0.

Definition I1.7.1. Die Ezponentialabbildung exp,: D, C T,M — M ist definiert als
exp,(v) =c,(1), wobei Dp:={v € T, M |1 ist im maximalen Definitionsbereich von ¢, }.

Bemerkung I1.7.2.

(i) exp,(0) = p
(ii) exp,(sv) = csp(1) = cy(s). Damit ist D), sternférmig beziiglich 0 € T, M.
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iii) Das Differential dg exp,,: To D, = ToT,M — T, M ist gegeben durch den kanoni-
p p p P geg
schen Isomorphismus ®g: ToT,M — T,M, [s +— sv]g +—> v: , Sei v € T, M. Dann
ist <I>alv € ToT, M, und wir haben

_ d d d
do exp,, (P L) = dy exp,, (ds|s_0(sv)> = £|S:0 exp, (tv) = £|Szocy(s) = .

(iv) Die Exponentialabbildung ist glatt. Das folgt aus der glatten Abhéngigkeit der
Loésung der Geodétengleichung von den Anfangswerten.

Folgerung I1.7.3. Zup € M™ existiert eine offene Umgebung V, C D, C T, M von
0, so dass exp,: V, — exp,(V,) =: U, ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Folgt aus der letzten Bemerkung und dem Umkehrsatz 1.3.30. O

Nun wollen wir mit Hilfe der Exponentialabbildung ’gute’ Koordinaten in der Umgebung
von p wéhlen. Dazu miissen wir nur noch V, mit einer Teilmenge von R™ identifizieren.
Dazu wéhlen wir ein Orthonormalsystem ey, . .., ey, von (T, M, gp), also gp(e;, e5) = €055
mit ¢; = £1. Sei A: R™ — T,M definiert durch (v',...,v™) — v'e;. Dann ist A ein
linearer Isomorphismus und wir erhalten damit eine Karte x:=(exp, 0A4)~".

Definition IL7.4. Die mittels s:=(exp, 0A)~': U, = V;:=A"1(V,) C R™ erhaltenen
Koordinaten um p nennt man geoddtische Normalkoordinaten.

T,M

Abb. 11.10.: Die Exponentialabbildung bildet Geraden durch 0 € T, M auf Geodéten
durch p ab. Geodétische Normalkoordinaten sind bis auf die Wahl eines
Koordinatensystems fiir 7, M, also unser A, durch (expp)_1 gegeben.

Satz I1.7.5. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien
gij: Vp = R und I‘fj: Vo — R die zu den geoddtischen Normalkoordinaten x um p
zugehorigen Metrikkoeffizienten bzw. Christoffelsymbole. Dann gilt

k(p) =0, gi;(0) = €i5ij,r§j(0) =0.

Beweis. k(p) = 0 ist klar und g¢,;(0) = ¢;0;; folgt direkt aus Bemerkung I1.7.2.iii. Sei
v = (v',...,v™) € R™. Die Kurve ¢(s) = exp,(sAv) ist Geodatische mit ¢(0) = p
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und ¢(0) = Av. Fir diese Geodétische lautet die Geodétengleichung in geodétischen
Normalkoordinaten: 4 ‘
0= a’ék(s) + I‘fj (z(s))z*(s)z’ (s)

mit 2 (s) = k¥ (c(s)) = sv*. Also gilt fiir s = 0
B k o
0=0+T3;(0)v"v’
fir alle v € R™. Daraus folgt Fi-“j (0) = 0 fur alle ¢, 7, k. O

Folgerung I1.7.6. In geodditischen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung
der Metrikkoeffizienten g;;: Vp = R um 0

gii () = €idij + O(|zf?).

Beweis.

09i;
gij(x) = gi;(0) + xka—mé(O) +O(|z|?)
€:6ij +2%9:;,6(0) + O(|z|?)
Bew. v. Satz I1.2.
2S5 + M (0(0)91(0) + T (0)ga (0)) + O(|?)

eidij + O(|z]?) -

Satz 11.7.5

Satz 11.7.5

Satz I1.7.7. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. In geoddtischen
Normalkoordinaten gilt

1 ,
9ij (%) = €65 + ng‘kﬂ(O)xkﬂ?l +O(|z*).

Beweis. Bis zur ersten Ordnung haben wir die Gleichheit schon in der letzten Folgerung
nachgerechnet. Wir miissen die zweiten Ordnungsterme, also 1 g;; 11(0)z"2! berechnen:
Es ist gijx = Ifigms + T35 9im (vgl. Bew. v. Satz I1.2.8). Wegen des Satzes von Schwarz

ist gij,k1 symmetrisch in k und /. Zusammen mit I‘%(O) = 0 ergibt sich
9i3.k1(0) = T 1(0)gm; (0) + T55 1(0)gim (0) = T 4 (0)gm; (0) 4 I7} . (0)gim (0).  (I1.12)
Wir zeigen als néchstes, dass
7 1(0) + T ;(0) +T% ,(0) =0 (I1.13)
gilt: In geodéatischen Normalkoordinaten sind die Geraden s — sz durch den Ursprung
Geodétische mit Geodéatengleichung Ff'j(sx)xixj = 0 Differentiation nach s in s =0

ergibt
d

2!
Das ist ein Polynom dritten Grades und Koeflizientenvergleich liefert genau Glei-
chung (II.13) fiir die Koeffizienten.

0= Szol“fj(sx)xixj = Ffj’l(O)xlxixj.
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Weiterhin ist nach (I1.11) R}, (0) = T4, ,(0) — T, ,(0), also

Rii15(0) = (I3 1. (0) — I'%7.:(0))gm; (0). (I1.14)
Insgesamt haben wir nun

(1112) m m m m
69i5,k1(0) = "3(T'%;,,1(0) + T3 £(0))gm; (0) + 3(I'5 ,(0) + 77 1(0))gmi (0)

IR E) P " m m
= (3T%.(0) + Ty} (0) — 2T7% ,(0) — 2137 ;(0))gm; (0))
+ (30%5.0(0) + I} £ (0) — 217} 1(0) — 217 (0))9mi(0))
torsionsfrei , m m
= (T%.000) + T (0) — 2T :(0)) g (0))
+ (T%51(0) + 177 .(0) — 2% ;(0))gmi(0))
(%)

=2(Ii(0) = T%7,:(0))gm; (0) + 2(T'7 . (0) — T ;(0))gmi(0)

.14
L )2Rkilj(0) + 2R;11:(0)

wobei (*) (I1.12) als I'j; ;(0)gm; (0) 4+ I 1(0)gim (0) = I3 1,(0)gm; (0) + 77 1.(0) gim (0)
verwendet.
O

Wir werden noch mehr iiber die Exponentialabbildung herausfinden und Anwendungen
sehen. Dazu brauchen wir noch ein neues Konzept:

11.8. Jacobifelder

Ziel: Wir wollen das Verhalten von Geodéten mit 'nah beieinander liegenden’ Anfangs-
werten untersuchen. Also Fragen wie: 'Streben die Geodédten dann eher voneinander
weg oder aufeinander zu’? Fiir Mannigfaltigkeiten, bei denen wir die Geodétischen
kennen, z.B. S? oder H? (vgl. UA 26) ist das leicht zu sehen. Bei der Sphére streben die
Geodatischen nach einiger Zeit wieder auf einander zu, dann wieder weg usw., wihrend
in der hyperbolischen Ebene die Geodétischen, sobald ihre Spuren verschieden sind,
sich immer mehr voneinander weg bewegen. Wir werden sehen, dass das daher riihrt,
dass die Sphére positive Kriimmung hat wéhrend die hyperbolische Ebene negativ
gekriimmt ist.

Auf eine Lorentzmannigfaltigkeit bewegt sich ein Teilchen, auf das keine externen
Krifte wirken, auf zeitartigen Geodétischen (das ist eine Folge des Aquivalenzprinzips).
Hat man nun mehrere frei fallende Teilchen, bewegen sich diese Geodétischen im
Allgemeinen auch aufeinander zu oder voneinander weg. Das sind die sogenannten
Gezeitenkrifte.

Im Allgemeinen ist die Frage a priori nicht leicht zu beantworten, da die Geodatenglei-
chung nichtlinear ist. Deshalb schauen wir uns nur die ersten Ordnungseffekte an, d.h.
wir linearisieren die Geodétengleichung.
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Definition I1.8.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Variation
c: (—e,€)xI — M (vgl. Definition I11.5.2) heifit geoddtische Variation lings c(s):=c(0, s),
falls fiir jedes s € (—e¢, €) die Kurve ¢, : s — c(u, s) eine Geodétische ist.

Bemerkung II.8.2. Sei c¢: [a,b] = M eine Geodétische, sg € [a,b], p = ¢(so)-

Sei v: (—€,€) = M eine glatte Kurve
mit p = v(0) und sei X ein glattes Vek-
torfeld langs v mit X (0) = ¢(sp). Dann
ist c(u,s) = exp.(,)(sX(u)) eine geo-
détische Variation. Alle geodétischen
Variation sind wegen Eindeutigkeit von
Geodatischen in dieser Form darstell-
bar. cu (8):=exp.(,,

) (sX (u))

Bemerkung II.8.3. Sei J(s)::%h:oc(u, s) das Variationsvektorfeld zu einer geodé-

tischen Variation ¢(u, s). Dann gilt

0
(Vo) J(s) = VeV -c(u,)|u=o

torsionsfrei (vgl. Erste Var. von E - Satz [1.5.3

0
) VeVaucfSC(w 8)|u=0

0
Def. vonR 0 0 0 0
2 Ve Vegeelnss) ot B (1el0.9) 5c(0.9)) c(0,9
—_— —_——

=0 da alle ¢, Geod.
= R(é(s), J(8))é(s).
Definition I1.8.4. Sei ¢: I —+ M Geodétische. Die Gleichung
ViJ(s) = R(é(s), J ())é(s)
heifit Jacobigleichung und deren Lésungen heiflen Jacobifelder ldngs c.

Bemerkung I1.8.5. Nach obiger Bemerkung sind Variationsfelder von geodétischen
Variationen Jacobifelder. Wir werden spéter sehen, dass alle Jacobifelder so gewonnen
werden konnen.

Satz I1.8.6. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine
Geoddtische, so € I. Fiir alle v,w € Te5,)M gibt es genau ein Jacobi-Feld J lings c
mit J(so) = v und V:J(so) = w. Insbesondere ist die Menge der Jacobifelder lings c
ein 2m-dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Sei e1(s0),...,em(s0) eine Basis von T, M. Durch Parallelverschiebung
lings ¢ erhalten wir eine Basis €1 (s), ..., em(s) von T, (M). Setze J(s) = v'(s)e;(s).
Dann gilt V2.J(s) = &%(s)ei(s). Weiterhin ist

R(é(s), J(s))é(s) = v7 R(é(s), e;(s))c(s)

:a;ei(s)
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Also ist J genau dann ein Jacobifeld, wenn #* = v’a} fiir alle ¢ gilt. Das ist ein lineares
gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung. Damit existieren Losungen
auf ganz I und sind durch die Wahl der Anfangswerte eindeutig bestimmt. O

Beispiel I1.8.7. (Die ’uninteressanten’ Jacobifelder) Sei (M, g) semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit einer Geodétischen c. Dann ist das Vektorfeld J(s):=(a + bs)¢(s)
mit a,b € R ein Jacobifeld, wegen

Symm. von R

ViJ =0 —(a+bs)R(¢,é)e = —R(¢é, J)e.
J ist das Varationsvektorfeld zur geodétischen Variation
c(u, 8) = c(s + u(a+ bs)) = c((1 4 ub)s + ua),

also einfach einer Schar von Umparametrisierungen von ¢ (die Anfangswerte sind dann
J(0) = a¢(0) und V:J(0) = b¢(0)).

Beispiel I1.8.8. Ist M flach, also R = 0, dann lautet die Jacobigleichung;:
V2J(s) = 0.

Also sind alle Vektorfelder der Form X (s)+sY (s) mit X,Y parallel langs ¢ Jacobifelder.

Nach Satz I1.8.6 und Satz 11.3.4 (Ex. und Eind.satz von parallelen Vektorfeldern) sind
das schon alle Jacobifelder.

Satz I1.8.9. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I = [a,b] = M
eine Geoddatische und sei X ein glattes Vektorfeld langs c. Dann ist X genau dann ein
Jacobifeld lings ¢, wenn X das Variationsvektorfeld einer geoddtischen Variation ist.

Beweis. Dass das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation ein Jacobifeld ist,
wissen wir schon. Sei nun X ein Jacobifeld langs c¢. O.B.d.A. sei 0 € I (den allgemeinen
Fall erhdlt man dann durch Verschieben). Sei v: (—e,e) — M mit y(0) = ¢(0) und
4(0) = X(0). Sei n; das parallele Vektorfeld ldngs v mit 7, (0) = ¢(0) und 7, das mit
n2(0) = VX(0). Wir setzen n(u):=n(u) + unz2(u) und c(u, s):=exp,,(sn(u)). Da
exp einen offenen Definitionsbereich hat und [a, b] kompakt ist, ist ¢, (s) = c(u, s) fiir
hinreichend kleine |u| und alle s € [a, b] definiert. Fiir alle solchen u ist ¢, (s) dann eine
Geodatische und

c(0,5) = exp, (0) (s1(0)) = exp(0) (s¢(0)) = ¢(s).

Also ist ¢(u, s) eine geodétische Variation langs c. Sei J das zugehorige Jacobifeld.

Dann bleibt zu zeigen, dass J(0) = X(0) und V:J(0) = VX (0) ist, denn dann folgt
nach Satz I1.8.6 X = J.

oc d d .
J(0) —%(070) = %'u:() eXp’y(u)(O) = %\u:ov(u) =4(0) = X(0)
oc oc
Ved (0) =Ve 3= (0,0) = Vo, 5-(0.0)
Bem I1.7.2.iii
:vc'?uc'u:O (dsn(u) expy(u) (77(“))|s:0) = vﬁuc‘uzon(u)
7l (0) = VeX(0). O
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Insbesondere sieht man im Beweis des letzten Satzes, dass man die geodétische Variation
zu einem Jacobifeld J langs ¢ mit J(sg) = 0 derart wihlen kann, dass ¢, (so) = ¢(u, o) =
¢(sp) fir alle s gilt.

Lemma I1.8.10. Sei J: I — T M ein Jacobifeld langs einer Geoddten c, sei sg € I.
Sei J(s9) L é(s0)* und VeJ(so) L é(so). Dann gilt J(s) L é(s) und VeJ(s) L é(s) fir
alle s € I.

Beweis. Es ist

d metrisc . .
=g (Ved, &) TG (V20,8) + g | Ve, Vee
ds N
=0

Jacobigl. ( Symm. von R

g(R(¢, J)e,e) =" o,

Also haben wir

metrisch d
)= *sg(

0=g9(V:J , € =g (Ved, ¢ J, ¢) + J, Veé
9(Ved(s0),c(s0)) = g(Ved, ¢ &) +g ¢

=0

und damit g(J(s),¢(s)) = g(J(so), ¢(s0)) = 0. O

Folgerung I1.8.11. Sei die Geoddtische ¢ nicht lichtartig, also g(¢,¢) # 0. Dann ist
To(syM =Ré(s) @ é(s)* und die Menge aller Jacobifelder lings c ist

R-¢dR-s¢ & {Jacobifelder J lings ¢ mit J L ¢, Ved L é}.
—_—————

die ’uninteressanten’

Beweis. Ist v € T, (M). Dann ist v = %é(s) +w mit w € é(s)*. Sei J ein
Jacobifeld. Dann ist J durch seine Anfangswerte J(sg) und V.J(sg) bestimmt. Wegen
Linearitdt der Jacobigleichung kénnen wir die Anfangswerte und damit das Jacobifeld

in den ’uninteressanten’ Anteil und in den aus Lemma I1.8.10 zerlegen. O

Beispiel I1.8.12. Die letzte Folgerung stimmt nicht fiir lichtartige Geodéaten: Sei ¢
eine lichtartige Geodétische in (R2, (.,.)r). Dann ist insbesondere ¢(t)1 = Ré(t). Sei
z.B. X ein lichtartiges paralleles Vektorfeld langs ¢, welches linear unabhéngig von ¢
ist. Dann ist X ) ¢. Da X parallel und R = 0 ist, ist X ein Jacobifeld.

Fiir die Berechnung von ’interessanten Jacobifeldern’ auf Rdumen konstanter Schnitt-
kriimmung brauchen wir noch Hilfsfunktionen:

Definition I1.8.13. Sei x € R. Die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen
Sk, Cr: R — R sind definiert durch

ﬁ sin(y/sr), k>0 cos(vkr), k>0
Sk (r):= T k=0 ¢ (r)= 1, k=0
——sinh(y/|x[r), & <0 cosh(y/|k|r), k<0

Vsl ’

*wobei v L w die Kurzschreibweise fiir gp (v, w) = 0 fiir v, w € T, M ist
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Bemerkung I1.8.14. Es gilt rs? + ¢2 = 1, sl = ¢, ¢, = —KSx, 55(0) = 0 und
c:(0) = 1.

Beispiel I1.8.15. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung . Sei ¢ eine nach Bogenlénge parametrisierte Geodétische. Seien X, Y paral-
lele Vektorfelder langs ¢ mit X L ¢ und Y L é. Wir setzen J(¢):=s,(t) X (t) + ¢, (1) Y (2).
Dann ist

V2] =5, X 4+ é.Y = —k(5.X +¢.Y) = —klJ.

Nach Polarisation der Schnittkriimmungsdefinition fiir konstante Schnittkrimmung x
gilt R(X,Y)Z =k(g(Y,2)X — g(X, Z)Y), also:

R(é,J)e = s, R(¢, X))+ cxR(¢,Y)e = ser(g9(X,¢) ¢ — g(¢,¢) X) + cxR(¢,Y)e = —kJ.
~—— S~——
-0 =1
Damit ist J ein Jacobifeld. Wegen J(0) = Y(0) und V.J(0) = X(0), Satz 11.8.6
und Folgerung I1.8.11 kann jedes ’'interessante’ Jacobifeld auf Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Schnittkrimmung so dargestellt werden.

Satz I1.8.16. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, seip € M. Seiv € T,M
derart, dass die Geoddtische c,(s) = exp,(sv) fir s € [0,1] definiert sei. Sein € T,M =
T T, M und sei J das Jacobifeld lings ¢, mit J(0) =0 und V:J(0) =n. Dann gilt

J(s)

dsy exp, (1) = — fir s € (0,1].

Insbesondere ist
ker d, exp,, = {Jacobifelder lings c,(s) | J(0) =0,J(1) = 0}

Beweis. Wir betrachten die geodétische Variation c(u, s):= exp,,(s(v + un)). Das zuge-
horige Variationsvektorfeld sei X ::g—ﬂuzo. Da X ein Jacobifeld mit

80 s=0 d
X(0) = %(070) = %‘uzo exp,(0) = 0= J(0)
und
Oc Oc
VeX(0) = Vez-(0,0) = Vo,e5-(0,0) = Vo,e(v + un)lu=o = n = VeI (0)

ist, gilt wegen Eindeutigkeit der Jacobifelder bei gegebenen Anfangswerten, dass X = J
ist. Also gilt

d d _ _1dc -
dsvepr(n):%h:Oexpp (SUJ’_un):%‘u:OC(us 158)28 1%(0%9):8 1‘](8)' O

Definition I1.8.17. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢: I — M

eine Geodétische. Dann heiflen s1,s9 € I, 51 # S2 konjugierte Punkte lings c, falls es
ein nicht-triviales Jacobifeld J ldngs ¢ mit J(s1) = 0 und J(s2) = 0 gibt.
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Folgerung 11.8.18. d, exp,, ist genau dann nicht invertierbar, wenn p und expp(v)
konjugierte Punkte lings s — exp,(sv) sind.

Beweis. Da d, exp,: T,T,M = T,M — Texpp(v)M linear ist, ist es genau dann nicht

invertierbar, wenn es nicht injektiv ist. Mit letztem Satz folgt so die Behauptung. O

Beispiel I1.8.19. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung K = k. Sei ¢,: I — M eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische.
Sei s; = 0 € I. Nach Beispiel 11.8.15 haben ’interessante’ Jacobifelder die Form
J(s) = 5,.(5)X(s) + cx(5)Y (s), wobei X,Y parallele Vektorfelder lings ¢ mit X,Y L ¢
sind.

k < 0 Jacobifelder haben maximal eine Nullstelle. Es gibt also keinen konjugierten
Punkte und d, exp,, ist fiir alle v im Definitionsbereich von exp, invertierbar.

# >0 Die zu to konjugierten Punkte sind ¢ + = fiir m € Z\ {0}. Auf der Sphére sind
also insbesondere p und —p entlang jeder Geodéten konjugiert.

Satz I1.8.20. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: [so, s1] —
M eine Geoditische und seien c(sg) und c(s1) lings ¢ nicht zueinander konjugiert.
Dann ist die lineare Abbildung

A {Jacobifelder lings ¢} — TespyM @ TesyM, J = (J(s0),J(51))
bijektiv.
Beweis. Linearitat folgt aus der Linearitét der Jacobigleichung. Injektivitét folgt, da

¢(so) und c¢(s1) ldngs nicht zueinander konjugiert sind. Da beide Réume 2m-dimensional
sind, folgt auch die Surjektivitéit. O

Lemma I1.8.21. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und
v € T, M. Die Geoditische c(s) = exp,(sv) sei auf [0,b] definiert. Dann gilt
g(dsy exp, (1), ¢(s)) = g(n,v)
firn e T,M = Ty T,M.
Fir die Bedeutung dieses Lemmas vgl. Abbildung I1.11.

Beweis. Sei zunéchst = v. Dann ist
d d
dsy €xp,(v) = %M:o exp,, (sv + uv) = %|u:00(s + u) = é(s)

und
Geod

9(dsv expy(v), é(s)) = g(&(s), é(s)) =" g(v = ¢(0),v).
Sei nun 1 L v und sei J das Jacobifeld ldngs ¢ mit J(0) = 0 und V.J(0) = n. Da
J(0) L ¢(0) = v und V:J(0) L v gilt J(s) L é(s) fir alle s. Weiterhin gilt nach
Satz I1.8.16 dgy exp,(n) = s~ J(s) fiir s > 0. Zusammen gilt dann

9(dso exp, (), é(s)) = g(s71 I (s), é(s)) = 0= g(n,v).

Die allgemeine Aussage folgt nun aus der Bilinearitéit von g. O
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T,M

Abb. IL.11.: W&hlt man auf T,M Polarkoordinaten (r,¢):=(r,¢1,...,¢m—1) mit
(€4,,€p,) = 0;j. Dann bleiben die Geraden r + (7, ¢) auch nach Anwenden
von expp Geodéten, vgl. Bem. I1.7.2. Damit kénnen wir Lemma [1.8.21
anwenden und erhalten, dass fiir g in den Koordinaten (r, ¢;) die Eintrage
grr = 1 und g4, = 0 sein miissen.

11.9. Mehr zur Riemannschen Geometrie

11.9.1. Injektivitatsradius

Zunéichst brauchen wir den Begriff des Injektivitdtsradius, der uns bestimmen wird
wie grofl eine Karte um einen Punkt mittels geodétischer Normalkoordinaten gewéhlt
werden kann:

Definition I1.9.1. Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der Injekti-
vitdtsradius in p € M ist definiert als

inj(p):=sup{r | exp,|p,(0): Br(0) = exp,(B,(0)) ist Diffeomorphismus},
wobei B,.(0):={z € R™ | ||z||* < r?} ist.
Bemerkung I1.9.2. Nach Folgerung I1.7.3 gilt inj(p) > 0 fir jeden Punkt p € M.
Lemma I1.9.3. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir 0 < r < inj(p) gilt
exp,(Br(0)) = Br(p):={q € M | d(p,q) <r}.
Beweis. Wir zeigen zunichst exp,(B,(0)) C By(p): Sei ¢ = exp,(v) mit [[v|| < 7. Dann
ist ¢ > exp,(tv), t € [0, 1], eine Geodétische von p nach ¢ der Linge [jv|| < 7. Damit

ist d(p,q) < r und damit ¢ € B,.(p).
Fiir die andere Inklusion sei ¢ ¢ exp,(B,(0)). Wir betrachten eine Kurve ~: [0, L(v)] —

M, nach Bogenlénge parametrisiert, von p nach ¢. Diese muss exp,(5,(0)) in einem
Punkt verlassen, sagen wir das erste Mal in ¢ = 7(to). Wir wahlen fiir B,.(0) C R™ Polar-
koordinaten (7, ¢1,...,¢m—1) =: (r, ¢) und erhalten mittels exp,, Polarkoordinaten fiir
exp,(B(0)). In diesen Koordinaten gilt nach Lemma I1.8.21 fiir die Metrikkoeffizienten
grr = 1 und g,4, = 0. Damit gilt

L(v) = L(vljo,e)) = /0 ) \/ Gy (V(8),4(2)) dt > /O Oﬁ”(t)dt =7"(to) —7"(0) = 1.
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Damit ist d(p,q) > r und q &€ B,(p). -
Beispiel 11.9.4. (i)

Abb. 11.12.: Fir diese Untermannigfaltigkeit verstanden mit der induzierten Metrik ist
r1 > 72. Insbesondere haben wir inj(p) — 0 fiir d(p1,p) — .

(ii) Fiir die Sphire S™ C R"™! (Radius 1) ist der Injektivititsradius in jedem Punkt
.

(iii) Gibt es von einem Punkt p € M eine Geodéte v: [0,1] — M mit v(0) = (1) = p.
Dann ist inj(p) < L(v)/2.

Folgerung I1.9.5. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r <
inj(p). Dann kann jeder Punkt q € B,.(p) mit p mittels einer eindeutigen minimalen
Geodditen verbunden werden (die dann auch vollstindig in B, (p) verlduft).

Beweis. Sei ¢ € B,(p). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes v € R™ = T, M mit
vl = d(g,p) < r, so dass exp,(v) = ¢ ist. Damit ist s + exp,(sv), s € [0,1],
eine Geodétische von p nach ¢. Diese Geodétische ist auch ldngenminimierend: Denn
angenommen es gibt eine kiirzere Geodétische von p nach ¢, dann muss diese innerhalb
von B, (p) verlaufen und auch die Form s € [0, 1] + exp,,(sv”) haben, aber dann kénnte
exp,, kein Diffeomorphismus auf B, (p) sein. Das gibt die Existenz. Andererseits kann
jede minimale Geodéte von p nach ¢ derart parametrisiert werden, dass sie die obige
Form hat. Die Eindeutigkeit von v gibt die Eindeutigkeit der minimalen Geodaten. [J

Folgerung I1.9.6. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r <
inj(p). Dann ist B.(p) offen in M.

Beweis. Sei 0 <r <1’ <inj(p). Dann folgt die Behauptung aus exp,,(B,(0)) = B;(p),
exp,, |5, (o) Diffeomorphismus und B, (0) offen in R™. O

Folgerung 11.9.7. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und (M,d) der zuge-
horige metrische Raum. Dann ist die durch d erzeugte Topologie auf M gleich der
urspringlichen Topologie. Insbesondere ist die Abbildung d: M x M — R damit stetig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit gleich
dem offen bzgl. der Abstandsfunktion d ist.

Sei zundchst U C M offen bzgl. d. Dann gibt es fir jedes p € U ein 7(p) > 0 mit
By (p) CU. O.B.d.A. sei 7(p) < inj(p). Dann ist B,.(,(p) offen in M und damit als
Vereinigung offener Teilmengen auch U = Upcy B, () (p)-
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Sei andererseits U C M offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit M. Sei p € U
und 0 < 7 < inj(p). Dann ist U":=U N B,(p) offen und V:=exp, ' (U’) ist eine offene
Umgebung von 0 in R™. Damit gibt es ein v’ € (0,7) mit B, (0) C V, und es gilt
B,/ (p) = exp,(B,+(0)) C U. O

11.9.2. Vollstandigkeit

Definition II.9.8. Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit,
sei p € M. Wir nennen (M, g) geoddtisch vollstindig in p, falls exp, auf ganz T), M
definiert ist, d.h. alle Geodatischen durch p sind auf ganz R definiert.

Satz I1.9.9 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannig-
faltigkeit, sei p € M. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) (M, g) ist geoddtisch vollstindig in p.
(2) (M, g) ist geoditisch vollstandig in allen ¢ € M.

(3) Die Bille B,.(p) sind fir alle r > 0 kompakt.

(4) (2 Heine-Borel-Figenschaft*) Die Bdlle B,.(q) sind fir alle r > 0 und alle ¢ € M
kompakt.

(5) (M,d) ist vollstandig als metrischer Raum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

(%) Ist (M, g) geoddtisch vollstindig, dann lisst sich jeder Punkt ¢ € M mit jedem
Punkt p € M durch eine minimale (=lingenminimierende) Geoddte verbinden.

Da fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten geodétisch vollstéandig und metrisch vollstdndig
nach Hopf-Rinow dquivalent sind, spricht man oft nur von vollstdndigen Mannigfaltig-
keiten.

Bevor wir den Satz beweisen ein paar Folgerungen:

Folgerung I1.9.10. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig.

Beweis. B.(p) C M ist als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes M
wieder kompakt.t Damit folgt nach dem Satz von Hopf-Rinow die Behauptung. O

Folgerung 11.9.11. Gibt es auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) eine
eigentliche (=Urbilder kompakter Mengen sind kompakt) Lipschitzfunktion f: M — R,
dann ist M wvollstindig.

*Heine-Borel-Eigenschaft = Jede beschrankte abgeschlossene Menge ist kompakt.

tJede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten Raumes M ist kompakt. Bew: Sei {U;}; eine
offene Uberdeckung von A. Dann bildet diese zusammen mit der offenen Menge M/A eine offene
Uberdeckung des kompakten M und hat damit eine endliche Teiliiberdeckung. Durch Weglassen von
M \ A haben wir damit auch endliche Teiliiberdeckung von A.
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Beweis. Wir zeigen die Bedingung (3) in Hopf-Rinow: Sei C:=B,(p). Dann ist C'
beschrankt und abgeschlossen. Da f Lipschitz ist, ist auch f(C) beschrinkt. Also
C C f~Ya,b] fiir ein geeignetes kompaktes Intervall [a,b]. Da f eigentlich ist, ist
f~1]a, b] kompakt und damit ist auch C als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge selbst kompakt. O

Bemerkung 11.9.12. Die Abstandsfunktion zu einem gegebenen Punkt d,: M — R,
q — d(p, q), ist eine Lipschitzfunktion: Nach Dreiecksungleichung ist |d,(x) — d,(y)| =
|d(z,p) — d(y,p)| < d(x,y) (das ist die Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante 1).
Damit gibt die letzte Folgerung ein Kriterium um Vollstdndigkeit zu zeigen, indem
man schaut, ob die Abstandsfunktion zu einem gegebenen Punkt eigentlich ist.

Beweisschema zu Satz 11.9.9. N zwischen je zwei Punkten
' ex. min. Geodéte

geod. vollst. in allen q € M—=—" geod. vollst. in p
Geodite ¢: (o, B) = M
fortsetzbar iiber 8
falls 3¢(B), ¢(8) _
z.z. p; € Br(p) hat konv. Teilfolge
(M, d) vollst. metr. Raum verwendet (x):
3 min. Geodéte von p nach p;
fihrt zu Konvergenz der Geodéten
d-CauchyfolgeC Bp(q)
A-Ungl.

B:(q) kompakt Vr > 0,q € M<———= B, (p) kompakt Vr > 0

Beweis von Hopf-Rinow. (1) = (*): Sei ¢ € M. Gilt sogar ¢ € Biyj(p) (p), dann
wissen wir nach Folgerung I1.9.5, dass es eine minimale Geodéte von p nach ¢ gibt.
Sei nun ¢ € Biyjp)(p). Seien vy stetige, stiickweise glatte Kurven von p nach ¢ mit
L(vyk) = d(p,q) + € mit e, — 0, vgl. Abbildung. Wir wihlen 0 < ry < inj(p). Dann
ist nach Lemma 11.9.3 S, (p):={z € M | d(p,z) = ro} = exp, (5™ '(ry)) und damit
kompakt. Sei g der erste Schnittpunkt von v mit S, (p). Wegen Kompaktheit von
Sre(p) besitzt die Folge gi eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert sei z € Sy, (p).
Wegen
d(p,q) < d(p, ar) + dqr, @) < L) < d(p,q) + €&

gilt mit £ — oo und der Stetigkeit von d
d(p,q) = d(p, 2) + d(z,q).

Sei v die minimale Geodétische, die p und z verbindet und nach Bogenldnge para-
metrisiert ist. Da nach (1) (M, g) geodétisch vollstindig in p ist, lasst sich v auf
das Intervall [0, d(p, q)] fortsetzen. Es bleibt zu zeigen, dass 7: [0,d(p,q)] — M eine
minimale Geodatische von p nach q ist:
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Wir setzen I:={t € [0,d(p,q)] | d(p,~(t)) =
t,d(p,~(t))+d(v(t),q) = d(p, q)}. Nach obigen
Uberlegungen ist [0, 7] C I. Wegen Stetigkeit
ist I abgeschlossen. Sei o maximal derart, dass
[0,t0] C I gilt. Es ist zu zeigen, dass tg =
d(p, q) ist, denn dann ist nach Definition von
I insbesondere v(d(p, q)) = q.

Annahme: ty < d(p,q). Sei ¢ = ~(to). Wir
wéhlen r; < min{d(p, q) — to,inj(¢’)}. Dann
finden wir wie oben (also startend mit einer
Folge von Kurven «, von ¢ nach ¢, deren
Léangen zum Abstand d(¢’, q) konvergieren) ein
q € 5, (¢") mit

d(q',q) +d(q,q) = d(q', q). (IL.15)

Srq (P)
Sei 7/ die minimale nach Bogenlange parame-

trisierte Geodéatische von ¢’ nach q. Sei Z ein
Punkt auf dieser Geodatischen. Wegen
oy A7 Unel. / / -y 7 min / - s =
dip,2) < dlp,d)+d(d,2) =" dp,q)+dld,q) —d(Zq

5 o . A—Ungl. ~
)d(p, ¢)+dd,q)—d(zq) —d(g,q9) < dp.q¢)+d(d,q) —d(zq)

d(p,q) —d(2,q) < d(p, Z)

folgt d(p,2) = d(p,q") + d(¢’, 2) und d(p,q) = d(Z,q) + d(p, Z). Also gilt insbeson-
dere d(p,q') = d(p,q") + d(¢’,q") und damit realisiert die aus Kurve ~[j ;) und +'
zusammengesetzte Kurve den Abstand d(p,¢’) und ist damit selbst eine Geodéitische.
Wegen Eindeutigkeit der Geodétischen bei vorgebenen Anfangswerten muss dies die
Geodétische v|(g ¢, 4r,) sein. Also ist [0,%o + 1] C I, was den gesuchten Widerspruch
liefert.

(1) = (3): Da in metrischen Rdumen, Kompaktheit gleich Folgenkompaktheit ist,
reicht es zu zeigen, dass jede Folge p; € B,.(p) eine konvergente Teilfolge besitzt.
Nach (x) existieren minimale Geodéatische 7;(¢) mit +;(0) = p und ~(¢;) = p;, wobei
0.B.d.A. die ; nach Bogenldnge parametrisiert seien, also ¢; = L(vy;) = d(p,p;) < 7.
Die 4;(0) sind Einheitsvektoren in 7,M. Da S™~1(0) C T,,M kompakt ist, gibt es eine
konvergente Teilfolge 4;,(0) — v € S™71(0) C T,M. Wegen t;, € [0,7], gibt es auch
hier wieder eine konvergente Teilfolge ¢;;, — T € [0,7]. Wir setzen ¢:= exp,(Tv) und
es gilt

(IT.

=

Def. v. I

lim p;;, = klgr;o exp,(ti;, Yi;, (0)) = expp(kli_{go ti; Yi;, (0)) = exp,(Tv) = q.

k—o0

(3) = (4): Seien alle Bille B,.(p) kompakt fiir » > 0. Sei ¢ € M und R > 0. Dann gilt
nach Dreiecksungleichung

BR (Q) - BR+d(p,q) (P) .
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Damit ist Br(q) als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge Bgri.4(p,q)(P)
selbst wieder kompakt.

(4) = (5): Seien alle Bille B,.(q) kompakt. Sei p; eine Cauchyfolge in (M, d). Dann
gibt es ein R > 0 mit p, € Br(p) fir alle i. Da Br(p) kompakt ist, konvergiert die
Folge.

(5) = (2): Sei c¢: (a, B) = M eine Geodétische mit maximalem Definitionsbereich und
nach Bogenlinge parametrisiert. Wir wollen zeigen, dass («, 8) = R gilt. Dazu nehmen
wir an, dass 8 < co. Dann gibt es eine Folge t; € (o, 8) mit t; — [, und es gilt

d(e(t:), clt;)) < Le

[ti,tj]) = |ti - tj|'

Also ist ¢(t;) eine Cauchy-Folge in (M, d). Wegen Vollstandigkeit, existiert ein eindeuti-
ges ¢ € M mit ¢(t;) — ¢ fir i — oo.

Wir zeigen als néchstes, dass auch der Limes von ¢(t) fiir ¢ — (8 existiert: Sei x =
exp,': U C M —V CT,R™=R™ eine Karte von M um ¢ mit x(¢q) = 0. Sei r > 0

derart, dass B,.(0) C V ist. Sei z:=k o c fiir t € (8 — ¢, 3), wobei ko c|[(3_c gy C B.(0).
Setze a:=i. Dann gilt nach Geodétengleichung

ab =ik = —Ffj(a:)z'isbj = —Ffj (z)a’a’.
Da B,(0) kompakt ist, gibt es ein C' mit |I'};(x)| < C fiir alle 2 € B,.(0) und alle i, j, k.
Damit ist

(%)
ja"| <m*Cllalfpas < C"glé,¢) = C
=1

fiir ein C’ > 0, wobei (xx) folgt wegen: Alle Normen des R™ = T, R™ sind dquivalent,
also insbesondere die Maximumsnorm auf 7,R™ und die Norm des Skalarproduktes
(exp} g), auf T,R™. Damit gibt es fiir jedes # € B,.(0) ein C(z) > 0 mit [[v]]2,, <

C(z)(exp; 9)z(a,a) = C(z)g(d, exp,(a = &) = ¢, ¢) fiir alle a € T,R™. Hier hiingt C ()

von z ab. Da aber g, stetig in p ist, kann auch C(z) stetig gewéhlt werden. Da B,.(0)
kompakt ist, folgt die Existenz von C”.

/tti a(u)du

J

Damit haben wir

<

<Oty — i

ti
[ i)t

tj

la(t;) — a(t)lmex = ‘

max

Also bilden die a(t;) = @(t;) eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen ein eindeu-
tiges A € R™.

Damit setzt sich sowohl ¢ als auch ¢ in 8 fort. Nach Existenz von Geodétischen kann
somit ¢ auch auf eine Umgebung von [ fortgesetzt werden. Widerspruch.

2) = (1): v O
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In Lorentzschen Mannigfaltigkeiten gilt Hopf-Rinow nicht. Nicht nur, weil der Lorentz-
sche Abstand die Mannigfaltigkeit nicht zu einem metrischen Raum macht. Sondern es
gilt dann auch keine Aquivalenz einer Teilmenge der Aussagen im Hopf-Rinow.

Im Lorentzschen ist geodétisch vollstdndig auch nicht der Begriff der zumeist verwendet
wird, sondern man differenziert und definiert licht-/zeit-/raumartig vollstiandig als die
licht-/zeit- /raumartigen Geodétischen existieren auf ganz R. Insbesondere zeitartig
vollstdndig ist physikalisch relevant, weil es aussagt, ob ein Teilchen unendlich lang frei
fallen kann ("wenn nichts im Weg ist’).

11.9.3. Zweite Variation des Energiefunktionals

Ziel: Wir wissen aus Abschnitt 1.5, dass kritische Punkte des Energiefunktionals genau
die Geodétischen sind. Wissen wir mehr iiber die kritischen Punkte, z.B. ob es ein
Minimum, Maximum, ..., ist, kénnen wir im Allgemeinen mehr iiber Geodatische
aussagen und andersherum.

Bemerkung I1.9.13. Ist c: [a,b] — M minimale Geodétische und ¢, eine Variation
von ¢ mit festen Endpunkten. Wegen der Minimalitét ist L(c) < L(c,) fir alle s.
Es ist L(cs) < 2(b — a)E(cs) (nach Cauchy-Schwarz) und L(c) = 2(b — a)E(c), da
¢ Geodétische und damit proportional zur Bogenlénge parametrisiert ist. Insgesamt
ist also: E(c) < E(cs) fiir alle Variationen ¢; mit festen Endpunkten und damit
& 0E(cs) > 0.

Wir berechnen eine Formel fiir die zweite Variation der Energie und beschranken uns
dabei auf Variationen mit festen Endpunkten:

Satz 11.9.14 (Zweite Variation der Energie). Sei M eine semi-Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Sei c: [a,b] — M eine Geoddtische und cs eine Variation von ¢ mit festen
Endpunkten. Sei X das zugehdrige Variationsvektorfeld. Dann gilt

2 b
TlemnBle) = [ (6(VaX @), 9:X(0) - g(RCC(0), 0)el), X (1) .

Beweis. Im Beweis der ersten Variationsformel des Energiefunktionals, s. Satz 11.5.3,
hatten wir (fiir feste Endpunkte)

d b Ocg Ocg
%E(CS) */a g (Véasv ot > dt.

Damit haben wir

d? b Ocs . Oc,
@‘s:OE(C(‘z) :/a (g (vascsvc’&;|s=07c) +g <VC'X7 vasc,qa;|s=0)> dt

b b

rs.frei 0 s : o 6

Def. Rtors.fre / g(VéVaScsaCS Is—o,c> dt + / g(R(X,¢)X, ¢)dt
a a

b
+ / 9 (VeX,VeX) dt.

93



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Mittels

b
/ 9 <vcvas Cs % ‘3207 é) dt
a Js

b
0 Jcs ) Oc .
_/a ag <Vascsas|s—070> _g<vascsg|s:033ﬁ'_€> dt

Ocy AW
=g (Vascs §|s:03 C> ‘a

0 . 0 )
=g | Ve, 5-¢(5,0)),¢(0) [ |s=0 — g | Vo,c. 52 c(s,a)),é(a) | [s=0 = 0.
ds N—— ds N——
=c(b) =c(a)
erhalten wir die Behauptung. O

=0

11.9.4. Satz von Bonnet-Myers

Der Satz von Bonnet-Myers ist ein Satz der Vergleichsgeometrie. Dabei werden Aussa-
gen unter der Annahme von Kriimmungsschranken bewiesen und im Beweis werden
dann immer bestimmte Gréflen mit Modellrdumen vergleicht, in dem diese Kriimmungs-
schranken angenommen werden. Diese Modellrdume sind oft Sphére, euklidischer Raum
oder hyperbolischer Raum, wo man alles sehr explizit ausrechnen kann.

Bevor wir zum eigentlichen Satz kommen, brauchen wir noch den Begriff des Durch-
messers:

Definition I1.9.15. Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Der Durchmesser von (M, g) ist definiert als

diam (MM, g):=sup{d(p,q) | p,q € M}.

Beispiel I1.9.16. Ist dim M > 1, dann ist diam(M, g) € (0, oo].
diam(S™, g¢) = w, diam(R™, gg) = oo

Lemma I1.9.17. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Dann ist diam(M, g) < oo genau dann, wenn M kompakt ist.

Beweis. Sei M kompakt. Dann ist auch M x M kompakt. Damit ist d: M x M — R
beschréankt und nimmt (da stetig) sein Maximum an.

Sei diam(M, ¢g) < co. Dann gibt es ein R > 0 mit Br(p) = M. Da M vollstandig ist,
folgt mit dem Satz von Hopf-Rinow, dass M kompakt ist. O

Satz I1.9.18. (Bonnet-Myers)

Sei (M™, g) eine vollstindige und zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit m > 1. Sei k > 0, so dass Ric > k(m — 1)g, d.h Ricy(v,v) > k(m — 1)g,(v,v) fiir
allep € M und v € T,M. Dann ist M kompakt und

diam(M) <

Bl
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Beispiel 11.9.19.
M = S™ mit g = a?gs, a > 0. Dann gilt

. . 1 .. 1 1
Radius = o, diam(M) = ar,sec = Pl Ric = ?(m —1)g,scal = ?m(m —1).

Beweis von Bonnet-Myers. Fir p,q € M mit p # ¢ setzen wir L:=d(p, ¢), wobei d die
Riemannsche Abstandsfunktion ist. Wir wollen zeigen, dass L < % gilt, dann folgt
direkt die Schranke an den Durchmesser und nach Lemma 11.9.17 die Kompaktheit.

Da (M, g) vollstandig ist, gibt es nach dem Satz von Hopf-Rinow eine minimale, nach
Bogenlénge parametrisierte Geodétische c¢: [0, L] — M von ¢(0) = p nach ¢(L) = q.

Sei e € T, M mit e L ¢(0) und g,(e,e) = 1. Sei e(t) das zugehorige parallele Vektorfeld
langs c. Wir setzen

X (t):=sin (%t) e(t).

Sei cs(t) = exp(y)(sX(t)). Dann ist c4(t) eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten.
Da ¢ minimale Geodéitische ist, haben wir 0 = %|S:0E(cs) und

Bem. 11.9.13 2

< -
- ds? |

st / (g (VX (0), VX (1) — g(ROX(), 46)), 60, X (1)) de

_ / : (g (% cos (%t) e(t), % cos (%t) e(t)) —sin? <%t) g(R(e(t), é(1)), &(t), e(t)))dt
OL 71'2 e Y

= /0 (L2 cos? (ft) — sin? (Zt) g(R(e(t),c’(t))é(t),e(t))) dt.

0 s:OE(Cs)

Startet man mit einer Orthonormalbasis ey, ..., €,-1,¢(0) (Dann sind auch die paral-
lelverschobenen Vektoren ey (t), ..., emn—1(t),¢(t) eine Orthonormalbasis in ¢(t)) und
summiert obige Gleichungen fiir e = e; iiber ¢ = 1,...,m — 1, dann erhilt man

0 </OL (m — 1)12c052 (L) — sin? (%t) Ric(c(t), e(t)) | dt

L2 L
>(m—1)k>0
L/ p? T T
<(m — 1)/0 <L2 cos? (Zt> — sin? (ft) Iﬁ:) dt
172 — kL2

<(m-1)--—"2

<(m-1)s—=
Also ist L < ﬁ und damit diam(M) < % Nach Lemma I1.9.17 ist (M,g) dann
kompakt. O
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In den Beweis geht durch die spezielle Wahl vom Variationsvektorfeld X (¢) das Wissen
ein, wie im Modellfall Sphére (da x > 0 ist) die Jacobifelder aussehen.

Bemerkung 11.9.20. Unter den Voraussetzungen von Bonnet-Myers folgt insbesondere,
dass M eine endliche Fundamentalgruppe hat.

Sei p € M. Dann ist die Fundamentalgruppe w1 (M, p) die Menge aller glatten Kurven
~v:10,1] = M mit y(0) = v(1) = p modulo Homotopie mit festen Endpunkten.* Die
Fundamentalgruppe bildet mit der Hintereinandersetzung von Kurven eine Gruppe.
Ist M zusammenhingend, sind die m1 (M, p) fir alle p € M als Gruppen isomorph.
Deshalb schreibt man oft nur 1 (M).

Die universelle Uberlagerung M ist eine Mannigfaltigkeit auf der 71 (M) frei und
eigentlich diskontinuierlich wirkt und fiir die der zugehorige Orbitraum wieder gleich M
istT. Dann ist 71 (M) = {1}, d.h. dass jede geschlossene Kurve c: S' — M stetig in eine
konstante Kurve deformiert werden kann (d.h. es gibt eine stetige Abbildung ¢: S x
[0,1] = M mit é(¢,0) = ¢(t) und é(¢,1) = p fir ein p € M). Ist M zusammenhéngend
und 71 (M) = {1}, nennen wir M einfach zusammenhingend.

Bsp: S* und Torus sind nicht einfach zusammenhingend. R™, S™ fiir n > 1 sind einfach
zusammenhingend. 7: S™ — RP" ist eine universelle Uberlagerung fiir n > 1 und
1 (RP”) = Z2.

Sei m: M — M die Projektionsabbildung zur universellen Ulggrlagerung und setzt § =
m*g. Da m dann zu einer lokalen Isometrie wird, erfiillt auch (M, §) die Voraussetzungen

von Bonnet-Myers. Damit ist auch M kompakt und somit die Fundamentalgruppe von
M endlich.

11.9.5. Weitere Beispiele fiir Sitze der Vergleichsgeometrie

Es folgen ein paar weitere Beispiele fiir Vergleichssitze. Fiir Beweise vgl. z.B. [CE0S].

Satz I1.9.21. (Satz von Hadamard) Sei (M,g) eine vollstandige, einfach zusam-
menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Schnittkrimmung, al-
so secp(E) < 0 fir alle p € M und alle affinen Ebenen E C T,M. Dann ist
exp,: T, M — M ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist M diffeomorph zu R™ mit
n=dimM.

Satz 11.9.22. (Cheeger-Gromoll) Sei M eine vollstindige nichtkompakte Mannig-
faltigkeit mit nichinegativer Schnittkrimmung. Dann gibt es eine kompakte Unter-
mannigfaltigkeit 32 (die Seele von M ). so dass M diffeomorph zum Normalenbiindel
NE:=Upes NpE = Upes{v € T,M | v L T,3}.

Satz I1.9.23. (Bishop) Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > k(m—1)g.
Sei

- S™ k>0
M™M"=<{R™ k=0
H™ k<0

*https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalgruppe
Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Uberlagerung_(Topologie)#Decktransformation
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versehen mit der Standardmetrik fir k = 0 bzw. das \/W—fache der Standardmetrik fir
k # 0. (Dann ist M wvollstindig und hat konstant Schnittkriimmung .) Sei B, C M
ein Ball mit Radius r. Dann ist

vol (Br(p))

vol (B,)
monoton fallend in r und fir r — 0 ist der Grenzwert 1.

Satz 11.9.24. (Satz von Topogonov) Sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Schnittkrimmung > k. Seien v;, t = 1,2, nach Bogenldnge parametri-
sierte Geoddtische mit v1(0) = v2(0). Sei v1 minimierend. Falls k > 0, sei zusdtzlich
Lg (72) < %

Sei (N, h) eine vollstindige zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit konstanter Krim-
mung Kk mit zwei nach Bogenlinge parametrisierten Geoddtischen 71 und vo mit

Y1(0) = 72(0). Es gelte Ly(v;) = Ln(%:) =: & und g(51(0),%2(0)) = h(71(0),72(0)).

Dann gilt
disty(y1(£1),72(€2)) < distp(71(41), Y2 (¢2))-

Satz I1.9.25. (Sphdrensatz von Berger 1961) Sei (M™, g) eine vollstindige einfach
zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > i. Dann ist M homdomorph zur
S77L.

Bis hier hin, sind diese Satze alle mit klassischer Vergleichsgeometrie (Methoden wie
im Satz von Bonnet-Myers) beweisbar.

Bemerkung I1.9.26. Der Sphérensatz wére nicht mehr richtig, wenn man nur 1 >
sec > 1. Ein Gegenbeispiel ist dann der CP" = §?"+1/S1 fiir m = 2n mit der durch
S§2n+1 induzierten Metrik.

Da es exotische Sphéren gibt, erhdlt man nicht direkt die Aussage, dass M diffeomorph
zur S™ ist. Der Beweis erfordert andere Techniken und wurde es viele Jahre spéter
erbracht unter Verwendung von Riccifluss-Techniken:

Satz I1.9.27. (Differenzieller Sphdrensatz von Brendle/Schoen 2007 [Brell]) Sei
(M™ g) eine vollstandige einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > i.
Dann ist M diffeomorph zur S™.

11.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Abschnitts ist es Integration auf Mannigfaltigkeiten zu betrachten, einen
Integralsatz auf Mannigfaltigkeiten kennenzulernen, der die klassischen Integralsétze
(Satz von Gaufl und Stokes) aus dem R? verallgemeinert, und all das dann insbesondere
auf zweidimensionale Mannigfaltigkeiten anzuwenden.

Zuerst brauchen wir einige Vorarbeiten:
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11.10.1. Orientierbarkeit

Orientierbarkeit haben wir in UA 6 zuerst fiir Hyperflichen definiert: Eine Hyperfliche
M™ c R™F1! heifit orientierbar, falls es ein stetiges nirgends verschwindendes Norma-
lenfeld gibt. In UA 6 haben wir dann auch gesehen, dass diese Definition dquivalent zu
einem Kriterium ist, was man auch fiir nicht zwingend eingebette Mannigfaltigkeiten
definieren kann. Dieses wollen wir nun als Definition verwenden:

Definition I1.10.1. Eine Mannigfaltigkeit M™ heifit orientierbar, wenn es Karten
ki: Ui C M — V; C R™ von M gibt, welche M iiberdecken und fur die
det |:dm(p) (Hj ] l-@i_l): Tpfii(Ui N U]) = R™ — Tnj(nfl(p))ﬁj(Ui N U]) = Rm] >0

fir alle 4, j und p € k;(U; NUj) gilt. Die Menge aller dieser ; bilden einen orientierten
Atlas von M. Eine Aquivalenzklasse von orientierten Atlanten nennen wir Orientierung
von M. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit
gewdhlter Orientierung. Fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit nennen wir eine Karte
aus der gewéhlten Orientierung positiv orientiert. Eine Basis vy, ..., vy, von T, M heifit
positiv orientiert, falls es eine positiv orientierte Karte x: U C M — V C R™ um p
mit k(p) = 0 und d,x(v;) = e; fiir alle ¢ gilt.*

Ein (lokaler) Diffeomorphismus f: M — N zwischen zwei orientierten Mannigfaltigkei-
ten ist orientierungserhaltend, falls fir jedes p € M eine positiv orientierte Basis von
T, M mittels d,, f auf eine positiv orientierte Basis von T, N abgebildet wird. Ist f
nicht orientierungserhaltend, nennen wir f orientierungsumkehrend.

Beispiel 11.10.2. (i) Sei S! = [0,27]/{0 ~ 27} gegeben. Sei k1: ¢ € ST\ {0} — ¢ €
(0,27) und kg: ¢ € S\ {7} > (¢ + 7 mod 27) € (0,27). Dann ist xp(k; *(¢)) =
(¢ + m mod 27) und damit d,., (4) (k2 0 k7 ") = id. Der Atlas von S, der durch
k1 und ko gebildet wird, ist also ein orientierter Atlas, wogegen das Hinzufiigen
von k3: ¢ € ST\ {0} — 27 — ¢ € (0,27) zwar noch einen Atlas, aber keinen
orientierten Atlas mehr ergebe.

(ii) Spiegelungen im R™ sind orientierungsumkehrend. Drehungen und Translationen
sind orientierungserhaltend.

(iii) Die Hintereinanderausfithrung zweier orientierungserhaltender bzw. zweier orien-
tierungsumkehrender Abbildungen ist orientierungserhaltend. Die Hintereinander-
ausfiihrung einer orientierungserhaltenden und einer orientierungsumkehrenden
Abbildung ist orientierungsumkehrend.

(iv) Alle S™ sind orientierbar. Man kann direkt nachrechnen, dass die Antipodenabbil-
dung A: S™ — S™, x — —x, genau dann orientierungserhaltend, falls n ungerade
ist.

*Wenn nicht anders gesagt, verwenden wir R” immer mit der Orientierung, bei der ey, ...,em
positiv orientiert ist.
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dp A(v)

Abb. I1.13.: Links: Die Antipodenabbildung A: S' — S ist orientierungserhaltend.

Rechts: Ist (vi,v2) positiv orientiert, dann ist (v; = dyA(vy),vh =
dnA(va)) negativ orientiert. Also ist A: S? — S? orientierungsumkeh-
rend.

Daraus folgt, dass RP™ = S"/{x ~ —x} orientierbar ist, wenn n ungerade ist.
Sei andererseits 7: S™ — RP™ die Projektionsabbildung. Dann ist w0 A = 7. Mit
(ii) folgt, dass fiir n gerade RP™ nicht orientierbar sein kann.

Lemma I1.10.3. Ist M eine orientierbare Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau zwei
Orientierungen von M.

Beweis. Sei A ein orientierter Atlas von M. Dann ergibt {rox | x € A} mit
ro(xl, . 2™) € R™ — (=2, 2™) € R™ eine zweite Orientierung auf M. Um
zu zeigen, dass es keine weitere Orientierung gibt, sei nun B ein weiterer orientier-
ter Teilatlas. Angenommen, B hat keine der bisherigen Orientierungen. D.h. es gibt
Karten (k;: U; - V) € A, i = 1,2 und (k: U — V) € B mit nichtleerem Schnitt
der Definitionsbereiche, detd(xk; o k=) < 0 und det d(r o k3 0 K~1) < 0 auf einer ggf.
kleineren Menge als U; N U N U. Aber dann wére dort det d(kq o /i’l) > 0 und damit
det(d(rg 0 k1)) = detd(rg o k') detd(k o k7 ') < 0, was ein Widerspruch zur Wahl
von A ist. O

Lemma 11.10.4. Sei M orientierte Mannigfaltigkeit. Fiir jede Basis vy, ...,Up, in
Tp,M ist entweder diese Basis oder —vn,...,Vy, positiv orientiert.

Beweis. Sei A: T,M — R™ gegeben durch v = Xv; — (A',...,A\™). Dann ist x:=A o
exp, ! auf einer Umgebung von p eine Karte von M mit «(p) = 0 und dpr(v;) = ;. Wie
in Lemma I1.10.3 ist dann entweder x oder r o x positiv orientiert, was die Behauptung
impliziert. O
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1.10.2. Mannigfaltigkeit mit Rand

Definition 11.10.5. Eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand* ist ein topologischer Raum
(M, T), so dass die Topologie Hausdorffsch ist, eine abzéahlbare Basis besitzt und lokal
homoéomorph zu

R7:={(z',...,2™) | 2™ > 0}

ist, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M um p, eine offene
Teilmenge V' C R und eine Abbildung x: U — V, so dass « ein Homéomorphismus
ist und dass die Kartenwechsel x o (k’)~! fiir jedes Paar von Karten x: U — V und
k' U" — V' glatte Abbildungen sind. Wir nennen

OM:={p € M | IKarte k: U — V von M mit x(p) € R™ ™ x {0}}

den Rand von M. Die Definition von Orientierbarkeit wird ganz analog fiir Mannigfal-
tigkeiten mit Rand {ibernommen.

Beispiel I1.10.6.

(i) Jede Mannigfaltigkeit im Sinne von unserer urspriinglichen Definition 1.3.8 ist
insbesondere eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand M ist dann die leere
Menge.

(if) B1(0) C R™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Karten kann man z.B. bauen,
in dem man die stereographische Projektion erweitert. Am Beispiel von m = 2
und einer Karte nahe (—1,0) € B1(0) C R? kann man z.B. die Abbildung

fi(z,y) = (12%@,,1 — /22 + 42) nehmen:
Die stereographische Projektion vom Norpol auf
die Gerade {y = —1} ist

2x

(@.9) € SO} = 17

Die Abbildung f von oben gibt (auf geeignetem
Definitionsbereich) die Karte wie im Bild.

Es ist dB1(0) = S™~1. (Ist M C R™ mit induzierter Topologie eine Mannigfaltig-

keit mit Rand, dann ist M i.A. nicht das gleiche wie der Rand von M als Menge
im R™.)

Satz I1.10.7. Ist M eine (orientierte) Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
m > 2, dann ist OM eine (orientierbare) Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1.

Beweis. Sei A ein (orientierter) Atlas von M. Fir x: U — V C R™ aus A mit
K2V N (R™ x {0}) # 9) identifizieren wir V N (R™~! x {0}) durch Weglassen
der letzten Koordinate als Teilmenge Vy C R™~!. Dann bilden die Vereinigung der
eingeschréinkten Karten k%:=k|y, oy : k1 (Vo x {0}) € OM — Vo C R™ ! cinen Atlas
von OM. Damit ist OM eine (m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

*Auch hier werden wir wie bisher glatt nicht mehr erwahnen.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass aus M orientiert, folgt, dass M orientierbar ist: Fiir
Kartenwechsel solcher k;: U C M — V C R™ wie oben, also die auch Punkte mit OM
gemeinsam haben, sei

rLoky (J €R™TLy™ €R) = (A(7,y™) € R™T1, B(7,y™) €R).
Dann ist A(3,0) = &9 o (k9)~1(y), B(%,0) = 0 und damit

1y _ (dy(sY o (k5)71) 0
d(.@vo)(ﬁl © Ry ) - ( * <d(g’0)(l‘§1 © 551)(em)7 €m>) .

Da nach Konstruktion der Karten nur nichtnegative x,,-Koordinaten vorkommen ist
(dg,0)(k1 0 K5 1) (em), em) > 0. Aus der Orientierung des Atlas der x; ist damit der
obige Atlas von M auch orientiert. O

Bei gegebener Orientierung von M zeichnen wir eine Orientierung auf M — die von
M induzierte Orientierung auf OM — wie folgt aus: Eine Basis ui, ..., um—1 € T,0M
positiv orientiert, falls n(p),u1,. .., Um—1 € T,M fiir eine Karte aus dem orientierten
Atlas von M positiv orientiert ist. Hierbei ist n(p) ein von M weg zeigender Vektor in
T,M\ {0}.

Bemerkung I1.10.8. Ist M eine null-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann ist M eine
disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen Punkten. Ist M also zusammenhéngend,
dann ist M = {x}.

Ist M eine eindimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand, dann ist M eine
disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen Kreisen und abgeschlossenen Intervallen.*
Alle eindimensionalen Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Sei M = [a,b] C R mit gewahlter Orientierung, so dass x(x) = x positiv orientiert ist.
Die Definition von induzierter Orientierung wird auf den Rand von eindimensionalen
Mannigfaltigkeiten fortgesetzt, in dem wir sagen, {a} is negativ orientiert und {b} ist
positiv orientiert (bzw. genau andersherum, wenn «(x) = —x positiv orientiert ist).

11.10.3. Differentialformen

Differentialformen geben eine einheitliche Sprache, um Integrale zu definieren, egal ob
iiber Kurven, Flachen, Kérper oder Mannigfaltigkeiten.

In der Physik werden Differentialformen z.B. verwendet um Elektromagnetismus ma-
thematisch zu formulieren.

Wir fithren als erstes allgemeiner den Begriff des Tensors ein. Tensoren kennt man
bereits aus der (multi-)linearen Algebra. Wie bei der Riemannschen Metrik wird dann
verlangt, dass punktweise der Begriff der linearen Algebra vorliegt und das ganze dann
glatt vom Punkt der Mannigfaltigkeit abhéngt:

*Fiir einen Beweis siehe z.B. [GP74, Appendix 2].

101

Vorl. 25 - 23.01.



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Einsformen. In einem festen Punkt p € M ist eine Finsform einfach nur das Dual
eines Tangentialvektors in 7}, M, also ein Element w, € T7M im Kotangentialraum in
p € M, also eine lineare Abbildung wy,: T,M — R, vgl. Definition II.1.8. In lokalen
Koordinaten % um p ist a%|p eine Basis vom T,M. Die zugehorige duale Basis
bezeichneten wir mit dz®|,, d.h. dz®|, € T, M und dw“|p(%|p) = d5. Also haben wir
in lokalen Koordinaten die Darstellung w, = wq(k(p))dz®|, mit w,(x(p)) € R fiir alle
a.

Wie bei glatten Vektorfeldern wollen wir, dass unsere Einsform auf M glatt vom Punkt
abhéngt:

Definition I1.10.9. Eine glatte Einsform w auf M ist eine glatte Familie (w, €
TyM)pens, d.h. in lokalen Koordinaten z einer Karte x: U — V um p ist w, =
wa(k(p))dz®|, und wy: V — R ist glatt. Die Menge der Einsformen auf M bezeichnen
wir mit QY (M).

Analog wie bei Vektorfeldern kann man nachrechnen, dass diese Glattheitseigenschaft
nicht von der Wahl der Karten abhéngt. Weiterhin schreiben wir fiir die lokale Darstel-
lung oft kurz w = wadz®.

Insbesondere gibt ein w € Q' (M) damit eine Abbildung
w: X(M) = C®(M), X~ (peM—w,(X(p))).

Die Linearitdt der Einsform in jedem Punkt fithrt zu einer C'°°(M)-Linearitat fir
we QY M): Sei feC®(M)und X € X(M). Dann ist

w(fX) = fw(X) e C>*(M).

Aus (II.1) folgt direkt die Formel, wie sich Einsformen unter Koordinatenwechsel
transformieren: Sei w = @gdy” die lokale Darstellung in Koordinaten y (Die zugehérige
Karte heifie %.). Dann ist

w= wa%dy’g (expliziter: w(p) = wa(n(/%_l(p))gzﬁ%1(p)dyﬁ|p> . (IL.16)

(0,s)-Tensoren. In einem Punkt p € M™ ist ein (0,s)-Tensor eine multilineare
Abbildung
¢: TrM x ... xT,M — R.

s—mal

Diese Multilinearformen bilden einen Vektorraum, den wir mit 7 (7}, M) bezeichnen.
Fir ¢ € T2 (I,M) und ¢ € T2 (T,M) definiert man das Tensorprodukt ¢ @ ¢ €
10 . (T,M) durch

Ss1+82

PR P(V1,- -+, Vsy455):=(V1, - -+, Vs, )P (Vsy 415 -+ 5 Vs 4s5)-
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Das Tensorprodukt 19 (T, M)®T2 (T, M) definieren wir als den linearen Span aller ¢®1)
mit ¢ € T (T,M) und ¢ € TP, (T, M), wobei Elemente Y, ¢% @ ¢f und Y, ¢4 ® 3
als identisch betrachtet werden, wenn sie als multilineare Abbildungen identisch sind.

D.h. wir kénnen z.B. eine Bilinearform als Tensorprodukt von Einsformen auffassen: In
lokalen Koordinaten x® haben wir fiir eine semi-Riemannsche Metrik im Punkt p € M

9p = Gap(p)dz®|p © da’[,* (I1.17)
Denn:
av B 0 0 av B N 8
gp(X, Y)=XY gp(a?hn Wlp) = XY ga,@(p) = gaﬁ(p) (dm ‘p ® dx |p) (X,Y).

Also bildet dz®|, ® dz?|, eine Basis von T9(T,M). Analog sieht man, dass dz°!|, ®
... ® dx®s|, eine Basis von T2 (T, M) bildet. Damit ist dim7?(T,M) = m®.

Es ist also per Definition schon T (T, M)®Te (T,M) C T?

s +s, (Tp M), aber es gilt sogar
T T, M) @ T, (T,M) = T, (T, M) (folgt aus Auswertung auf Basiselementen).

Definition I1.10.10. Ein glatter (0, s)-Tensor ¢ auf M ist eine glatte Familie (¢, €
TO(T,M))pen, d.h. in lokalen Koordinaten z einer Karte xk: U — V um p ist

Op = Pas...as (K(p))dx |, @ ... @ dz*

p

und @u, . .a,: V — Rist glatt. Die Menge der glatten (0, s)-Tensoren auf M bezeichnen
wir mit TsoM .

Oft schreiben wir kurz: ¢ = ¢q, .. .0.dc*' ®...@dz% . Im Falle, dass die ¢q, ..o, invariant
unter Permutation der Indizes sind schreibt man sogar ¢ = ¢q,,....a.dz®" ...dx%:. Die
letzte Schreibweise hatten wir z.B. fiir die formale Notation der Metrik g = gaﬂdxadxﬁ
genutzt. Eigentlich ist das auch hier das Tensorprodukt und benutzt, dass gng = gga
ist und es deshalb auf die Reihenfolge der dz® nicht ankommt.

Transformationsverhalten y = y(z):
¢ = (bal...asdxal ®...Qdr*

multilin. ox™ ox*s
I W A s

dy* @ ... ® dyP-.

(r,s)-Tensoren. Da ein Vektorraum V kanonisch isomorph zu seinem Bidual V** =
(V*)* ist, kann ein Vektor v € V auch als lineare Abbildung v: V* — R aufgefasst
werden, also als Element in TP (V*).

In diesem Sinne, definieren wir einen (r, s)-Tensor als eine multilineare Abbildung

Vix.. xV*xVx...xV =R,

r—mal s—mal

103



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Wie oben bilden diese Tensoren einen Vektorraum, den wir nun mit 77 (V') bezeichnen.
Wir koénnen analog das Tensorprodukt fir ¢ € T71 (V) und ¢ € T;2(V) als ¢ ® ¢ €
TI (V) durch

s1+52

dRY(ut,. U vy v )

=d(ut, . um v, v )T T2 g g s )
definieren sowie den Vektorraum 77! (V) ®1T,?(V') als Span aller solcher ¢ ®) einfiihren.
Bemerkung I11.10.11.

() TX(V) = V*, T3(V) &£V, Z.B. ist die Dualititspaarung (.,.): V* x V — R ist
ein (1, 1)-Tensor.

(ii) Analog zu den (0, s)-Tensoren folgt: Ist e, ..., e, eine Basis von V und € die
zugehorige Dualbasis, dann ist

{e ®...0¢, @ @... @ | 1<j,k <m}
eine Basis von 77 (V). Damit ist dim 77 (V) = m"*5.

(iii) Die obige Definition von ¢®1 induziert eine lineare Abbildung T7! (V)®T;2(V) —

T2 (V). Das ist ein Isomorphismus. Insbesondere kann man so 77 (V) mit

VO @ (V)% =V®..VeV*®...V*

r—mal s—mal

identifizieren.
(iv) Der Vollstandigkeit halber betrachtet man ein Element in R als einen (0, 0)-Tensor.
Wenden wir das wieder auf V' = T,,M mit variierendem p an:
Definition I1.10.12. Ein glatter (r, s)-Tensor ist eine glatte Familie von (r, s)-Tensoren

¢p € TT(Tp,M), d.h. in lokalen Koordinaten z* einer Karte x: U — V um p ist

0
B Bs
Gpor O @ g @d @ ode

¢p = 05, 5. (K(p))

und ¢! 570 V — R glatt. Den Vektorraum aller (r, s)-Tensoren bezeichnen wir mit

TS M
Insbesondere ist ein glatter (0,0)-Tensor ein Element in C*°(M).

Bemerkung I1.10.13. Operationen, die man von Vektoren kennt, vererben sich
mittels punktweiser Anwendung zuerst auf Vektorfelder und dann mittels Dualitdt und
Multilinearitéat auf (r, s)-Tensorfelder:

(i) Addition: T/ M x T'M — T7 M, (T + S)(p):=T(p) + S(p)
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(ii) Multiplikation mit glatten (reellwertigen) Funktionen: C*° (M) x T/ M — T M,
(f,T) = fT mit fT(p):=f(p)T(p). Es gilt f1(foT) = (f1.f2)T und (f1 + f2)T =
HT + foT.

Das macht 7] M zu einem C*°(M)-Modul.

Es kommt nun noch die Operation des Tensorprodukts hinzu 7/ M@T2 M — 7:5;22 M,
(6, ¢) ¢ @ Y.

Insbesondere Eigenschaft (ii) kann als bestimmende Eigenschaft von Tensoren gesehen
werden: Die Multilinearitit in jedem Punkt impliziert die C'*°(M)-Linearitit des
Tensors:

Bemerkung I1.10.14. ('Tensoriell’- Charakterisierung von Tensoren) Eine multilineare
Abbildung
T: X(M)x ... xX¥(M) > XM)®...0 X(M),

s—mal r—mal

die T(f1X1,..., fsXs) = f1... [{T(X1,...,X,) fir alle f; € C°(M) und X; € X(M)
erfiillt, definiert einen (r, s)-Tensor durch

Twh ... WX, X)=w'®... 0w (T(X1,..., X)), *

Man sagt T ist tensoriell bzw. C°°(M)-linear in den r-Eintrégen, wobei T'(X1, ... X;) =
Zi:l Vi1 ® ... ® Yy, fiir geeignete Vektorfelder Y; € X(M) ist und damit w! ® ... ®
W (T(Xy,...X,)) = S TTy wi(Yai) ist. Andersherum ergibt jeder glatte (r,s)
Tensor T' eine Abbildung T mit obigen Eigenschaften.

Beispiel 11.10.15. Aus den Eigenschaften vom Levi-Civita Zusammenhang V oder
der lokalen Darstellung von V folgt direkt, dass der Wert von VxY im Punkt p nur
von X im Punkt p abhéngt. Da Y jedoch differenziert wird, hangt dieser Ausdruck
nicht nur von Y im Punkt p ab, sondern nur von Y entlang einer Kurve ausgehend von
p mit Anfangsvektor X (p).

Damit kann man VY: X(M) — X(M), X — VxY fiir festes Y € X(M) als (1,1)-
Tensor auffassen: (VY),: TyM x T,M — R, (VY),(wp, Xp):=w,((VxY),). Des-
halb nennt man Eigenschaft (ii) aus Lemma I1.2.1 auch tensoriell. Die Abbildung
Vx:X(M)—= X(M),Y — VxY, ergibt hingegen keinen Tensor, da V derivativ in der
zweiten Komponente ist.

Analog ist Riem ein (1, 3)-Tensor und Ric ein (symmetrischer) (0, 2)-Tensor.

Bemerkung 11.10.16. (X(M) < QY(M) mit Hilfe von g) Der Vektorraum V und
sein Dual sind zwar isomorph, aber es gibt keinen natiirlichen Isomorphismus zwischen
beiden (anders als bei V und V**). Haben wir auf unserer Mannigfaltigkeit allerdings

*Achtung: Hier sind die Indizes bei X; und w’ nur Indizes fiir verschiedene Vektorfelder bzw.
Einsformen und nicht die Indizes fiir die Komponentenfunktionen in lokalen Koordinaten. Deshalb
wird hier auch fir die X;/w* der untere/obere Index verwendet, um das zu unterscheiden.
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eine (semi-)Riemannsche Metrik, kénnen wir mit dieser Zusatzstruktur einen solchen
Isomorphismus zwischen T, M und Ty M mittels T,M — Ty M, v v"::gp(.,v)
auszeichnen und damit auch einen zwischen Vektorfelder und 1-Formen:

b: X(M) — QY (M), X — X’:=¢(X,.).

Man muss sich noch iiberlegen, dass dies wirklich ein Isomorphismus ist. Das folgt lokal
mittels einer Abbildung der Basen (definiert iber Koordinaten) aufeinander abgebildet
werden. In lokalen Koordinaten z® auf U C M ist die Abbildung X(U) — Q(U) durch

0 0] 0
X’Y% —> g(X’Y%’ ) = gaﬁ(dl’a ®dz5) (X’yal"y, ) = Xagagd:cﬁ

gegeben.*

Da aus dem oberen Index der Koordinatenschreibweise X“ so ein Objekt mit resul-
tierendem (Da tiber o summiert wird, bleibt nur 8.) unterem Index 8 in X g wird,
sagt man dazu auch Runterziehen eines Index mittels g.

Die inverse Abbildung zu b wird mit # bezeichnet, d.h. w € Q1(M) — w# € X(M) —
dann ist w,dz® — wag(w%. Wir sagen dazu, dass wir einen Index mittels g Hochzie-
hen.t

Mit dieser Methode haben wir z.B. auch den Gradienten eines f € C°°(M) definiert,
vgl. S. 68. Aber auch aus dem (0, 2)-Ricci-Tensor einen (1, 1)-Ricci-Tensor gemacht,
vgl. Bemerkung I1.6.10.

Bemerkung I1.10.17. In der lokalen Darstellung kann man an der Stellung der
Indizes oben/unten sehen, um welche Art von Tensor es sich handelt. Insbesondere
transformieren sich obere Indizes anders als untere Indizes unter Koordinatenwechsel. In
der Physik sagt man, obere Indizes transformieren sich kovariant, unter kontravariant.

Differentialformen. Die antisymmetrischen Tensoren in o € TP (T, M), d.h.

V1, Vi1, Vi Vi 1y« -+, V1, U5 Uy - - - V)
= _Oé(Ul, sy Vi1, V5, Vit 1y -+ -5 Uj—1, Vi Ujt1,y - - - avk)a
fiir alle i # j, bezeichnen wir mit AT, M.
Eine k-Differentialform ist (0, k)-Tensor

ar X(M) x ... x X(M) — C=(M),

k—mal

*Auch X"‘a% — Za X%dz® ist lokal ein Isomorphismus. Er ist aber keine gute Wahl, weil er
stark von den gewéhlten Koordinaten abhéngt - er hat nicht das nétige Transformationsverhalten, um
in neuen Koordinaten ganz analog definiert zu sein. Das auf der rechten Seite das a beides mal als
oberer Index auftaucht, ist das Indiz dafir.

TDeshalb auch die Notation mit den musischen Operatoren # bzw. b, die auch die Téne in der
Musik Hoch- bzw. Runterziehen.
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I1.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

der antisymmetrisch ist. Die Menge der k-Differentialformen auf M bezeichnen wir mit
QF(M).

Die Abbildung P: T,2(M) — QF(M) definiert durch

1
(PT)(XLan) = g Z SgnaT(XU(l)a"'aXa(k))

’ gESk

fiir alle X; € X(M), ist eine Projektionsabbildung, d.h. P? = P.

Wir definieren in lokalen Koordinaten z* auf U ¢ M
de™ Adz'2 AL AN de'=KIP(dz" ® ... ® dz'™).
Aus der Antisymmetrie folgt z.B.

det A da? (X1, Xo) = Z sgnodrt ® de(XU(l),XU(Q))
g€Ss
=da! (X1)dz?(X3) — do*(Xo)dz' (X,),

und damit ist ‘ _ ‘ _ _ ‘
dz* ANdx? = —dx? ANdx' und dz* A dxt = 0.

Damit ist {dz" |,Adz*2|,A. .. Adz"|,}i, <. <i, in jedem p € U eine Basis der antisymme-
trischen Tensoren in TP (7T, M) und dim A*T,M = (ZL) Insbesondere ist AF>™T,M =
{0} und damit Q*>™(M) = {0}. AuBerdem ist A™T,M = R -dal|, A... A dz™|,
und aus wi,ws € Q™(M) folgt somit die Existenz einer Funktion f € C°°(M) mit
wy = fws.

Das Dachprodukt/Wedge-Produkt fiir Differentialformen Seien w € Q¥(M) C  Vorl. 26 - 25.01.
TI(M) und n € QM) C T2 (M). Dann sei das Dachprodukt definiert

|
wAn= (kk_:_e'g)P(w ®0) € QFHE(M).

Der Faktor vor P ist so gewéhlt, dass
(dz™ A Adz™) A (do?* AL A da?t) = dat AL A dat A da?t AL LA da!
gilt. Man kann direkt folgende Eigenschaften des Dachprodukts nachrechnen:

Lemma I1.10.18. Das Dachprodukt ist assoziativ und antikommutativ. Antikommuta-
tiv heifit hier
anB=(=D"*BAa VaeQF(M),Bec Q' (M).

Beispiel 11.10.19. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sind X;, i =
1,...,k, Vektorfelder auf M, dann ist X! € Q'(M) und damit w:=X} A... A X} €
QF(M). In einem Punkt p € M verschwindet dieses w|, € A*T,M genau dann, wenn
X1(p), ..., Xk(p) linear abhéngig sind.
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Pullback von Differentialformen Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten. Wir definieren F*: QF(N) — QF(M) als

(F"0)p(X1(p), - -, Xi(p)) = ap@p) (dpF (X1 (D), - -, dpF (Xk(p)))

fiir alle « € QF(N) und X; € X(M).

Lemma I1.10.20. In lokalen Koordinaten gilt

OF"  QF"
Ozt OxIk
Weiterhin ist F*f = f o F fiir f € Q°(N) = C*®(N) und F*(a A B) = F*a A F*B fiir
alle « € QF(N) und B € QY(N).

Sind N und M m-dimensional lokal mit den Koordinaten x* bzw y7 versehen und ist
w=dx' A...Adz™ € QT(N), dann gilt

F*(fiy andy™ A Ady™) = (fi, i, o F) dzdv A ... A datk,

F*w =detdFdy' A...Ady™. (11.18)

Beweis. Direktes Nachrechnen. Die Formel fiir F*w folgt dann direkt aus dem Ent-
wicklungssatz fiir Determinanten. O

Die Anderung lokaler Koordinaten ist auch immer ein lokaler Diffeomorphismus. D.h.
insbesondere, dass die letzte Formel fiir F*w insbesondere zeigt, dass w € Q™ (M)
unter Koordinatentransformationen das gleiche Verhalten zeigt, wie wir es von dem
Transformationssatz fiir Oberflichenintegrale kennen. Das wird der Grund sein, warum
wir spater Topformen (also die m-Formen einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit)
wohldefiniert integrieren kénnen.

Die duBere Ableitung d = d%,: QF(M) — QFF1(M) soll die Tangentialabbildung df
von Funktionen f: M — R verallgemeinern. Fiir solche f € C*°(M,R) = Q°(M) ist
df eine lineare Abbildung von X(M) — X(R) = C*°(R,R) und kann damit als 1-Form
aufgefasst werden: df € Q(M).

Wir definieren d: QF(M) — QF+1(M) durch: Sei v € Q¥(M) und z* lokale Koordinaten
um p € M. In diesen Koordinaten habe a die Form fil,__,»kdx“ A...Adz' . Dann sei do die

k+1-Form, die in diesen lokalen Koordinaten die Form da = %T““dm“/\dmil A. . .Adzt*
hat.

Wohldefiniertheit von d? Wie tberprift man, dass die lokalen Formeln ein globales
Objekt definieren?

Man iiberpriift, dass fiir Darstellungen in zwei verschiedenen lokalen Koordinaten, auch
die Bilder der Abbildungen wieder das gleiche Objekt nur in verschiedenen Koordinaten
darstellen: Sei y° andere Koordinaten um p. Dann hat « in diesen Koordinaten die

Form ) )
¥ ¥
axldyle...Aaxk

ik
Oy Oyix dy

a= fi,..i(x(y))
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und ) .
Ofi, i, 0x° ox" . ox™ .
do = =2 o dy? A ——dy”t AL A S——dy't
“ Oz Oyb 4 Oy Y OyIx Y
Benutzt man die Definition von da in den Koordinaten y* erhilt man:
Ofi,. i orh | . Ozt .
do ==2 dy? N ——dyt AL A ———dy'™
Oyb y Oy Y Oyir Y

0%z Ozt Ozt

+ fiy. i (2(y)) dyb/\dyj1 A A dy'*

i

Dyir

).

+ ... (8hnliche zweite Ableitungen der anderen

Der erste Summand ist genau da wir oben definiert und die ganzen anderen Summanden
verschwinden wegen der Antisymmetrie von A und dem Lemma von Schwarz. Die zeigt
die Unabhéngigkeit der Definition von d von der Wahl der Koordinaten.

Oft wird d auch abstrakt eingefiihrt, im Sinne, dass die folgenden Eigenschaften den
Operator d eindeutig bestimmen:

Lemma I1.10.21. Fir alle k € N und alle Mannigfaltigkeiten M existiert genau eine
R-lineare Abbildung d = d%,: QF(M) — QFFL(M) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir f € C>°(M) = QM) ist d%, f gerade die Tangentialabbildung df
(2) (Leibnizregel) Fiir alle o € QF(M), B € QY(M) gilt d(anB) = (da)AB+(—1)FandB.
(8) &?=diitodh, =0

(4) (Natirlichkeit) Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten,
dann gilt F* Od’f\, = d’f\/[oF*.

Der Operator d heifit dulere Ableitung.

Beweis. Das 'unser’ d von oben, die Eigenschaften erfiillt, kann man mit der lokalen
Darstellung einfach nachrechnen. Dann rechnet man nach (induktiv iiber k), dass ein d
welches diese Eigenschaften hat, sich lokal wie unser d von oben verhalten muss. [

Beispiel 11.10.22. (Die dufiere Ableitung im R3) Sei M = R3, f,w;, V; € C>(R3).
Dann haben wir df = (gradf)’. Fiir w = w;dz® € Q' (R3) gilt

dw =d(w;dz") = Qjw;dz? A dx’
:(81(4}2 — 82W1)d.%‘1 A da? + (82w3 — 630.)2)d1'2 A da? + ((930.)1 — 810.)3)d£[:3 Adzt.

Es ist (Oywg — Oowr, Oaws — Oswa, 3wy — O1ws) = rot(ws, w1, ws).

Jede zwei-Form a = Vadz! A dz? + Vidz? A dx® + Vadz® A dz' kommt von einem
Vektorfeld V = (V1, Va, V3) und es gilt

do = (divV)daz! A da® A da.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Ist w € Q3(R3), dann ist dw = 0, da QF=dm N(N) = {0} ist.

Die #uBere Ableitung implementiert in R? damit die klassischen Operatoren der Vek-
torrechnung. Die Identitdt d? = 0 ist dann einfach rot gradf = 0 und divrotV = 0.

Lemma I1.10.23. Fir w € QF(M) und X; € X(M) gilt

~

k
dw(Xo,..., Xp) =Y (1) Xiw(Xo, ..., Xi,..., Xp)
i=0

?

+ Y (D)X X)L Xo, o Xy, K X,
0<i<j<k

Hier bedeutet Xi, dass der i-te Index in dieser Folge ausgelassen wird. Insbesondere
gilt fiir Einsformen w € QY (M):

dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) — w([X,Y]). (I1.19)

Beweis. Wir rechnen hier nur den Fall £ = 1 lokal nach, die allgemeine Formel geht
analog: Sei w = w;dz’, X = X'0; und Y = Y"9;. Dann gilt dw = d;w;dz? A dz' und
damit
XwY) = YwX) - w(X,Y]) =X"0;(w;Y7) — Y'0;(w; X7) — w;(X?0;Y'— Y70, X7)
=X"Y70w; — Y' X7 9w; = dw(X,Y). O

Differentialformen und Orientierbarkeit

Satz 11.10.24. FEine Mannigfaltigkeit M™ ist genau dann orientierbar, wenn es nir-
gends verschwindende m-Form w € Q™ (M) gibt.

Beweis. Sei w zuerst eine nirgends verschwindende m-Form auf M. Sei A ein Atlas
von M und r: R™ — R™ (z!,...,2™) — (—a!,...,2™), die Reflexion in der ers-
ten Koordinate. Sei A’ die Menge aller Karten aus A fiir deren lokale Koordinaten
w(01,...,0m) > 0 gilt. Wir setzen

B=AU{ror|re A\ A'}.

Dann ist B ein Atlas von M. Weiterhin gilt fiir ein Paar x: U — V und n: U’ — V'
von Karten in B mit U N U’ # @ und zugehérigen Koordinaten 2 bzw. y':
0 _owont)
oxrt oxt OyJ

und damit wegen Multilinearitdt und Antisymmetrie

0 0 0 0
S ) —detD(kon e [ 2., L),
w(@xl’ ’axm> det D(kon )w<8y1’ ’ﬁym)
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Da beide Ausdriicke in w nach Konstruktion von B punktweise positiv sind, folgt
det D(k on~!) > 0. Damit ist B ein orientierter Atlas.

Sei andererseits M orientierbar. Dann gibt es einen orientierten Atlas B = {kq: Uy —
Vi taea fiir M. Sei p,, eine untergeordnete Zerlegung der Eins zu {U, }aca. Wir setzen

w::Zpadx}l ANPAN A
«

wobei ¢, die zu s, zugehdrigen Koordinaten seien. Es ist w € Q™ (M). Fiir Uy, NU,, #
@, folgt aus der Orientierbarkeit von M und dim A™T,M = 1, dass dz}, A ... Adz},
punktweise ein positives Vielfaches von dz}, A ... A dz ist. Damit ist w nirgends
verschwindend. O

Bemerkung I1.10.25. Jede nicht orientierbare Mannigfaltigkeit M hat eine zweifache
Uberlagerung M, die orientierbar ist. (Eine zweifache Uberlagerung M von M ist eine
Mannigfaltigkeit, die eine freie Zy-Gruppenwirkung besitzt, deren Orbitraum wieder
M ist.)

Lemma I1.10.26. Ist (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann
definiert

dvoly(v1 € T,M, ... vy € TpyM):=det (gp(vi, €5))ij
(d.h. dvoly|, = €5 A ... A€>), fiir e; eine positiv orientierte Orthonormalbasis in T, M,

eine nirgends verschwindende Form dvol, € Q™ (M). Bzgl. lokaler Koordinaten x* einer
positiv orientierten Karte um p gilt dvoly, = ./detgijdxl Ao Ndx™.

Beweisschritte: Man rechnet erst nach, dass fiir gegebenes p € M die Definition
nicht von der gewédhlten Orthonormalbasis abhidngt. Wegen der Antisymmetrie der
Determinante folgt dann dvolg|, € A™T, M. Lokal gibt es immer glatte Vektorfelder e;
die punktweise eine Orthonormalbasis des zugehorigen Tangentialraumes bilden. Wegen
Wohldefiniertheit in jedem Punkt folgt dvol, € Q™ (M).

Sei k eine positive orientierte Karte mit lokalen Koordinaten x*. Dann ist dvol, =
flx = (zb....2™))dz! A ... Adax™, da A™T,M fiir jedes p € M eindimensional ist.
Wir berechnen

f(2)? = (dvoly(d1, ..., 0m))* = det? (g(8;, ;))
=det (9(0;,€;)i,;) - det (g(ej,0r)j,¢) = det (g(0s,00)i 0) = det gie. O

Integration von Differentialformen Beim Koordinatenwechsel von Topformen mit
einem lokalen Diffeomorphismus in (II.18) haben wir schon gesehen, dass diese das
gleiche Verhalten wie im Transformationssatz haben. Das ist der Grund, warum un-
sere nachfolgende Definition vom Integral einer Topform unabhéngig der gewihlten
Koordinaten ist.

Sei w € Q™(M). Sei k: U C M — V C R™ mit lokalen Koordinaten x‘. Dann hat
(k~H*w die Form adz® A ... Adz™ mit a € C°°(V). Das kénnen wir iiber V integrieren:

/(ﬁfl)*w::/ adz' ... dz™.
% %
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VCcR™

Abb. I1.14.: Sei e; eine Orthogonalbasis vom R™ mit ||e;|| =€ und v;:=(d,x) " (e;).
Dann ist der Flédcheninhalt des Parallelepipeds, welches durch v; gebildet
wird, geteilt durch €™ im Limes fiir e — 0 gleich y/det g;;(p).

Haben wir einen orientierten Atlas von M mit Karten k,: U, — V,, und eine unterge-
ordnete Zerlegung der Eins p,. Dann definieren wir

/| w=3 / ) ()

Man kann nachrechnen (mittels Transformationssatz fiir Integrale und (I1.18)), dass
diese Definition unabhiingig vom gewéhlten Atlas (bei gegebener Orientierung ist) ist.
Andert man die Orientierung der Mannigfaltigkeit, dndert sich das Vorzeichen des
Integrals.

Fiir M = {p} positiv bzw. negativ orientiert und f € C*°(M) (was einfach nur eine
Zuordnung p — ¢ € Riist), sei [,, f = f(p) bzw. [,, f = —f(p).

Ist (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann bezeichnen wir mit
vol(M, g):= [, dvoly das Volumen von (M, g). Wahrend dvol, global nur fiir orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeiten definiert ist, kann man vol(M, g) auch allgemein fiir
Riemannsche Mannigfaltigkeiten definieren, indem man die Additivitdt des Volumen
nutzt, sowie dass lokal alle Mannigfaltigkeiten orientierbar ist und dass das Volumen
nichtnegativ ist.

Anschauung: /det g;; misst die Volumenénderung eines kleinen Parallelepipeds unter
der Karte, vgl. Abbildung II.14.

Lemma I1.10.27. Ist f: Y — X ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus
zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten, dann gilt

fiomfe
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Auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit kénnen wir nur m-Formen integrieren. D.h.
aber auch das wir auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit, die Einschrankung
einer k-Form aus QF (M) integrieren kénnen:

Sei ¥ C M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M und ¢: ¥ — M die
zugehérige Inklusionsabbildung. Sei w € QF(M). Dann ist w|y 1= t*w € Q*(X) und wir
setzen

/w:z/L*w ::/w|g.
) b b

Beispiel 11.10.28. (Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des R?)

(i)

Sei w = widz® € Q1(R?) und v = (41,4%,93): ST =[0,1]/{0 ~ 1} — R? eine
Einbettung. Sei v(S') so orientiert, dass §(t) € T,)v(S*) positiv orientiert ist.
(Bildet « sogar nach R? ab, dann ist v(S*) positiv orientiert, v mathematisch
positiv durchlaufen wird.) Dann ist

yeda' = 4'(s)ds

und damit

[y(51) Y= /S1 (wi 0 y)y*dat = /01 wi(7(8))7 (s)ds.

Betrachten wir (wy,ws,ws) als Vektorfeld V' in R3, dann ist fy(sl) w= f,y V- dy,
also gleich dem Wegintegral zweiter Art*.

Sei 1: ¥ <+ R3 der Graph einer Funktion G: R? — R. Sei w = fidz? A da® +
fodx® A dxt + fadx! A dx?.

Wir benutzen h(z!,2?) = (2!, 2%, G(x!, 2?)) als lokale Parametrisierung von .
Zusammen mit der Orientierung induziert von der Mannigfaltigkeit

Si={(z,y,2) | z < G(x,y)} C R
mit Rand 9% = ¥. Dann ist
N = (1+|0:G)? 4 |0:G>) "3 (—0,G, -G, 1)

das ins Aufere von & zeigende Einheitsnormalenvektorfeld von ¥, ist damit A ein
orientierter Atlas von M, d.h. d1h, 02h ist eine positive orientierte Basis auf X
und damit

dvol, = /1 + |01G)2 + |0:G2dz* A da®

und

Vw =fida? A (01Gdz! + 8:Gdz®) + fo(91Gdat + 8Gdz?) A dat + fadat A da®
=(—f101G — f20:G + f3)dx* A dz?.

Insbesondere ist damit [, w = [, ((f1, f2, f3)T, N)da'da?.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Kurvenintegral

113


https://de.wikipedia.org/wiki/Kurvenintegral

Vorl. 28 - 01.02.

II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

11.10.4. Satz von Stokes

Satz I1.10.29. (Satz von Stokes) Sei M™ eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit
mit Rand, und sei w € Q™= Y(M). Dann gilt

/ dw:/ w,
M oM

wobei OM mit der induzierten Orientierung (vgl. S. 101) versehen ist.

Bevor wir den schauen wir uns zuerst ein Spezialfille an, die wir schon aus der Analysis
kennen:

Beispiel I1.10.30. (Spezialfille)

(i)

(iii)

114

Fir M = [a,b] mit der Standardorientierung von R, ist M = {a,b} eine null-
dimensionale Mannigfaltigkeit, so dass a negativ und b positiv orientiert ist. Fir
fe QM) =C>(a,b]) gilt

/: far=[ ar=[ =0

Gebiete U C R? mit glattem Rand und Standardorientierung des R?: Sei 7 eine
nach Bogenlange parametrisierte Kurve, die den Rand U gegen den Uhrzeigersinn
parametrisiert. Dann ist 4(#) eine positiv orientierte Basis von T’ 0U.

Fir V € X(U) definiert
wy (X) = (V. X)

eine Einsform wy € QY(U). Es ist wy = Vidz! + V2d2? fir V = V*9;. Damit
haben wir dwy = (Bgvl — 81V2) dx! A dz? und nach Stokes

/(81V2—82V1) dxldx2:/ de:/ oy P r;wa&i/a/?w.
U U oU ~

Das ist der Satz von Green.

Sei M C R? eine orientierte Hyperfliche. Sei g die induzierte Metrik auf M. Sei
¥ C M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R® mit Rand. Dann ist
0% eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Sei v eine nach Bogenldnge parametri-
sierte Kurve, so dass 4(t) eine positiv orientierte Basis von T’ d% ist.

Sei V € X(R?). Dann ist wy(X) = (V,X) wieder eine Einsform auf R® und
nach Beispiel I11.10.22 ist dwy = fadz! A dz? 4+ fidz? A dz? + fodx® A dz! fiir
rot V = (f1, fo, f3). Damit haben wir

/ (rot V, N)dvol, 7% 1025 / dwy = / wy & / (V,4).
3 > oX (o))

Das ist der klassische Satz von Stokes.
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(iv) Gebiete U C R?® mit glattem Rand ¥: Dann ist ¥ eine 2-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit im R?® und die Standardorientierung auf U C R? induziert auf
3 = 0U eine Orientierung. Sei N das Einheitsnormalenvektorfeld von 3, was von
U weg zeigt, und sei g die induzierte Metrik auf X.

SeiV e .’{(R?’) und w = Vada! A dz? + Vadz3 A dat + Vida? A dad.

Dann ist
/didexldedx?’ Bop. I:“O‘Qz/ dw:/wBspA HZ'IOAQ&ii/<V,N>dVOIg.
U U ) b

Das ist der Gaufsche Integralsatz.

Beweis vom Satz von Stokes. Sei A = {kq: Uy C M — Vi, C R}, ein orientierter
Atlas von M und p, eine untergeordnete Zerlegung der Eins.

Sei zunéchst suppw C U fiir ein k: U — V aus A. Dann ist

[ o= [ ) = [ dy)

Da (k7 1)*w eine (m — 1)-Form auf R™ ist, hat sie die Form

() w =Y (1) fida' A... A dz' A... A da™
i=1

fur f; € C°(R) mit supp f; C V. Damit ist
d((k™1)*w) = Z@ifidasl Ao NdEE AL N dx™
i=1

und

Rm—1

/ d((r™H)*w) = Z/ Oifidxt ... dx™ = — fnlxt, o 2™ 0)dat L da™ L
v i=1 /R

Die zweite Gleichheit folgt mittels Fubini und indem man im i-ten Summanden zuerst
iber z* integriert und supp f; C V nutzt.

Es ist

Krwlpm-1 =(=1)"" (2t 2™ 0)dat AL A de™ !

=— fm(z',...,2™ 1, 0)dvolgm-1.

Die letzte Gleichheit benutzt, dass nach Definition der induzierten Orientierung ist fiir
den Rand R™~! von R7* die Basis {(—1)"e1,...€m_1} positiv orientiert. Damit ist

Jaetya = [ wen= [ o
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Fiir allgemeines w € Q™ (M) gilt somit

/aM “ Za: /aM Patd = ; /M d(paw) = /M du. .

Der Satz von Stokes gilt auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Ecken:

Definition I1.10.31. Eine glatte Mannigfaltigkeit mit Ecken ist ein topologischer
Raum (M, T), so dass die Topologie Hausdorffsch ist, eine abzéhlbare Basis besitzt
und lokal homéomorph zu

R7 ={(z',...,2™) | 2™ > 0,2™ > 0}

ist, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M um p, eine offene
Teilmenge V' C R, und eine Abbildung x: U — V, so dass x ein Homéomorphismus
ist und dass die Kartenwechsel x o (k') ! fiir jedes Paar von Karten x: U — V und
k' U" — V' glatte Abbildungen sind. Wir nennen

OM:={p € M | I Karte x: U — V von M mit x(p) € R™ " x {0} U {0} x R™" 1}
den Rand von M und
O*M:={p e M | IKarte k: U — V von M mit x(p) € R™ "2 x {(0,0)}
die Ecken von M.

Ahnlich wie bei Mannigfaltigkeiten mit Rand sieht man, dass OM \ >M und 9>M
wieder Mannigfaltigkeiten ohne Rand sind.

Beispiel I1.10.32. Sei x: U C M — V C R? eine Karte eine zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Sei P C U ein Gebiet dessen topologischer Rand ein Polygon in
U ist. Dann ist £~ (U) eine Mannigfaltigkeit mit Ecken.

Es gilt auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit Ecken der Satz von Stokes, wobei
Jorrwi= [ a2 @ ist. Der Beweis ist sehr analog zum Fall von Mannigfaltigkeiten
mit Rand.

11.10.5. GauB-Bonnet

Sei (M, g) eine zweidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Aufgrund
der Symmetrien des Riemannschen Kriimmungstensors kann fiir eine positiv orientierte
Orthonormalbasis e, e von T, M nur Ri221 = Ra112 = —Ri212 = —R2121 nicht Null
sein. Dieses K = Ry991 wird dann Gaufkrimmung von (M, g) genannt.

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die Gesamtkriimmung [, Kdvol, von
kompakten (M, g) nicht von der Metrik auf M abhéngt, sondern nur von der Topologie
von M. Dies wird der Satz von Gauf}-Bonnet sein.

Dazu brauchen wir jedoch zunéchst
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Zusammenhangs- und Kriimmungsformen

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und U C M eine
Umgebung von p klein genug, so dass es Vektorfelder e; € X(U), i = 1,...,m, gibt,
die in jedem u € U eine Basis von T,,M bilden. Solche U existieren immer, z.B. der
Definitionsbereich von geodétischen Normalkoordinaten um p.

Wir definieren w?: X(U) — C**(U) und Q}: X(U) x X(U) — C>(U) durch
Vxe; = wi(X)e;, R(X,Y)e; =Q5(X,Y)e;

Da V tensoriell in der ersten Komponente und R ein Tensor ist, der antisymmetrisch

in den ersten beiden Komponenten ist, ist w! € Q'(U) und Q) € Q*(U) fiir alle 4, j.

Die w;- heiflen lokale Zusammenhangsformen und die Q; lokale Krimmungsformen.

Lemma I1.10.33. (Strukturgleichung)
i _ iAok
dw; = Q) — wi, A wj
Bewets.

(QU—wi AwWh)(X,Y)e; = Q5(X,Y)e; — wi (X )wh (Y)e; + wi (Y)wh (X)e;
=R(X,Y)e; —wh(Y)Vxer +wh(X)Vyer
ZVXVyej — VyVXej — V[ny]ej — wf(Y)VXek + wf(X)Vyek
:X.(c,uf(Y))e;C — Y((JJ?(X))e;C — oJ;?([X7 Y)ex

(1L19) 4

= dw;i (X,Y)ex

Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O

Lemma 11.10.34. Fir zweidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit gilt
fiir die Zusammenhangs- und Kriimmungsformen berechnet fiir eine positiv orientierte
Orthonormalbasis e; von T, M

Q3(e1,e2) =K und Q3 = Kdvol,
dwl =04
Beweis. Ist e; eine positiv orientierte Orthonormalbasis, so ist w(X) = g(Vxe;,e;)
und Q}(X,Y) = g(R(X,Y)e;,e;). Damit ist Q%(el7eg) = g(R(e1,e2)ea,e1) = K und
Q% = Kej A e} = Kdvol,. Weiterhin ist damit w} = £ X.g(e;, ;) = 0, und damit folgt
aus der Strukturgleichung

dwy = Q3 — wi Aws —ws Aws = Q3. O

Sei (M, g) eine orientierte zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei k: U C
M — V C R? eine positiv orientierte Karte von M und P C V ein abgeschlossenes

Gebiet, dessen Rand ein Polygon in V' C R? mit Ecken P4, ..., P ist, s. Abbildung I1.15.

117

Vorl. 29 - 06.02.



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

w(P1)  k(P2)

V c R?

Abb. II.15.: Abbildung zum lokalen Gauf}-Bonnet

Sei v: St — 9(k(P)) eine stiickweise glatte Kurve, die nur in x(P;) nicht glatt ist
und 9(k(P)) in positiver Orientierung durchlauft. Die zugehorigen AuBenwinkel in
diesen Punkten seien ;. Fiir v € T,M \ {0} sei v* der Vektor in T (M) fiir den
g(vt,vt) = g(v,v), g(v,vt) = 0 gilt und fiir den (v, v') eine positiv orientierte Basis
von T, M ist. Wir nennen rgy(s):=g(V5)¥(s), ¥(s)*) die geoditische Kriimmung von
.

Es ist £y = 0 genau dann, wenn v eine Geodéte von (M, g) ist: Denn dann ist, da M
zweidimensional, V4 || 4 und man kann durch Umparametrisierung 4 = -y o ¢ immer
erreichen, dass 4 eine Geodétische ist. Wegen

Va3 (8) = ¥/ (8)Voyrwen (7 ((5))9(5)) = (¥ (5)%als) + ¢/ ()9 ()7 (¥(5))

(mit a(s) der obige Proportionalititsfaktor) muss dazu ¢'(s) = exp(— [, a(u)du)
gewahlt werden.

Lemma I1.10.35. (Lokaler Satz von Gaufl-Bonnet) In der eben beschriebenen Situation
gilt

k
[ Ko+ [ o) lds + 3o = 2m
RTHP) st i=1

Beweis. Es ist [q: rig(s)|7/(s)|ds = [ rgdvoly, und damit unabhéngig von der gewéhl-
ten Orientierung (solange diese positiv gewéhlt ist). Seien e; Vektorfelder auf U, die
in jedem Punkt eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T, M bilden. Dann ist
Kdvol, = Q) . Nach Lemma 11.10.34 und Stokes (die Ecken seien bei s; mit s; = 0,
Sg+1 = L und 0.B.d.A. sei ~ stiickweise nach Bogenlinge parametrisiert, d.h. L = L(7))
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gilt somit

/ Kdvol, = / dwl = / w3
w=1(P) w1 (P) Y
k Si41 Si41
:Z/ wy (3(s))ds = Z/ 9(V4(s)e2, e1)ds.
i=1"YSi 1 Si

Wir haben (dort wo ~ differenzierbar ist)
4(s) = cosa(s)ey + sin a(s)es und 4(s)* = cosa(s)ey — sin a(s)e;

fiir eine Funktion «a: [0, L] — [0, 27] eine stiickweise stetige Funktion mit a(s; +0) —
as;—0)=aq; firi=2,...,kund (L) — a(l) = 27 — 3.

Somit ist
Kg(8) =9(Vis(7(5),7(8) ") = g(Vis) (cos a(s)er + sina(s)ea), cos a(s)es —sina(s)er)
=g(cos a(s)Vyser — o/ (s) sina(s)er + sina(s) Vi ez + o (s) cosa(s)es,

cos a(s)ea — sin a(s)ey)
2

=cos® a(s)g(Vi s €1, e2) — sin® a(s)g(Vs (s €2, 1) + &/ (s)
=9(Vy(s)€1,€2) + ' (s),
wo wir in den letzten beiden Schritt verwendeten, dass

9(Vxeie;) +9(Vxej,e) = X.glei,ej) =0

gilt. Insgesamt ist also

Si41
/mgdvolmW 22/ (9(Vi(sye1,e2) +a'(s)) ds
¥ i=1Ysi
k k
:/ —wi +Z(a(si+1 —0)—a(s; +0)) = —/w% + 27 — Zai
v i=1 Rl i=1
k
=27 — o; — / Kdvol O
; Py

Beispiel I1.10.36.

(i) Sei M = By(r) C R? mit der induzierten Orientierung von R?. Dann ist M =
S1(r) c R2 Sei v(s) = (rcos(s/r),rsin(s/r)). Dann ist v nach Bogenlinge
parametrisiert mit Bild(y) = S1(r) und 4 positiv orientiert. Es ist K = 0 und

kg =(Va%,7")
:Wv"YL) = (—%(cos(s/r),sin(s/r)), —(cos(s/r),sin(s/r))) = 1/r.
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Damit ist
Kdvol, —|—/ Kg(s)ds = 2m,

B1(0) v

=0
was Gauf}-Bonnet entspricht.

(i) Sei S?(r) C R? die Standardsphére mit Radius r und der induzierten Orientierung
von By (r) C R3. Sei M), = S?N{(z,y,2) € R® |z > h}. Bzgl. der Parametrisierung

F(¢,0) = r(cos ¢ cosb,sin ¢ cos b, sin §)

ist {2504 F, L0y F'} eine positive orientierte Orthonormalbasis von T (4 9)5% (),

T cos 6

vgl. auch Abbildung II.16.

Dann ist
T
v(s) = (\/ r2 — h2 cos (25 h2) , V12 — h%sin (S h2> ,h)
V2 —
h
(=F(s(r* — h?)~'/2 arcsin )

nach Bogenlidnge parametrisiert mit Bild(y) = dM}, und 4 positiv orientiert.
Damit ist (wegen der Orthogonalitét von 0, F zu 0pF)

1 h
4L (s) = =0 F(s(r? — h?)~/2 arcsin —).
T r

Die geodétische Kriimmung von ~y ist

kg =(Vad,47) = ()™, 47) = (3,4

und damit
2m\/r2—h2 h
/ Kg(s)ds = 2m—.
0 '

Mit K = T% und dvol, = 72 cos 0d¢ A df folgt

2m b1 1 h
Kdvol, = / do d9—2(r2 cosf) = 2m(1 — —).
My, ’ 0 arcsin % r T
Es gilt also [, Kdvol, + fo% e Kg(s)ds = 2.
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Abb. I1.16.: In blau eine positiv orientierte Basis des R®. Damit ist {eq,e2} eine (fiir die
induzierte Orientierung aus S?(r) als Rand von B,.(0)) positiv orientierte
Basis am Nordpol der Sphéire. Wegen Stetigkeit sind damit auch die
Basen in rot und orange (immer angefangen mit dem Vektor entlang
des Breitenkreises) positiv orientiert. Fiir S(r) N {z > h} ist damit die
induzierte Orientierung am griinen Rand: 4 ist positiv orientiert.

(ili) Sei A € M mit M = R?, 8% H?, jeweils mit Standardmetrik g, so dass A ein
(geodétisches) Dreieck in M ist. Dann ist K = 0,1, -1, k, = 0 und damit nach
Gauf3-Bonnet

3
Kdvol +/ kg dvol| + a; =2,
/A ! OM lous ;v
— =0 B
=K vol(M, g)
—_———

>0

wobei 3; der zu «; gehorige Innenwinkel ist. Damit ist
3
Kvol(A,g) +m = Zﬂl
i=1

und wir haben

im R? : Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck = ,
im S?: Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck > 7,

im H? : Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck < 7.

Wir kommen nun zum globalen Satz von Gauf-Bonnet, d.h. es geht um kompakte
orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g). Um [ a K dvoly zu berechnen, wollen
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wir die Mannigfaltigkeit zerlegen in Gebiete von Mannigfaltigkeiten mit Ecken, die die
Form von Lemma I1.10.35 haben.

Dazu benutzen wir das Konzept der Triangulierung von (zweidimensionalen) Mannig-
faltigkeiten:

Definition I1.10.37. Eine glatte Triangulierung einer zweidimensionalen kompakten
Mannigfaltigkeit M (ggf. mit Rand und Ecken) besteht aus Abbildungen o;,i =1, ..., k,
so dass

(i) o;: Ag:i={(z,y) e R? | 2,y > 0,2 +y < 1} — M glatt und ein Diffeomorphismus
aufs Bild* ist.

(ii) M =U¥_,0,(Asy), die Mengen in {o;(Inneres(Az))}; sind paarweise disjunkt und
0i(A2) No;(Ag) ist fur alle ¢ # j entweder leer, das Bild einer Ecke von Ay oder
das Bild einer Kante von A, ist.f

Man kann zeigen, dass es eine solche Triangulierung immer gibt. Ist M orientiert,
koénnen die o; immer so gewahlt werden, dass sie orientierungserhaltende Abbildungen
sind.

Sei nun eine solche Triangulierung gegeben:

E:=#{Ecken der Triangulierung}:=#{0,((0,0)),0;(1,0),0;(0,1) | i =1,...,k}
K:=#{Kanten der Triangulierung}

=#{0; (A2 NR x {0}),0;(A2 N {0} x R),0;(Ax N{(z,1 —2)}) | i=1,...,k}
F:=#{Flachen der Triangulierung} = k

Lemma I1.10.38. x(M) = E+F —K ist unabhdingig von der gewdhlten Triangulierung
von M und wird Eulercharakteristik genannt.

Beweisidee. Durch schrittweises Hinzufiigen von Eckpunkten und Fallunterscheidung
sieht man, dass x(M) unter Verfeinerung einer Triangulierung konstant bleibt: Fiigt
man eine Ecke hinzu im Inneren eines Dreiecks hinzu braucht man noch 3 neue Kanten
zu den Eckpunkten dieses Dreiecks: Dabei gewinnt man insgesamt eine Ecke, 3 Kanten
und 2 Flichen; x(M) &ndert sich also nicht. Ein anderer Fall ist das Hinzufiigen
einer Ecke auf einer schon bestehenden Kante, teilt diese also in zwei neue Kanten.
Dann muss man um weiterhin eine Triangulierung zu erhalten auch zwei Kanten zum
gegeniiberliegenden Eckpunkt der angrenzenden Dreiecke hinzufiigen. Dabei entstehen
auch zwei Flachen mehr. Auch hier bleibt x (M) insgesamt konstant. Das sind schon

*Streng genommen haben wir glatt fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand und/oder Ecken noch nicht
definiert, aber es ist das was man erwarten wiirde: Die Kartenwechsel miissen glatt sein.Diese gehen
nun von einer offenen Teilmengen des R:_”+ in eine offene Teilmenge in R, . Eine solche Abbildung
heifle glatt, wenn es eine glatte Erweiterung zwischen offene Teilmengen des R™ gibt.

fManchmal definiert man Triangulierungen auch allgemeiner, namlich dass verschiedene Ecken
bzw. Kanten von Az im Bild auf M die gleiche Ecke/Kante sein diirfen. Dann stimmt das folgende
auch noch immer. Fir uns reicht aber obige Definition. Es bedeutet nur, dass wir ggf. mehr Ecken
und Kanten fiir eine Triangulierung brauchen, als in der allgemeineren Definition.
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alle Fille, die auftreten, da man bei Triangulierungen ohne neue Ecken keine neuen
Kanten oder Flédchen erzeugen kann.Zu verschiedenen Triangulierungen gibt es nun

aber immer eine gemeinsame Verallgemeinerung. O

A

E=3,F=4,K=6
x(RP?) =1

Beispiel I1.10.39.

E=4,F=8K=12
x(T?) =0 E=6,F=8,K=12
X(8%) =2

Die beiden oliven bzw. die beiden griinen Kanten (wenn in einem Bild vorhanden) sind
jeweils in Pfeilrichtung miteinander identifiziert, so dass es sich unten links um einen
Torus, oben rechts um den RP? und unten rechts um die Kleinsche Flasche handelt.

Definition I1.10.40. Seien M; und M; zwei (orientierte) m-dimensionale Mannigfal-
tigkeiten. Sei p; € M; und U; C M; offene Umgebung von p; mit Diffeomorphismen
¢i: B1(0) C R™ — Uy ist. Sei Vi:=¢;(B1/2(0)) und sei ¢p: Vi — 9V ein (orientierungs-
erhaltender) Diffeomorphismus. Die zusammenhdngende Summe ist dann definiert
als

Ml#MQIZ(Ml \Ul) U (M2 \ UQ)/(ZL’ ~ 1/)(:5) fur x € a‘/l)

Bemerkung I1.10.41. M;#M> kann mit der Struktur einer glatten Mannigfaltig-
keiten versehen werden, so dass M; \ U; — M;# M, Einbettungen sind (die glatte
Struktur vererbt sich also von den M;). Sind die M; orientiert, dann ist auch die
zusammenhingende Summe orientiert, so dass die Einbettungen M; \ U; — My #M>
orientierungserhaltend sind.

Diese Konstruktion ist bis auf Diffeomorphismen unabhéngig von der Wahl der p; und
der U;. Sie ist symmetrisch und assoziativ.

M™#S™ ist diffeomorph zu M™.
Die Kleinsche Fliche ist RP2#R P2,
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Lemma I1.10.42. Fiir zwei dimensionale Mannigfaltigkeiten My, Mo gilt

X(Mi#Mz) = x(My) + x(Ma) — 2.

[ Mo
M, \
—1 Ecke —1 Ecke

Beweis.

—2 Kanten —2 Kanten insgesamt:
—2 Flichen —2 Flichen —2 Ecken
40 Kanten
+4 Kanten +0 Flichen

+4 Flichen Anderung in x: -2

ISR

Bemerkung I1.10.43. Es gibt folgende Klassifikationsresultate fiir Fléchen:

Sei M eine orientierbare kompakte zusammenhéngende zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit. Dann ist M diffeomorph zur zusammenhingenden Summe von S2? mit k Tori,
k € NU{0}. Aus letztem Lemma folgt, dass die Eulercharakteristik einer solchen Fliche
2 — 2k ist.

Sei M eine nicht-orientierbare kompakte zusammenhéngende zweidimensionale Mannig-
faltigkeit. Dann ist M diffeomorph zur zusammenhingenden Summe von & RP?, k € N.
Aus letztem Lemma folgt, dass die Eulercharakteristik einer solchen Fléache 2 — k ist.

In beiden Féillen nennt man k dann das Geschlecht der Flache M.

Satz I11.10.44. (Globaler Satz von Gaufi-Bonnet) Sei (M, g) eine orientierte zweidi-
mensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist

/ K dvoly = 2mx(M).
M

Beweis. Wir wéhlen eine Triangulierung o;, i = 1,...,F von M, so dass die o; orien-
tierungserhaltend sind. Fiir jedes ¢;(A2) haben wir den lokalen Gauf3-Bonnet:
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I1.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

3
Kdvol +/ kidvol,  + ab =2,
/Ui(Az) ! v¥i=0:i(0Az2) ! o ; ’

wobei x} die geoditische Kriimmung von o3(9Az) (mit induzierter Orientierung) ist
und oz§- die Auflenwinkel von o;(As).

Summe tuber alle 7 liefert

F F o3
/ Kdvol, + Z/ /izdvolghv + Z Zaz =2nF.
M i=1 ’yi:O’,;(aAQ) ‘

i=1 j=1

Jede Kante der Triangulierung gehort zu zwei Dreiecken und die jeweils induzierte
Orientierung auf der Kante durch die Dreiecke ist entgegengesetzt zueinander. D.h. der
Teil von f%:m( 0A) Ii;dvolghi zu einer Kante wird durch den zugehdrigen Summanden
des angrenzenden Dreiecks aufgehoben. Damit ist

‘F .
Z/ /{lgdvolg‘w_ =0.
i=1 Y 7i=0i(0Az) '

Da jede Flédche drei Kanten hat und jede Kante zu zwei Fléchen gehort, ist 3F = 2.

Sei B; =7 — a§- der jeweils zugehorige Innenwinkel. Jeder Innenwinkel kommt genau
einmal vor. Also ist

F 3
ZZ&} =3nF — 27€ = 27K — 2n&
i=1 j=1
und wir haben insgesamt
Kdvoly =2n(F + & — K) = 2nx(M). O
M

Mit dem gleichem Vorgehen beweist man auch

Satz 11.10.45. (Gauf-Bonnet - globale Version mit Rand und Ecken) Sei M eine
zwei dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ecken. Seien «; die
Aufenwinkel an den Ecken. Dann gilt

Kdvol, + / Kgdvoly),,, + > a; = 2mx(M).
M oM P

Bemerkung I1.10.46. (Folgerungen aus dem globalen Satz von Gauf-Bonnet) Sei M
eine orientierbare kompakte Mannigfaltigkeit. Aus dem globalen Satz von Gaufl-Bonnet
folgt:

(i) Ist x(M) < 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K > 0.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

(if) Ist x(M) = 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K > 0 bzw. K < 0.
(iii) Ist x(M) > 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K < 0.

Sei M eine nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. Dann gelten die oberen Aussagen auch:
Annahme es gibt eine Metrik g auf M mit K > 0 bei x(M) < 0. Sei

M:={(p,0) € M \ {#1} | o Orientierung von T, M}

die orientierbare zweifache Uberlagerung von M mit Projektion m: M — M, (p,0) — p.*

Man kann weiterhin sich tiberlegen, dass x (M) = 2x(M) ist. Sei g:=n*g. Das macht 7
zu einer lokalen Isometrie und damit ist auch die Gauflkriimmung von g nichtnegativ.

Dann kann allerdings x (M) = 2x(M) nicht negativ sein. Die anderen Aussagen sieht
man ganz analog.

*Man muss sich iiberlegen, dass M genau eine glatte Struktur trigt, so dass 7 glatt ist. Man
muss zeigen, dass M orientierbar ist. Weiterhin war M genau dann nicht orientierbar, falls M
zusammenhéngend ist.
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A. Interpretation: Riemannsche
Krimmung mittels Paralleltransport

Sei k: U C M — V C R™ eine Karte um p mit x(p) =0, dox~'(e1) = v € T,M und
dok ™t (e2) = w € T,M. Weiterhin sei z € T, M.

Seien «;: [0,2] — R2 C R™, i = 1,2, die Kurven mit
Y

(,0)  s<1 0,5) ~s<1
71(8):{(175—1) l1<s 72(3):{(5—171) 1<s’

Die Spur von +; ist der untere und rechte Rand des Einheitsquadrates in R? und analog
von 2 der Rest des Randes.

Wir setzen ¢;,: [0,2u] — M, z;.,(s) = wyi(s/u) und ¢; ,(s) = 'z, ,(s) (Das u
skaliert einfach nur die Gréfie des Quadrates in R?.). Damit ist ¢; ,(s), so dass mit
c1,u(0) =p, é1,,(0) =v (£1,,(0) = e1) fiir s € (0,u) und ¢ ,(0) = w (&2,,(0) = ez)fiir
s € (u,2u). Analog fir ¢z ,,. Insbesondere ist ¢1 ,,(2u) = ¢, (2u).

Sei z € T,M. Sei Zy (s) :||gf§” z und Za,,(s) =||82“ z. Wir suchen Z3 ,(2u) —
Zg’u(2u) eT,

Clu

(2u) M fiir kleine u.

Fiir den Paralleltransport gilt V¢, ,Z1,, = 0 — also in lokalen Koordinaten):

25.(8) = =1 W ()T (@1,u(5)) 2], (5)- (A1)
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A. Interpretation: Riemannsche Kriimmung mittels Paralleltransport

Wir sind an der Taylorentwicklung von Z},(2u) in u interessiert. Wir entwicklen bis
zur zweiten Ordnung, da wir erwarten, dass die Differenz von Z},,(2u) und Z5 , (2u)
im Limes u — 0 mit der Krimmung in p geht.

Da ¢y, nur stiickweise glatt ist, entwickeln wir zuerst qu(u) und nutzen das fiir die
Entwicklung von Zf , (2u):

qu(u) = qu(O) +u Z{C,u(o) +7U2Z{c,u(0) + O(u3)7
~—— N—— 2
zk 7F’fj(())zj

. 1 .
Zy2u) =27 () +u  Zy,(u+0)  +5uPZE,(u+0) + O(u®).
—Tk (w1 0 () 2], (u)

Wir benotigen dafiir noch Z; . Differentiation von (A.1) ergibt

25 u(8) = = &1, (8) Tl (@1,u(9)) 21 () = &1 ()05 (1,0 (5))d1 1 (5) 2 (5)
——
=0
— i} (T (@1,0(5)) 2] 4 ()
und damit (wegen i ,(0) = 6})
25.,(0) = =T}, (0)i4 ,(0)Z] ,(0) + I'; (0)I'],.(0) Z1 . (0)
=- Flfj,l(o)zj + F]fj (0)1'4,.(0)="
sowie (wegen @i ,(u) = 65)
21 u(u+0) = =I5 5(@1,u(w) 2], (w) + T8 (1,0 ()T, (21,0 (1) 21 o (u)
= —T%,,(0)27 +T5,(0)1,(0)2" + O(u).

Insgesamt haben wir

1 . .
2% J(w) =2F =l (0)27 = Su? (<5 10027 + T, (01, (0)") + O(u)

Z7,(2u) =21 , (u) - uF’Sj(wLu(U))Zf,u(UH%uQ(—F’Sj,z(p)zj+F§j(0)F§T(0)ZT)+O(U3)

=z +%u2(—I‘]fj,1(O)zj + F]fj(O)F{T(O)zT - F§j72(0)zj + I‘%(O)F%T(O)zr)
— u(T};(0) + T5,;(0))27 + w?(T'%; ,(0)27 — Th,(0)T,.(0)2")+ O@?),
5, (21,0(u) 2], (u) =(T5;(0) + ul's; (0)if ,(0) + O(u?))(z) — ulY],.(0)2" + O(u?))
=T%,(0)27 + u(T5; ,(0)27 — T5;(0)1,.(0)2") + O(u?)
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benutzt haben. Analog erhalten wir Z5 , (2u).

Fiir die Differenz beider Paralleltransporte haben wir damit

73 ,(2u) = Z3,(2u) =u?(=T5; 1 (0)+T7; 5(0)+T5,(0)T7,(0)—T7,(0)T5;(0)) 27 + O(u?)
:quélj(O)zj +0(u?) = u2(Rp(w,v)z)k + O(u?),

also

Z14(2u) — Z3.4,(2u) = u2Rp(w, v)z + O(u3).
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B. Wdh: Lineare Abbilungen und
Bilinearformen

Sei V' ein Vektorraum mit nichtdegenierter Bilinearform (.,.). Seien e; und f; zwei
Basen von V mit Transformationsmatrix Q € GL(V), d.h. f; = Qle;.

(i) Sei B° die darstellende Matrix der Bilinearform bzgl e;, d.h. (B®);; = (e;, €;), und

analog B' die darstellende Matrix . Also ist z.B. (z,y) = (v%e;, y/e;) = 2°(B®);;97.
und (B)i; = (fi, fj) = (QFex, Qer) = QF (B)nQ} = (@B°QT);;, also

B = QB°Q".

(ii) Sei h: V — V eine lineare Abbildung.
Sei A® die darstellende Matrix bzgl. e; und Al die bzgl. f;, d.h. Ae; = (Ae)fej.
Wegen Af; = AQje; = Q] Aej = Q[(A°)fer = (QA)F(Q 7)1 fi = (QA°Q™Y)if,

ist

Al =QAcQ".

(iii) Die Determinante einer linearen Abbildung h: V' — V= det A® ist unabhéngig
von der Basis, da det A° = det Q7' AfQ = det A'.

(iv) Die Determinante der darstellenden Matrix einer Bilinearform ist basisabhéngig,
da
det Bf = det QB¢Q" = (det Q)? det B®.

(v) Spur einer linearen Abbildung h: V — V bzgl der gegebenen Bilinearform (.,.) ist
gegeben durch: A
Spur(h) = (4°)..

Das ist unabhingig von der Wahl der Basis, denn
(A9 =(Q 1 ATQ); = (@7 NI(AN); Q%
= (QLQ H)(AN)} = (AN}
—_—

5

(vi) Spuren werden auch fiir Bilinearformen definiert. Allerdings sind sie dort abhéngig
von der Wahl einer nichtdegenierten Bilinearform (.,.)2, die man benutzt um aus
der Bilinearform eine lineare Abbildung zu machen:

(v,a(w)ys = (v,w) fur a: V— V.
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B. Wdh: Lineare Abbilungen und Bilinearformen

Sei B¢ die darstellende Matrix von (.,.)s bzgl der Basis e;. Dann ist Ae die
darstellende Matrix von a bzgl e;. Dann ist (B);; = (B¢)u.(A%)"

Spur(_y, (-,.):=Spur(a) = (4°)] = (B)i;((B*)"")".

Sowohl Bilinearform als auch lineare Abbildungen werden bzgl. einer Basis durch Matri-
zen dargestellt, aber diese Matrizen haben andere Transformationsverhalten beziiglich
Basiswechsel.
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