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Ubungsblatt 3

Ubungsaufgabe 9 (Fleig/ JeBberger). Sei m: E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r mit lokalen
Trivialisierungen ¢, : 7~ (U,) — U, x R”. Wir setzen 7': Ex := UyeyyEf — M, L, € Ef — x € M und

$o: (M) Ua) = || Ej = Uax (R
zeU,
L, € Ef — (1'(Ly) =z, (v ER" 5 L(¢;" (2,0))) .

(i) Berechnen Sie die Ubergangsfunktionen fiir ¢/, bzgl. der Ubergangsfunktionen fiir ¢, und zeigen Sie,
dass diese die Kozykelbedingung erfiillen.

(ii) Betrachten Sie E = T'M mit den lokalen Trivialisierungen, die von einem Atlas von M kommen, vgl.
Skript Abb. I.1. Wie sieht ein Vektorfeld in einer lokalen Trivialisierung aus und wie berechnet sich die
lokalen Darstellung beim Ubergang zu einer anderen lokalen Trivialisierung.

(iii) Bearbeiten Sie die analoge Aufgabe zu (ii) fiir das Kotangentialbiindel 7M.

Ubungsaufgabe 10 (Beisitzer/Storch). Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Seien x = (x!,...,2") lokale
Koordinaten auf U ¢ M. Wir definieren %(X,..., X,,) := det(X}), wobei X; € X(U) und X; = X0, gilt.

(i) Zeigen Sie, dass 3 € Q™(U) gilt und finden Sie die lokale Darstellung von 3% in den Koordinaten {z'}.

(i) Seien y = (y!,...,y™) weitere lokale Koordinaten auf U. Zeigen Sie, dass
oy
BY = det( y) B
ox?
gilt.

(iii) Sei kg : Uy — Vo, mit lokalen Koordinaten xg ein orientierter Atlas von M und sei p,, eine untergeordnete
Zerlegung der Eins zu {U,}. Zeigen Sie, dass dann Y padzl A ... A dz™ eine nirgends verschwindene
m-Form auf ganz M definiert.

(iv) Sei (M, g) orientiert und die lokalen Koordinaten derart, dass d,: positiv orientiert ist. Zeigen Sie, dass

v = /| det gfj| dzl A ... A dx™ fiir alle solchen lokalen Koordinaten das gleiche Element in Q™ (U)

definiert. Hierbei ist g (z) := g2(0pi |z, Opils). Stimmt das auch noch, wenn man zusétzlich auch lokalen
Koordinaten z zuldsst, so dass d,: negativ orientiert ist?

Ubungsaufgabe 11 (Amann/Grom). Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
Der Pullback einer Differentialform v € QF(N) ist definiert durch

(F*9)p(X1(p), - - -, Xi(p)) = vr(p) (dpF(X1(D)), - - -, dp F(Xk(p)))

fiir alle p € M und X; € X(M). Es ist also insbesondere F*y € QF(M).
Seien ! lokale Koordinaten auf U C M und y* lokale Koordinaten auf U’ C F(U) C N. Sei F(z =
(™) = (5 = F(2),..y" = F"(z).

Rechnen Sie nach:

oF  QFi

- ... J1 Jk
B Eren dz?* N ... ANdx

F*(fiyindy™ Ao ANdy™) = (fi,..q, o F)
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Ubungsaufgabe 12 (Lenthe/Stappen). Sei G eine Liegruppe, v € T1G und Ly,: G — G, g + hg.
(i) Zeigen Sie, dass X, (h € G) := d;Lj,(v) ein glattes Vektorfeld auf G' definiert.*

(ii) Zeigen Sie, dass fir ein Vektorfeld X auf G die Bezichung d,L, (X (g))) = X (hg) fiir alle g, h € G genau
dann gilt, wenn es ein Vektorfeld wie in (i) ist. Solche Vektorfelder nennen wir linksinvariant und die
Menge aller linksinvarianten Vektorfelder auf G bezeichnen wir mit g und nennen wir Lie-Algebra der
Liegruppe G. Damit haben wir einen Vektorraumisomorphismus 771G = g

(iii) Sei G = Gl,(R). Dann ist T1q, G = Matr(n,R) =: gl(n,R). Zeigen Sie, dass fiir A € Matr(n,R) gilt:
Xa(h € G) = hA.

(iv) Betrachten Sie die Exponentialabbildung? exp: gl(n,R) — Gl,(R), A — > 77, L A" und setze y(t) :=
exp(tA) fiir A € gl(n,R). Zeigen Sie, dass ¥(t) = X4 (v(t)) und v(0) = Id,, gilt.

'Ein Vektorfeld X auf M ist genau dann glatt, wenn X (f) € C* (M) fiir alle f € C°°(M) ist. Warum ist das so?
2Was hat das mit der Exponentialabbildung aus Diffgeol zu tun? GLy, (R) besitzt eine spezielle Riemannsche Metrik (biinvariante
Metrik). Die Exponentialabbildung zu dieser Metrik ist gleich der hier gegebenen.



