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Übungsblatt 5

Übungsaufgabe 17 (Grom/Lenthe). Die Torsion eines Zusammenhangs ∇ auf TM ist definiert durch
T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ]. Zeigen Sie, dass

(i) T ein (1, 2) schiefsymmetrischer Tensor ist, also T ∈ T2
1(M) mit T (X,Y ) = −T (Y,X) gilt. Was ist die

lokale Darstellung von T?

(ii) für zwei Zusammenhänge ∇1, ∇2 mit der gleichen Torsion ω(X)(Y ) = ω(Y )(X) ist.

(iii) für ein ω ∈ Γ(T ∗M ⊗T ∗M ⊗TM), welches symmetrisch in den ersten zwei Komponenten ist, und ∇ ein
Zusammenhang auf TM auch ∇̃XY = ∇XY + ω(X,Y ) einen Zusammenhang auf TM mit der gleichen
Torsion, wie ∇ definiert.

Übungsaufgabe 18 (Stappen/Beisitzer). Sei E ein K-Vektorbündel überM mit metrischem Zusammenhang
∇E (bzgl. einer Bündelmetrik hE). Auf E∗ erhält man einen Zusammenhang mittels

X(ω(s)) = (∇E∗

X ω)(s) + ω(∇E
Xs)

für alle ω ∈ Γ(E∗), s ∈ Γ(E) und X ∈ X(M). Zeigen Sie, dass ∇E∗ bzgl. der Bündelmetrik hE∗ aus Lemma
I.2.28 metrisch ist.

Übungsaufgabe 19 (Amann/Storch). Sei E ein K-Vektorbündel über M mit affinem Zusammenhang ∇E .
Auf ΛkE∗ erhält man einen Zusammenhang mittels

X(ω(s)) = (∇E∗

X ω)(s) + ω(∇E
Xs) und

∇Λk+`E∗

X (α ∧ β) =
(
∇ΛkE∗

X α
)
∧ β + α ∧

(
∇Λ`E∗

X β
)

für alle ω ∈ Γ(E∗), s ∈ Γ(E), α ∈ Γ(ΛkE∗), β ∈ Γ(Λ`E∗) und X ∈ X(M). Zeigen Sie, dass

(
∇ΛkE∗

X α
)

(s1, . . . , sk) = X(α(s1, . . . , sk))−
k∑

j=1
α(s1, . . . , sj−1,∇E

Xsj , sj+1, . . . , sk)

für alle si ∈ Γ(E), α ∈ Γ(ΛkE∗) und X ∈ X(M) gilt.

Übungsaufgabe 20 (Fleig/Jeßberger). Sei E →M ein Vektorbündel mit Zusammenhang ∇. Sei ω = (ωi
k) ∈

Ω1(U ; gl(r,R)) die Zusammenhangsform von ∇ bzgl. eines Rahmen si auf U und Ω = (Ωi
k) ∈ Ω2(U ; gl(r,R))

die zugehörige Krümmungsform von F auf U bzgl. dieses Rahmen si. Zeigen Sie, dass

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j + Ωi

j

gilt.
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