Differentialgeometrie I1 Ksenia Fedosova, Nadine Grofie
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/ngrosse/ WS 17/18

Ubungsblatt 6

Ubungsaufgabe 21 (Lenthe/ Beisitzer). Sei ¢: M — N ein Diffeomorphismus, X,Y € X(M) und f €
C°°(N). Der Pushforward ¢, : X(M) — X(N) ist definiert durch (¢,X)(p) := dg-1,)¢(X (¢~ (p))). Zeigen
Sie:

(i) (e X)(f) =X(fog)ood™"
(i) ¢.[X,Y] = [¢ X, 6.Y]"
(i) ¢« (fX) = (fod™")(d:X)

Ubungsaufgabe 22 (Fleig/Storch). Sei f: N — M glatt, 7: E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang
V. Sei s €T'f(E) und X,Y € X(N).

(i) Berechnen Sie die lokale Darstellung der Zusammenhangs- und Kriimmungsformen von V/ “Eoin
Abhéngigkeit derer von V.

(ii) Zeigen Sie, dass dann Rf P (X,Y)s = RF(f. X, f.Y)s gilt.

Ubungsaufgabe 23 (Stappen/Amann). (Kriimmung mittels Paralleltransport) Sei E — M ein Vektorbiindel
mit Zusammenhang V.

(i) Sei c: [0,1] x [0,1] — M stiickweise glatt? und c4(t) := c(s,t). Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 22.ii,
dass fiir ¢ € I'.(E) mit V§ P¢(.,0) =0 und V§, Pe(.,.) = 0 gilt:

1 1
V5. Pe(s,1) = / Re (s, 1)dt =: ( / Rs,tdt) (s, 1),

wobei R, 1=

£ oRP(drc, dsc)o |77, ist. (Hinweis: Beginnen Sie mit der Berechnung von R”(8;¢, dsc).)

Seipe M und f: U = [0,1]> C R? — M eine glatte
Abbildung mit f(0) = p. Sei v: [0,1] — R? die Kurve

it (4t,0) t<1/4
CJ@at-1) 1/4<t<1y2
=963 a1) 12<t<3/
(0,3—4t)  3/a<t >
Wir setzen c: [0,1]2 — M, cs(t) = c(s,t) = f(s7y(t)). !

Sei ¢ € E,. Fiir alle s € [0, 1] sei ¢(s, .) der horizontale

Lift von ¢ entlang c;. Wegen der Differenzierbarkeit
der Losungen in Abhéngigkeit der Anfangsdaten ist ¢ 7y
auch in s glatt. 5
U =[0,1]?
Zeigen Sie,

LFir den Spezialfall ¢ = Lj,: G — G fiir eine Liegruppe G folgt daraus insbesondere, dass die Lieklammer linksinvarianter
Vektorfelder wieder linksinvariant ist — also g unter der Lieklammer abgeschlossen ist.

2¢ ist zwar nur stiickweise glatt, aber Paralleltransport funktioniert noch genau so - man 15st die Differentialgleichung auf den
glatten Stiick und klebt die dann einfach zusammen.
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= (fo Rosat)

(iif) £ Rs¢ — R(0yf,0yf) fiir s — 0 und uniform in ¢ konvergiert.

(if) V5 Po(s,1) = Z¢(s,1) und damit > 1, fiir alle u € [0,1].

(iv) 2 lo=0 1§50 G0 = 0 und £ =0 [§% do = 2R(u, v)go mit u=9,.f(0 € R?), v = 3, f(0).

Ubungsaufgabe 24 (JeSberger/Grom). (i) Zeigen Sie, dass fiir eine Liegruppe, das Tangentialbiindel
immer trivial ist. Folgern Sie daraus, dass S? keine Gruppenstruktur trigt, die es zu einer Liegruppe

macht.

(ii) Sei 1: G1 — G4 ein Liegruppenhomomorphismus. Sei ¥,: g1 — g2, X — . X, wobei (. X)(g) :=
d1Ly(di19p(X (1))) ist. Zeigen Sie, dass ¢(exp X) = exp, X fir alle X € gy. (Hinweis: Setzen Sie
~(t) := ¢ (exp(tX)). Dann reicht es §(t) = 1. X (7(t)) nachzurechnen.)



