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Ubungsblatt 11

Ubungsaufgabe 41. [Fleig/Amann]
(i) Zeigen Sie, dass
,
i
oy(P)(x,8)z = EP(feu)Lm

wobei f € C®°(M) mit f(z) =0 und d, f = £ sowie u € T'(F) mit u(z) = z ist und berechnen Sie das
Hauptsymbol der duBleren Ableitung d: QF(M) — QFF1(M).

(ii) Rechnen Sie folgende Formeln fiir den formalen adjungierten Operator § := §t bzgl. einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) nach:

e § = (—1)F""1xdx (Benutzen Sie, dass [, dov = 0 fiir alle o« € QT (M) := T (A™ M) gilt (Satz
von Stokes)).

e In geoditischen Normalkoordinaten z! um p gilt im Punkt p die Formel da = —le; Ve, o, wobei
p und V der vom Levi-Civita Zusammenhang induzierte Zusammenhang ist. (Hierbei
ist ¢ das innere Produkt, welches durch (txa)(Xi,...,Xp—1) = a(X,X1,...,Xk_1) fir alle
X, X; € X(M), a € QF(M) definiert ist, vgl. Tabelle 1.2.

€; = Ogi

Ubungsaufgabe 42. [Lenthe/Storch] Sei 72 der zweidimensionale Torus, aufgefasst als [0, 27] x [0, 2] mit
identifizierten Seiten und ausgestattet mit flacher Metrik g = (dz')? + (da?)2.

(i) Benutzen Sie Fourierreihen um zu sehen, fiir welche f € C*°(R?) die Laplacegleichung Au = f eine
Losung besitzt.

(ii) Probieren Sie den gleichen Ansatz fiir (—9% + 02 )u = f aus.

(ili) Was sind die Eigenwerte A\ und zugehérigen Eigenfunktionen uy von A auf 72, d.h. fiir welche A € R
gibt es ein uy € C°°(T?) mit Auy = Auy?

(iv) Losen Sie die Wérmegleichung unter Nutzung des Ansatzes u(z,t) = Y a;(¢)u;(x) (fiir u; Eigenfunktio-
nen von V) und schreiben Sie diese als u(z,t) = [, H(x,y,t) f(y)dy fir geeignetes H. Berechnen Sie
limy s o0 u(, ).

Ubungsaufgabe 43. [Beisitzer/Je8berger]

(i) Der Laplaceoperator A einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) sei der Operator A dessen
Wert Au fir u € C>°(M) durch

/ g(du, d¢)dvol, = 7/ pAudvol,
M M

fir alle ¢ € C2°(M) definiert ist. Berechnen Sie den Laplaceoperator in lokalen Koordinaten.

(ii) Uberpriifen Sie, dass der Zusammenhang V: I'(E) — I'(T*M ® E) eines Vektorbiindels E — M ein
Differentialoperator erster Ordnung ist und bestimmen Sie auch hier das Hauptsymbol. Sei £ — M iiber
(semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit Biindelmetrik (.,.) und Zusammenhang V¥: T'(E) —
[(T*M ® E). Berechnen Sie die lokale Darstellung von (VZ)T: T(T*M ® E) — T'(E) und (VF)IVE.

Ubungsaufgabe 44. [Grom/Stappen] Zeigen Sie, dass es fiir jeden skalare Differentialoperator P: C*° (M, R)
erster Ordnung ein eindeutiges Vektorfeld X € X(M) und eine Funktion f € C*(M,R) gibt, so dass
Pu = X(u) + fu fir alle u € C*(M,R) gilt.
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