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Übungsblatt 13

Übungsaufgabe 49. Sei (Mm, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass durch
cl(ω) = ω ∧ . − ιω] . für ω ∈ Γ(T ∗M) = Ω1(M) eine Cliffordmultiplikation gegeben ist und diese Λ∗M :=
⊕mk=0ΛkM mit der induizierten Bündelmetrik und dem induzierten Zusammenhang zu einem Clifforbündel
macht für welches der de-Rham Operator aus Beispiel II.3.32 der zugehörige Diracoperator ist.

Übungsaufgabe 50. Zeigen Sie, dass τ : a ∈ Λ2(V ) 7→ (v 7→ [a, v] := c(a)cl(v)− cl(v)c(a)) ∈ Hom(V,Cl(V ))
ein Isomorphismus aufs Bild o(V ) ⊂ Hom(V, V ) ⊂ Hom(V,Cl(V )) ist.

Übungsaufgabe 51. (i) Zeigen Sie, dass C2(V ) := c(Λ2V ) ⊂ C(V ) ist unter der Lieklammer von C(V )
abgeschlossen ist.

(ii) Wir betrachten V = Rn mit dem euklidischen Skalarprodukt. Sei A ∈ Λ2Rn. Zeigen Sie, dass es eine
Orthonormalbasis ei von V gibt, so dass A =

∑[n/2]
j=1 aje2j−1 ∧ e2j ist. Berechnen Sie expC c(A).

Übungsaufgabe 52. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit und E → M ein Dirac-
bündel. Sei D der zugehörige Diracoperator. Dann hat nach Satz II.3.26 D2 eine Basis aus orthonormalen
Eigenfunktionen φj zu Eigenwerten λj . Wir setzen ψj := Dφj . Zeigen Sie, dass dann

(i) kerD = kerD2 gilt.

(ii) D(v±
j := 1√

λj

ψj ± φj) = ±
√
λjv

±
j für λj 6= 0 gilt.

(iii) Es gilt D2ψj = λjψj .

(iv) Finden Sie mittels (i)-(iii) eine Basis von L2(E) aus orthonormalen Eigenfunktionen von D.
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