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Prasenziibungsblatt

In diesem Blatt soll es um die Wiederholung und Anschaung des Satzes {iber implizite Funktionen (und des
Satzes zur lokalen Umkehrbarkeit) gehen.

Aufgabe. Wiederholen Sie den Satz iiber implizite Funktionen und den Satz zur lokalen Umkehrbarkeit
(néichste Seite). Sie besagen jeweils, dass das Determinantenkriterium hinreichend ist. Es ist aber nicht
notwendig. Zeigen Sie dies, indem Sie ein Beispiel f: R? — R bzw. f: R — R finden.

Aufgabe. (Am Beispiel) Sei eine glatte Funktion f: R"=™+k — R¥ gegeben:
(a) f:R?2 =R, (2}, 22)T = (212 + (22)? -1
(b) f:R® = R% (z!,2%2%)7 — ((2')? + (2?)? — 1,2' — 333)T
Losen Sie fiir jede dieser Funktionen die folgenden Aufgaben:
(i) Skizzieren Sie die Menge S := f~1(0 € R¥) C R™.

(ii) Finden Sie einen Punkt zo = (a,b) € S mit a € R™, b € R¥, so dass es eine offene Umgebung von
U C R™ von @ und eine glatte Funktion g: U — R* mit g(a) = b und f(u, g(u)) = 0 fiir all u € U gibt.
Geben Sie fiir Thr Beispiel auch U und g explizit an.

(iii) Finden Sie einen Punkt zy € S, fiir den (ii) nicht moglich ist.

(iv) Bestimmen Sie die Ableitungsmatrix

%@:) %@:) agi;(a:)

<8fi ) (z) S(z) ... 2h(x)
D.f:= (x = . ) .
Ox? 1<i<k,1<j<n [ : :

Oh(x) Lk (a) A1 ()

wobei x = (z!,...,2")T € R* und f = (f1,..., fm)? mit fi: R® — R ist.

(v) Bestimmen Sie die Determinante von (gﬂ{ t(x

( )) 1<i<k,m+1<j<n
(ii).

fiir = jeweils gleich Threm x aus (ii) und

Aufgabe. (Die LinAlg-Version vom implizite Funktionensatz) Sei f: R"=™**k — R¥ eine lineare Abbildung,
also gegeben durch f(x) = Az, bzw. f(z = (2!,...,2™)T) = (fi(z), ..., fu(2))T mit f;(z) = Z?:l a;;x? und
A = (aij)i<j<ri<k<n:

Wir zerlegen: A = (A1, As) wobei Ay eine k x k-Matrix ist. Dann ist f(z!,..., 2™, 2™ ... 2") = Aju+ Ayv

=Uu =:v

i) Berechnen Si (% ) '
(1) erecnnen sie | 57 (l‘) 1<i<k,m+1<j<n

(ii) Bestimmen Sie, sofern existent, g: R™ — R¥ mit f(u, g(u)) = 0 fiir alle u € U.
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Satz iiber implizite Funktionen. Sei f: V C R® 2 R™ x R* — R* glatt (n = m + k). Sei (a,b) € V mit
f(a,b) = 0. Weiterhin sei
< afi
det a

)
Oad ™ 1<i<k,m+1<j<n

Dann gibt es eine offene Umgebung V' C V von (a,b), eine offene Menge U C R™ mit a € U und eine glatte
Funktion g: U — R* mit g(a) = b, so dass f(u,g(u)) = 0 fiir alle u € U gilt.

£ 0.

Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit = Umkehrsatz. Seien O,V C R" offen mit pg € O. Sei f: O -V
glatt und sei Dy, f invertierbar (= det D, f # 0). Dann gibt es eine Umgebung U C O von py und eine
Umgebung U’ von ¢o = f(po), so dass f: U — U’ ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist Df(p)(f_l) =
(Dpf)"firpeU.

Dieses Blatt wird in der ersten Ubung besprochen.



