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Ubungsblatt 11

Ubungsaufgabe 41. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Sei V bzw. R der zur induzierten Metrik

gehorige Levi-Civita Zusammenhang bzw. Riemannsche Kriitmmungstensor. Sei IT die zweite Fundamentalform,
also II(X,Y) := DxY — VxY fiir alle X,Y € X(M). Zeigen Sie die Gaufigleichung

(R(X, Y)W, Z) = (II(X, 2), II(Y,W)) = (1I(Y, Z), [1(X, W)).
Ubungsaufgabe 42 (1.5+0.54+2). Sei M C R™*! eine Hyperfliche. Sei IT(X,Y) := DxY — VxY.

(i) Zeigen Sie, dass I symmetrisch ist und in jedem Punkt p € M eine Abbildung S: T,M — T, M mit
g(S(X(p),Y(p)) =I1(X(p),Y(p))) induziert, die sogenannte Weingartenabbildung.

(ii) Folgern Sie, dass die Weingartenabbildung selbstadjungiert ist und damit diagonalisierbar ist.

(iii) Zeigen Sie, dass jede Hauptkriimmungsrichtung (=Eigenvektor der Weingartenabbildung) einer Hyper-
flaiche M im Punkt p € M ein Eigenvektor der Ricci-Kriimmung Ric: T, M — T, M ist.

Ubungsaufgabe 43/44 (2.5+14+1.54+2.5 + 2.5). Sei G C O(n) eine Liegruppe. Wir setzen (v, w) :=
Spur(vTw) fiir v,w € T,G und g € G. Sei L,: G — G gegeben durch h — gh (vgl. UA 24 fiir R,, die
analogen Aussagen gelten fiir L,). Ein Vektorfeld auf G heifit linksinvariant, falls X (g) = deLy4(X (e)) fiir alle
g € G gilt. Fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X,V gilt [X,Y] = XY — Y X, wobei die rechte Seite als
Matrixmultiplikation und -subtraktion zu verstehen ist (fiir die Definition der Lieklammer [X, Y] siche UA
39 /40(1))|H Zeigen Sie, die folgenden Aussagen.

(i) (.,.) ist eine Riemannsche Metrik auf G' und biinvariant (vgl. UA. 34(ii))
(ii) Fir linksinvariante Vektorfelder X, Y ist (X,Y) eine auf G konstante Funktion.

(iii) Esist T.G C {v € Mg(n) | vT = —v} und fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X,Y, Z gilt ([ X,Y], Z) =
-V, [X, Z]).

(iv) Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang zur Metrik (.,.). Dann gilt VxY = 1[X, Y] fiir alle linksinvarianten
Vektorfelder X, Y. (Hinweis: Verwenden Sie die Koszulformel aus UA 39/40(iii)(b))

(v) Die Kriimmung der Metrik (.,.) ist durch R(X,Y)Z = 1[[X,Y], Z] gegeben.

Abgabe am Donnerstag 19.01.17 vor der Vorlesung in die Briefkisten

! Dies gilt sogar fiir linksinvariante Vektorfelder auf GL(n).
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