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Ubungsblatt 12

Ubungsaufgabe 45 (2.5+ 2.5). (i) Betrachten Sie S? C R? mit induzierter Metrik. Sei p € S2. Sei
c: [0,7] = S? eine minimierende Geodétische von p nach —p Bestimmen Sie die Menge der v € 7,52
fiir die es ein Jacobifeld lings ¢ mit J(0) = 0 und J(7) = v gibt.

(i) Betrachten Sie den Zylinder Z := {(z,y,2)T € R® | 22 + y? = 1} mit induzierter Metrik und die
Geoditische c: t € R — (cost,sint,0) € Z. Bestimmen Sie alle periodischen Jacobifelder J langs ¢ (also
J(t+2m) = J(¢) fir alle ¢t € R). Geben Sie zu diesen periodischen Jacobifeldern jeweils eine zugehorige
geodatische Variation von ¢ an.

Ubungsaufgabe 46 (0.5+2+2.5). Sei (M, g) eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M.
Sei § > 0 derart, dass exp,,: Bs(0) € T,M — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei v: S* — 9T, M eine
Parametrisierung von S1(0) := {v € T,M | g,(v,v) = 1}. Sei F': (p,0) € (0,6) x (—m, ) — M gegeben als
F(p,6) = exp,(pv(0)).

(i) Zeigen Sie, dass F' eine Parametrisierung der Flache ist.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir die Metrik g in den lokalen Koordinaten g,, = 1, g,¢ = 0 gilt. (Hinweis: Verwenden
Sie Lemma I1.9.21).

(iii) Sei M = S? C R? mit induzierter Metrik. Sei p der Nordpol. Geben Sie die Abbildung F' explizit an
(fiir maximal maogliches > 0). Berechnen Sie die Metrikkoeffizienten in den Koordinaten (p, 0).

Ubungsaufgabe 47 (2+1+2). Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, fiir die zwischen je zwei
Punkten p,¢ € M mindestens eine minimale Geodétische c: [a,b] — M (c(a) = p und ¢(b) = q) existiert, d.h.
d(c(t1),c(ta)) = L(c: [ti,t2] — M) fiir alle ¢y 5 € [a,b]. Sei p € M, v € T, M derart, dass 7, (t) := exp,(tv)
fir alle ¢ € [0,1] eine minimale Geodétische ist. Weiterhin sei 7, nicht mehr minimierend fiir ¢ > 1.
(i) Zeigen Sie, dass einer der beiden folgenden Fille eintreten muss:
(a) Es existiert ein w € T, M mit v # w, |v[ = |w| und exp, (v) = exp,(w).
(b) p und exp,(v) sind konjugierte Punkte lings v, .

(ii) Zeigen Sie, dass im Fall (a) auch +,,(¢) auf [0, 1] eine minimierende Geodéte ist.

(iii) Seien wi,ws € T, M derart, dass wy # wz und beide exp,,(tw;) auf [0, 1] minimierende Geodétische mit
exp,(w1) = exp,(wz) sind. Zeigen Sie, dass fiir ¢ > 1 keine dieser beiden Geoditische minimierend sein
kann. (Hinweis: Verwenden Sie, dass Geodéatische immer glatt sind.)

Ubungsaufgabe 48 (0.5+1.5+3). Sei p € M und ~: [0,a] — M eine Geoditische mit y(0) = p und
7'(0) = v. Sei w € T, T,M mit |w| = 1 und sei J das Jacobifeld entlang v mit J(0) = 0 und ¥ .J(0) = w.
Zeigen Sie:

(i) (3)?7(0)=0
(i) (5)°7(0) = —R(v,w)o
(iii) Die Taylorentwicklung von |J()|? um ¢t = 0 ist gegeben durch:

@) =+ %g(R(uw)w,v)t‘l + O,
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