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Ubungsblatt 13

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M. Fiir v € T,M mit g,(v,v) = 1 definieren wir

p(v) == sup{t = 0 |d(p, c,(t) := exp,(tv)) = t} € [0, 00]

und setzen
Schnittort(p) := Cut,, = {c,(p(v)) | v € T,M, gp(v,v) = 1}

sowie
D,:={tv | 0<t<pv),veT,M,g,(v,v)=1}.

Ubungsaufgabe 49 (14+141.54+1.5). Sei (M, g) eine geodatisch vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Zeigen Sie:

(i) Fur alle 0 < ¢ < p(v) ist ¢, die eindeutige minimale Geodéte von p nach ¢, (t).
(i) p(v) > ini(p)

(iii) inj(p) = d(p, Cuty)

(iv) M = exp,(D,) U Cut, (U steht fiir die disjunkte Vereinigung)

Hinweis: Verwenden Sie UA 47.

Ubungsaufgabe 50 (1+1+1.5+1.5). Finden Sie (mit Begriindung) Cut,, fiir
(i) S? ¢ R? mit p = (0,0,1)7,

(ii) RP? mit der Fubini-Study Metrik, vgl. Bsp. 11.1.22, und p = 7((0,0,1)7), wobei 7: S? — RP? die
kanonische Projektion ist, vgl. Bsp. 1.3.3.

(i) Z = {(r,5,2)7 €R? | ? 42 =1} C B* mit p = (1,0,0),
(iv) R2/Z? mit der flachen Metrik von 7: R? — R2/Z2, vgl. Satz 11.1.20 und Bsp. 1.3.41, und p = m((0.5,1)T).

Ubungsaufgabe 51. Sei (M, g) geoditisch vollstéindig Riemannsche Mannigfaltigkeit und nicht kompakt.
Zeigen Sie, dass es fiir jeden Punkt p € M ein v € T, M gibt, so dass ¢,(t) := exp,(tv) fiir alle ¢ € [0, 00)
minimal ist (es gibt also einen lingenminimierenden geodétischen Strahl nach unendlich).

Ubungsaufgabe 52 (2.5+2.5). Seien (M, g) und (N, h) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und f: M — N eine glatte Abbildung.

(i) Sei (N, h) geoditisch vollstdndig und es gebe ein ¢ > 0 derart, dass g,(v,v) > ¢ hyp(dyf(v), dpf(v))
fur alle p € M und v € T, M gilt. Zeigen Sie, dass dann auch (M, g) geodétisch vollstédndig ist. (Hinweis:
Verwenden Sie Eigenschaft (3) in Hopf-Rinow.)

(if) Sei (M, g) geodétisch vollstandig und f eine lokale Isometrie. Weiterhin gebe es zwischen je zwei Punkten
in N eine eindeutige Geodétische. Zeigen Sie, dass f dann schon bijektiv und damit eine Isometrie ist.

Abgabe am Donnerstag 01.02.17 vor der Vorlesung in die Briefkisten


http://home.mathematik.uni-freiburg.de/ngrosse/

