
Differentialgeometrie Ksenia Fedosova, Nadine Große
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/ngrosse/ WS 19/20

Übungsblatt 2

Aufgabe 5 (2+1.5+1.5). Seien X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm und Z ⊂ R` beliebige Teilmengen und f : X → Y und
g : Y → Z glatt.

(i) Zeigen Sie, dass g ◦ f : X → Z glatt ist.

(ii) Sei X = S1 ⊂ R2 und f : X → R gegeben durch

(x, y)T 7→
{ 1−y2

x x 6= 0
0 x = 0

Ist f glatt? Begründen Sie.

(iii) Zeigen Sie, dass die Multiplikationsabbildung µ : O(n)×O(n)→ O(n), (A,B) 7→ AB und die Inversen-
bildung ι : O(n)→ O(n), A 7→ A−1, glatte Abbildungen sind. (O(n) ist die orthogonale Gruppe.)1

Aufgabe 6 (2+1.5+1.5). Sei U ⊂ R2 offen, seien g, h : U → R glatt. Wir betrachten die Untermannigfaltig-
keiten Mh = Graph(h) und Mg = Graph(g). Sei f : Mh →Mg gegeben durch

(u, h(u))T 7→ (u, g(u))T .

(i) Zeigen Sie einmal mittels der Definition und einmal mittels der zweiten Bedingung in Lemma I.2.12.
aus der Vorlesung, dass f glatt ist.

(ii) Berechnen Sie TpMh ⊂ R3 für p ∈Mh und geben Sie explizit eine Basis an.

(iii) Berechnen Sie dpf in der Basis aus (ii) für TpMh und TpMg.

Aufgabe 7. (2+1,5+1+0,5) Sei A = AT ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Sei f : Rn → R definiert als
f(x) = xTAx.

(i) Zeigen Sie, dass Mc = f−1(c) = {x ∈ Rn | xTAx = c} für alle c ∈ R \ {0} eine Untermannigfaltigkeit
des Rn ist. Was ist die Dimension von Mc?

(ii) Berechnen Sie TxMc für die Mc aus (i).

(iii) Wenden Sie (i) und (ii) auf
Mc = {(x, y) ∈ R3 × R3 | |x− y| = c}

an.

(iv) Stimmt (i), wenn A nicht symmetrisch ist?

1Gruppen, die Untermannigfaltigkeiten eines Rk sind, und deren Multiplikations- und Inversenbildung glatt sind, nennt man
Liegruppen. Alle Matrixuntergruppen von Gln(R) und Gln(C) sind Liegruppen.
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Aufgabe 8 (1.5+0.5+1+1+1). Sei Mm ⊂ Rm+1 eine Hyperfläche. Wir nennen M orientierbar, falls es ein
stetiges nirgends verschwindendes Normalenfeld gibt.

(i) Sei p ∈M und F : U → V eine lokalen Parametrisierung um p. Zeigen Sie, dass F (U) orientierbar ist.

(ii) Ist S2 orientierbar?

(iii) Sei
Mö = {F (s, t) ∈ R3 | t ∈ (−1, 1), s ∈ R}

mit
F (s, t) =

(
cos(s)

(
2 + t cos s2

)
, sin(s)

(
2 + t cos s2

)
, t sin s2

)T

.

Skizzieren Sie Mö und zeigen Sie, dass Mö ⊂ R3 eine Untermannigfaltigkeit in dem sie genügend lokale
Parametrisierungen angeben. Zeigen Sie, dass Mö nicht orientierbar ist.

(iv) Zeigen Sie, dassM genau dann orientierbar ist, falls es ein glattes nirgends verschwindendes Normalenfeld
gibt.

(v) Zeigen Sie, dass M genau dann orientierbar ist, falls es lokale Parametrisierungen Fi : Ui → Vi von
M gibt, die M überdecken (d.h. es gilt M ⊆ ∪iVi) und detDF −1

i
(p)(F

−1
j ◦ Fi) > 0 für alle i, j und

p ∈ Vi ∩ Vj ∩M gilt. (Hinweis: Erweitern Sie ∂Fi

∂ui (u) mittels eines Einheitsnormalenvektors νi(p = F (u))
zu einer positiv orientierten Basis und diskutieren Sie, wann νi(p) = νj(p) ist.)
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