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Ubungsblatt 7

Aufgabe 25. (1.5+1.5+1+1)

(i) Sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei d: M x M — R die zugehorige
Riemannsche Abstandsfunktion. Zeigen Sie, dass (M, d) ein metrischer Raum ist.

(Hinweis: Sei k: U — V eine Karte von M. Sei g;; die Metrik in den dazugehérigen lokalen Koordinaten.
Sei K C U kompakt. Da g;; glatt und in jedem Punkt positiv definit ist, gibt es ein p > 0 mit
gij (K(y))viv? > >, (vF)? fiir alle y € K und v = v % |, € T, M.)

(iii) Sei (M =R"™, < .,.>p) der Minkowskiraum. Fur p,q € M definieren wir
d(p, q) = inf{7(c) | ¢ ist eine stiickweise glatte kausale Kurve von p zu ¢},
wobei wir das Infimum der leeren Menge oo setzen. Zeigen Sie, dass d nur die Werte 0 und oo annimms.
(iv) Wir definieren fiir Lorentzsche Mannigfaltigkeiten den Lorentzschen Abstand
d(p,q) = sup{7(c) | c ist eine stiickweise glatte kausale zukunftsgerichtete Kurve von p zu ¢},

wobei wir das Supremum der leeren Menge 0 setzen. Wir betrachten die Lorentzmannigfaltigkeit
(M = S xR, g) mit g = d¢? — dt?, wobei (¢,t) — (sin ¢, cos ¢, t) € M Koordinaten auf M sind. Welche
Punkte auf M kann man von (0,0) durch glatte kausale Kurven erreichen? Bestimmen Sie zu allen
diesen Punkten den Lorentzschen Abstand.

(v) Finden Sie ein Beispiel einer Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) mit d(p,p) = oo fir alle Punkte p € M.

Aufgabe 26. (1+1.5+2.5) (S? C R? mit der Standardmetrik) Wir betrachten die lokale Parametrisierung
F: (¢,9)" = (cos ¢ costp, cos psin e, sin )’ € R3.
Sei 0y = % und Oy := %.
(i) Berechnen Sie Dp, 04, Dp,0y,Da,04, Do, Oy .

(ii) Berechnen Sie die Orthogonalprojektion der Vektoren aus (i) auf den jeweiligen Tangentialraum der
Sphére in der Basis 0y, Oy.

(iii) Seic: I — S2, c(t) = F(¢(t),(t)). Berechnen Sie ¢*® und bestimmen Sie alle Losungen von % = ()
fiir ¢(0) = (1,0,0) und ¢(0) = (0,0, 1).

Aufgabe 27 (24(1+2)). Es sei der Rotationstorus gegeben:
{F(u,v) = ((24 cosu) cosv, (2 + cosu) sinv, sinu)” € R® | u,v € R} C R3.
(i) Fluve(o,2x) ist ein lokale Parametrisierung. Berechnen Sie die Geodéitengleichung in diesen Koordinaten.

(ii) Bestimmen Sie, welche der Koordinatenlinien u = const bzw. v = const Geodatische sind.
(a) Einmal mittels der in (i) aufgestellten Geodétengleichung.
(b) Einmal mittels des Geodatenkriteriums fiir Hyperflichen aus Beispiel 11.2.5.
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Aufgabe 28. (142+2) In dieser Aufgabe wird gezeigt: Bis auf Isometrien ist eine Riemannsche Metrik auf
S durch die Linge der S! eindeutig bestimmt.

(i) Sei f: M — N eine Isometrie zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h). Sei
c¢: I — M eine glatte Kurve. Zeigen Sie, dass L(c) = L(f o ¢) gilt.

(ii) Sei m: R — M :=[0,1]/(0 ~ 1), 2+ (2 mod 1). Es ist M diffeomorph zu S*. Sei z € (0,1) C M eine
lokale Koordinate auf M. Zeigen Sie, dass g = f(x)(dz)? fiir eine glatte Funktion f: (0,1) C M — R
genau dann eine Metrik auf M induziert, wenn f > 0 und f := fom: 7—1((0,1)) C R — R sich zu einer
1-periodischen glatten Funktion f: R — R erweitert.

(iii) Seien g;(x) = f;(x)(dz)?, i = 1,2, zwei Metriken auf M (Notation wie in (ii)). Zeigen Sie, dass (M, g1)
und (M, g2) genau dann isometrisch sind, wenn fol V(z)de = fol v fo(x)dx.

(Hinweis: Uberlegen Sie sich erst, welches y: 2 € R — y(x) € R eine Isometrie zwischen (R, fi(x)(dz)?)
mit f; wie in (i) und (R, L?(dz)?) mit L = fol V f1(z)dz ergibt.)
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