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Ubungsblatt 8

Aufgabe 29. (4+1)

(i) Seien (M, g),(N,h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine Isometrie und X,Y €
X(M). Wir schreiben f, X := df (X)(=Push-Forward), d.h.(f. X (p) = dy-1,) f(X(f~'(p))). Sei V der

Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g) und V der Levi-Civita Zusammenhang auf (N, h). Zeigen Sie,
dass fo(VxY) =V x fiY fir alle X,Y € X(M) gilt.

(ii) Seien die Levi-Civita-Zusammenhénge zu zwei Metriken g und § auf M gleich. Folgt daraus schon, dass
g = ¢ ist? Begriinden Sie.

Aufgabe 30 (1.5+3.5). (Noch einmal S? C R? mit der Standardmetrik) Sei F' wie in Aufgabe 26.

(i) Berechnen Sie die induzierte Metrik auf S? in den durch F gegebenen lokalen Koordinaten (zum
Vergleich: g = (d¢)? + cos? ¢(dvp)?).

(ii) Berechnen Sie die Christoffelsymbole bzgl. dieser Koordinaten und stellen Sie damit die Geodétenglei-
chung auf.

Aufgabe 31 (1.5+3.5). Sei (M, g) semi-Riemansche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang V.

(i) Sei f € C*(M). Zeigen Sie, dass genau ein Vektorfeld Z € X(M) mit g(Z, X) = df(X) fur alle
X € X(M) gibt. Dieses Vektorfeld heifit Gradient grad, f von f bzgl. g. Berechnen Sie grad, f in lokalen
Koordinaten.

(ii) Sei ¢ € C>®(M), gy = €*?g und V der Levi-Civita Zusammenhang zu gs. Zeigen Sie, dass fiir alle
X, Y e X(M) -
VxY =VxY +X(@)Y +Y(¢)X — g(X,Y)grad,¢

gilt.
Aufgabe 32. (1+341) Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang V.
(i) Sei ¢: I — M eine beliebige Parametrisierung einer Geodéten. Zeigen Sie, dass dann V¢ || ¢ gilt.
(ii) Sei nun V¢ | ¢ fiir eine Kurve ¢: I — M. Zeigen Sie, dass das Bild von ¢ eine Geodéte ist.

(iii) Sei (M, g) Lorentzsch und ¢: I — M eine lichtartige Geodétische (lichtartig heifit, dass ¢(t) fiir alle
t € I lichtartig ist). Zeigen Sie, dass dann das Bild von ¢ auch fiir g4 = €*?g, ¢ € C°°(M), eine Geodite
ist. (Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 31.(ii).)
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