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Aufgabe 33/34. (2.5+2.5+ 3+2) Sei v: I = (a,b) — Rxg x {0} x R C R? eine glatte nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Sei M die Fldache, die durch Rotation von v um die z-Achse entsteht. Verwenden Sie
als Koordinaten zur Beschreibung von M die Koordinate zu I und den Rotationswinkel ¢.

(i) Berechnen Sie die induzierte Metrik und die zugehorigen Lagrangegleichung.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir (Teile von) Geodatischen c¢(s) = (z(s), y(s), z(s)) mit 2(s) # 0 fiir alle s, das Produkt
aus 7(s) := /a2(s) + y?(s) mit dem Kosinus des Winkels von ¢(s) mit dem jeweiligen Breitenkreis

konstant ist.

(ili) Nutzen Sie Maxima (oder ein anderes Computeralgebrasystem)f| um M fiir Spur(y) = {(1,0,2)}
und fiir Spur(y) = Bild(sin(z)) graphisch darzustellen. Stellen Sie auch jeweils Geodétische (mit

unterschiedlichem qualitativen Verhalten) graphisch dar.

(iv) Warum braucht man in (iii) 2(s) # 07 Illustrieren Sie das mit einer Geodétischen aus (iii).

Aufgabe 35/36. (3+2+5)

(i) Sei eine Metrik auf R? gegeben als: n?(2)((dz)? + (dz)?). Zeigen Sie, dass fiir eine Geoditische c(s) =
(x(s),2(s)) die beiden GréBlen n?(2)(22 + 22) = Cy und n?(z)i = C; konstant in s sind. Folgern Sie
daraus, dass eine Geodétische 22 = n=2(z) (Cy — C3n~2(z)) erfiillt.

Betrachten Sie die Geodétischen aus (i) als Graph tiber z, also Z(z(s)) = z(s). Zeigen Sie, dass dann

()2 = g—%n2(2) — 1 gilt.

(Gradient enlinseED

Licht (nach Bogenlidnge parametrisiert) bewege
sich parallel zur z-Achse auf eine Gradientenlinse
(M = [0,1]xR C R? (Koordinaten (z, z)) gegeben
mit g = n?(2)gr mit n?(z) = 1 — 2?) zu, also
cu(0) = (0,u)T und ¢,(0) = (=%+,0)T. Berechnen

n(u)’
Sie ¢, (in der Linse) unter Nutzung von (iii). Bei
z = 1 tritt ¢, wieder aus der Linse aus und

befolgt dort das Snellsche Brechungsgesetz, siche
Abbildung. Der ausgetrete Lichtstrahl schneide
die z-Achse in z,,. Rechnen Sie nach, dass z, =
const + O(u?) gilt.

ng(z) =1-22 |

N Snellsches Gesetz:

n(zy)sina; = sin as
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