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Ubungsblatt 4

Ubungsaufgabe 13 (Grom/Amann). (i) Sei 7: E — M ein Geradenbiindel (=Vektorbiindel vom Rang
1). Zeigen Sie, dass End(F) ein triviales Biindel ist.

(ii) Es gilt Hom(E, E' @ E”) 2 Hom(E, E') ® Hom(E, E") fir Vektorbiindel E, E’, E" iiber M.

(iii) Zeigen Sie, dass TRP™ @ e¢ = 7@ ... D 7 gilt, wobei € das triviale Biindel und 7 das kanonische
————

(n+1)-mal
Geradenbundel iiber RP™ ist.

Ubungsaufgabe 14 (Fleig/Stappen). (i) Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und z* lokale
Koordinaten auf U C M. Betrachten Sie b: X € X(M) — X := g(X,.) € Q'(M) und die Umkehrab-
bildung f. Bestimmen Sie die lokalen Darstellungen von X” und of bzgl. der lokalen Darstellung von
X € X(M) bzw. a € QY(M) in den Koordinaten z°.

(ii) Auf R?® mit euklidischer Metrik haben wir zeitabhingige Vektorfelder E(x,t) und B(x,t) sowie zeitab-
héngige Skalare p(x,t) und j(xz,t) (Die Zeitabhingigkeiten sind wie alles andere auch glatt.) Rechnen
Sie nach, dass die Gleichungen auf der linken Seite dquivalent zu denen auf der rechten Seite sind:

10B 10
tE = ——— dE* = ——= =B’
o c Ot i c ot
divB = d(*B") =0
B=-—+— B"=-—F"+ —
ot c Ot + ¢’ *d c Ot + c
divE = 4mp d(*E”) = 47 p dvolgs.

Ubungsaufgabe 15 (Beisitzer/JeSberger). Sei X € X(M), x € M.
(i) Zeigen Sie: Fiir jedes Intervall (a,b) um 0 € R mit |b — a| klein genug, hat
Yo (t) = X(12(1)), 12(0) ==
eine Losung. Ist das Intervall maximal, so ist die Losung eindeutig — das maximale Intervall, nennen wir
%lg“ bfg; l)uss des Vektorfeldes X ist definiert durch
O: Yy ={(t,x) ERX M |a, <t<by} = M, &zx):=D(t,z) = v,(t).
Ist ¥x = R x M, nennen wir das Vektorfeld X wvollstindig.
(ii) Ist X vollstindig, dann ist ®;: M — M fiir alle ¢t € R ein Diffeomorphismus und es gilt
Dyyy = By 0 D,
(ili) Ist 222 € X(R) vollstéindig?

(iv) Jedes beschriankte Vektorfeld auf einer vollstandigen Mannigfaltigkeit ist vollstandig.
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Ubungsaufgabe 16 (Lenthe/Storch). Sei m: E — M ein K-Vektorbiindel vom Rang 7 mit M kompakt.

(i) Zeigen Sie, dass es eine Abbildung ¢g: E — K™ fiir ein r < m < o0, so dass es fiir alle z € M die
Einschrankung g|g, injektiv und linear ist.

Sei Gr,.(K™) = {r-dimensionale Untervektorriume von K™} die Grassmannmannigfaltigkeit.! Dann ist
Gry(K™) = KP™~ 1, fiir welches wir in Beispiel 1.2(iii) das kanonische/tautologische Geradenbiindel T
kennengelernt haben. Analog kann man das tautologische Biindel tiber Gr,(K™) definieren:

=, v) € Gr, . (K™) x K™ | v € £} — Gr,.(K™).

Das ist ein Vektorbiindel vom Rang r - insbesondere ein Unterbiindel von trivialen Faserbiindel Gr,(K™) x
K" — Gr,(K™). Weiterhin ist ¢: (¢,v) € ¥ — v € K™ ein g wie aus (i).

(ii) Zeigen Sie: Gibt es einen Vektorbiindelmorphismus u: E — +/", der ein Isomorphismus auf den Fasern
ist, dann ist qu ein g wie aus (i). Ist andersherum g: E — K™ wie in (i) gegeben, dann gibt es einen
Vektorbiindelmorphismus u: E — 4", der ein Isomorphismus auf den Fasern ist und fiir den g = qu
gilt.

(iiii) Folgern Sie, dass fiir jedes K-Vektorbiindel 7: E — M vom Rang r eine Abbildung f: M — Gr,.(K™)
gibt, so dass f*y™ & F gilt.?

I'Man kann Gr,(K™) auch als Teilmenge von gl(r, K) verstehen, nimlich Gr,(K™) = {P € gl(r,K) | P? = P, PT = P, Spur(P) =
k}(= {P ist Orthongonalprojektion auf einen k dimensionalen Untervektorraum}). Dann ist Gr,(K™) eine Untermannigfal-
tigkeit von gl(r,K) der Dimension r(m — r).

2Warum ist das toll? Das ist ein wichtiges Resultat in der Differentialtopologie - fiir die Klassifikation von Vektorbiindeln. Es sagt,
dass jedes Vektorbiindel als Pullback von diesen tautologischen Vektorbiindeln mit geeignetem m aufgefasst werden kann. Man
kann sich iiberlegen, dass man Einbettungen Gry(K™) < Gr,(K™*!) < Gr,(K™%2) — ... hat und ’Y:«n_1|GrT(K7n) M
gilt. Damit kann man den direkten Limes der Grassmannschen Gr,.(K™) und der Biindel v7* fir m — oo bilden und erhélt
ein universelles Biindel v2° — Gr,(K). Das ist nicht mehr ein Vektorbiindel in unserem Sinne, da die Rdume keine
Mannigfaltigkeiten mehr sind, aber ansonsten verhélt es sich dhnlich. Es heifit universell, weil nun (durch "Weglassen’ der
Dimensionseinschriankung) jedes Vektorbiindel als Pullback dieses universellen Biindels dargestellt werden kann.



