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Ubungsblatt 12

Ubungsaufgabe 45. [Fleig/Storch] Wir betrachten S™ C R"*! mit der induzierten Metrik. Fiir eine
Funktion f € C*(S™) setzen wir f(z) = f ( z )

[EVa

(i) Zeigen Sie, dass Agn f = (Agnsi f)|sn und (Agnsi f)(z) = |2|~2(Agn f) (7) gilt.

||
(ii) Berechnen Sie Agn+: — 5 Agn (Hier ist r = |z|).

(iii) Sei g € C>°(S™). Zeigen Sie, dass Agn+1(r’g) = 0 auf R**1\ {0} genau dann gilt, wenn g eine
Eigenfunktion von Agn zum Eigenwert A = v(v +n — 1) ist.

(iv) Folgern Sie, dass falls g eine Eigenfunktion zu A von Agn ist, dass Sie v > 0 wéihlen konnen und Sie g
damit zu einer stetigen Funktion auf R™*! fortsetzen kénnen.

(v) Zeigen Sie, dass in der Situation von (iv) r”g sogar glatt auf R"*! ist und zeigen Sie (z.B. durch
Einschréanken auf eine Ursprungsgerade), dass dann v € N sein muss.

Also muss ein Eigenwert von Agn, die Form A = k(k +n — 1) mit k € N>o haben. !

Ubungsaufgabe 46. [Beisitzer/Grom] Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehérigem
Kriimmungstensor R.

(i) Wir betrachten geodétische Normalkoordinaten * um p. Sei e; = 8,:|,. Berechnen Sie mit Hilfe von
Ubungsaufgabe 41.ii, dass
A==V Ve, —(e:) Ailej)Rei,e;)

fiir den Hodge-Laplace auf k-Formen gilt.

(ii) Folgern Sie, dass fir einen beliebigen Orthonormalrahmen e; um p
A=-V.Ve, + Vv, — (&) Alej)R(e;, e;)
gilt.

(iii) Sei a € Q'(M) harmonisch, also Aa = 0. Sei |a|? := g(a, a). Zeigen Sie, dass
—A|o¢|$27 = 2|Val? + 2Ric(a”, o)
gilt.

(iv) Folgern Sie, dass auf jeder geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Riccikriim-
mung, jede harmonische 1-Form « parallel ist (d.h. Va = 0). Ist weiterhin die Riccikriimmung sogar
positiv, gibt es gar keine harmonischen 1-Formen. (Hinweis: Nutzen Sie, dass nach dem Satz von Gauf}
Sy Afdvoly = 0 ist.)

1Das sind auch wirklich alle Eigenwerte, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics.
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Ubungsaufgabe 47. [Ammann/JeSberger] Sei (M, g) eine zweidimensionalen orientierte geschlossene Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Wir betrachten die Gleichung Au = he* mit h € C*(M), h # 0. Zeigen
Sie:

(i) Damit die obige Gleichung fiir u eine Lésung hat, muss h das Vorzeichen wechseln und | o hdvolg <0
sein.

(ii) Ist u eine Losung, dann gilt [, he*dvoly = 0.

(iii) Aus Av = 0 folgt v = const. Deshalb gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle v € H' mit [,, vdvol, = 0 die
Poincare Ungleichung ||v]| 2 < ¢||Vu||L2 gilt.

(iv) Der Raum F = {v € H' | [,, he’dvol, =0, [;, vdvoly} ist nichtleer.

(v) Betrachten Sie J: F = R, v — [, |Vo|*dvoly. Wir setzen a := inf,cp J(v). Sei v; € F eine Folge mit
J(v;) — a. Zeigen Sie, dass v; in H' beschrinkt ist und damit in L* gegen ein v konvergiert. Folgern

Sie, dass €V in L? gegen e¥ konvergiert und damit v € F liegt. Zeigen Sie weiterhin, dass der Limis v
erfilllt J(v) = a.

(vi) Nutzen Sie Lagrange—Multiplikation2~, um zu zeigen, dass v eine schwache Losung von 2Au = f :=
—Ahe? — i ist. D.h. betrachten Sie F(v + €¢) := [}, (IV(v + €9)|* + Ahe" T + (v + €¢)) dvol, fiir
¢ € H' und berechnen Sie 4 |._oF'(v + €¢).

(vii) Benutzen Sie, LP und Schauder-Abschitzungen induktiv, um zu zeigen, dass v € C*° (M) ist.
(viil) Zeigen Sie, dass g =0 und A < 0 sein muss.

Setzen Sie alles obige zusammen, um zu folgern, dass Au = he® fiir h € C°(M), h # 0 und h erfiille die
Bedingungen aus (i) eine glatte Losung u € C°°(M) besitzt.

Ubungsaufgabe 48. [Lenthe/Stappen] Sei (M, g) eine zweidimensionalen orientierte geschlossenen Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Die GauB8kriimmung K, von (M, g) ist gleich der Hélfte der Skalarkriimmung.
Sei x(M) die Eulercharakteristik.> Man kann nachrechnen, dass

K = e (K, — Agu) (1)
fiir § = e%“g gilt. Ab jetzt sei x(M) = 0.

(i) Zeigen Sie, dass die GauBkriimmung einer Metrik g auf M entweder konstant Null sein muss oder das
Vorzeichen wechseln muss.

(ii) Zeigen Sie, dass Ajv = K, eine glatte Losung besitzt und es damit eine zu g konforme Metrik mit

(iii) Sei von nun an K € C*°(M), wobei K das Vorzeichen wechselt. Zeigen Sie, dass fiir alle Riemannschen
Metriken h auf M und alle Funktionen a € C*°(M) es einen Diffeomorphismus ¢: M — M gibt, so
dass [, e*(K o ¢)dvol, < 0 gilt.

(iv) Wir wollen nun untersuchen, ob es auch eine Metrik § auf M mit Kz = K gibt. Unser Ansatz ist
§ = e2“¢*g fiir geeignetes u und einen geeigneten Diffeomorphismus ¢: M — M. Wir setzen dazu
g=¢*g und w := 2(u — v) mit Agv = Ky o ¢. Zeigen Sie, dass, falls u die Gleichung (1) fir ¢*g statt g
ist, dann w eine Losung von Ajyw = he™ fiir geeignetes h € C°°(M) ist. Benutzen Sie Ubungsaufgabe 47
um zu folgern, dass ein solche Losung w und damit ein glattes u existiert, so dass Kz = K gilt.

2=Methode um kritische Punkte unter Nebenbedingungen zu finden
3x(M) = 2 — 2-Anzahl der Lécher. Es gilt der Satz von GauB-Bonnet: IM Kgdvoly = 2nx(M).



