Axiomatik der spharischen
Geometrie

zur Vorlesung Elementargeometrie SS16



Axiome der Euklidischen Geometrie

Inzidenzaxiome: (11)—(13)

Anordnungsaxiome: (A1)—(A5)

Kongruenzaxiome fiir Winkel und Strecken: (K1)—(K6)
Parallelenaxiom: (P)

Vollstandigkeitsaxiome: (V1)-(V2)
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Axiome ersetzen - Wir raten
mal...
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(I1'a) Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau zwei Punkten.
Diese heien antipodal.

(I11'b) Durch je zwei verschiedene Punkte , die nicht antipodal sind, geht
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(12) Jede Gerade enthalt mindestens zwei Punkte.

(I3) Es gibt drei nicht kollineare Punkte.



Anordnungsaxiome?

(A1) Falls g zwischen p und r liegt, dann
sind p, g, r paarweise verschiedene
Punkte auf einer Geraden.

(A2) Falls g zwischen p und r liegt, dann
liegt g auch zwischen r und p.

(A3) Fir je zwei verschiedene Punkte p und
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zwischen p und r liegt.
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(A5) Seien p, g, r drei nicht kollineare Punkte
und g eine Gerade, die keinen dieser
Punkte enthilt. Falls g die Strecke pg
schneidet (d.h. es gibt einen Punkt s
auf g und zwischen p und g), dann
schneidet g auch genau eine der beiden
Strecken pr, gr.
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(A1) Falls g zwischen p und r liegt, dann

sind p, g, r paarweise verschiedene
Punkte auf einer Geraden. ©

(A2) Falls g zwischen p und r liegt, dann
liegt g auch zwischen r und p.

(A3) Fiir je zwei verschiedene Punkte p und
g gibt es einen Punkt r, so dass g
zwischen p und r liegt. ®

(A4") Falls g zwischen p und r liegt, dann
liegt p auch zwischen r und q und r
zwischen p und gq.

(A5) Seien p, g, r drei nicht kollineare Punkte
und g eine Gerade, die keinen dieser
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schneidet (d.h. es gibt einen Punkt s
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2(A1), (A2), (A4) kann man zusammenfassen und alles kiirzer/schéner machen...



Kongruenzaxiome?

(K1)

Abtragung von Strecken: Seien p, q, r, s Punkte mit r # s, dann gibt
es genau einen Punkt t € S(r,s), so dass pg =g rt.

= ist eine Aquivalenzrelation.

Addition von Strecﬁn: Sei q zwiichen p und r, sowie b zwischen a
und c. Falls pg = ab und Gqr = bc gilt, dann gilt auch pr = ac.

Die Kongruenz von Winkeln 22}y, definiert eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Winkel.

Abtragung von Winkeln: Sei <tpqr ein Winkel und p’, ¢’, u drei nicht
kollineare Punkte. Dann gibt es genau einen Winkel <tp’q’r’
kongruent zu <pgr, so dass r’ und v auf der gleichen Seite der
Gerade durch p’ und ¢’ liegen.

Seien (p, g, r) und (p’,q’, r’) Tripel von Punkten, die jeweils nicht
kollinear sind. Dann gilt mit

Pq=s p'q, pr=sp'r’, und <qpr =y <q'p'r’

!

auch <pgr =y <p'q'r’.
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(K1)

(K6)

Abtragung von Strecken: Seien p, q, r, s Punkte mit r # s, dann gibt
es genau einen Punkt t € 5(r,s), so dass pg =g rt.

2 ist eine Aquivalenzrelation.

Addition von Strecken: Sei q zwischen p und r, sowie b zwischen a
und c. Falls pg = ab und gr = bc gilt, dann gilt auch pr = ac.

Die Kongruenz von Winkeln =2, definiert eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Winkel.

Abtragung von Winkeln: Sei <tpgr ein Winkel und p’, ¢’, u drei nicht
kollineare Punkte. Dann gibt es genau einen Winkel <tp’q’r’
kongruent zu <tpgr, so dass r’ und v auf der gleichen Seite der
Gerade durch p’ und ¢’ liegen.

Seien (p,q,r) und (p’,q’, r') Tripel von Punkten, die jeweils nicht
kollinear sind. Dann gilt mit

A

Pqd=sp'q’, Pr=sp'r’, und <qpr=w <q'p'r

auch <pgr =y, <p’'q'r'. ®©!

Imodulo Fragen, was hier genau S(r, s) sein soll...
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Vollstandigkeitsaxiome?

(V1) Axiom von Archimedes: Seien p, q, r drei paarweise verschiedene
Punkte auf einer Geraden g, so dass p nicht zwischen g und r liegt.
Dann gibt es Punkte ¢ = q1, go,... auf g mit ;g 11 =5 Pq.
AuBerdem liegt g; zwischen p und g;;1. Nach endlich vielen Schritten
liegt r zwischen p und g.
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» Kongruenzaxiome
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Man hat jetzt einen verniinftigen Kandidaten fiir ein Axiomensystem der
spharischen Geometrie. Es bleibt zu zeigen, dass die Sphére bis auf
Isomorphie eindeutig durch die obigen Axiome bestimmt ist...



