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Aufgabe 16 (1.5+2+1.5). (i) Wir betrachten f : R2 → R, f(x, y) = x4 − x2 + y2. Die Lösungsmenge von
f(x, y) = 0 ist eine Lemniskate/ figure-eight Kurve.
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Ist die Lemniskate eine Untermannigfaltigkeit? Wenn nicht, was ist die maximale Teilmenge, die eine
Untermannigfaltigkeit ist. Begründen Sie.

(ii) Sei a ∈ R und f : R2 → R, f(x, y) = x3 − 3ax − y2. Finden Sie alle Werte b, so dass f−1(b) eine
Untermannigfaltigkeit von R2 ist. Skizzieren Sie f−1(b) für einige Werte a und b, so dass qualitativ alle
’Typen’ von Mengen f−1(b) abgebildet werden.

(iii)
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Sei ein Doppelpendel wie im Bild gegeben (d.h. der Aufhän-
gepunkt im Ursprung ist fest, die Längen `1 und `2 der Stäbe
ist fest, sonst ist alles frei beweglich). Sei M ⊂ R2 ×R2 ∼= R4

die Menge aller (p1, p2) ∈ R4, die durch diese Konstruktion
erreichbar sind. Bestimmen Sie M und zeigen Sie, dass M
eine Untermannigfaltigkeit von R4 ist. Was ist die Dimension?

Aufgabe 17 (2.5+2.5). Geben Sie genügend lokale Parametrisierungen an, um zu sehen, dass folgende Mengen
nach Satz 1.3.4 Untermannigfaltigkeiten sind. Skizzieren Sie die Mengen. Was ist jeweils die Dimension?

(i) Sm = {x = (x1, . . . , xm+1)T ∈ Rm+1 |
∑m+1

i=1 x2
i = 1}

(ii) G = {x = (x1, ..., xm+1, ..., xm+k)T ∈ Rm+k=n | xm+i = fi(x1, ..., xm)} für eine glatte Funktion
f : Rm → Rk.

Aufgabe 18. Die blaue Fläche habe die Massenverteilung ρ(x, y) = |y − 5|. Berechnen Sie den Schwerpunkt.
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