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Einleitung

In dieser Vorlesung werden wir uns in erster Linie mit Mehrfachintegralen und etwas Vorl.
Funktionentheorie beschéftigen. Mehrfachintegrale sind eine Verallgemeinerung des
Riemann-Integrals in einer Variablen, welches wir in Analysis 1 kennengelernt haben.

So wie man mit dem Riemann-Integral Fldcheninhalte berechnen kann, kénnen wir
dann mit Mehrfachintegralen Volumina von Koérpern berechnen. Die Berechnung von
Volumina von Koérpern sind Schulstoff (Klasse 9), z.B. https://unterrichten.zum.
de/wiki/Zylinder_Pyramide_Kegel.

Volumen: 7r2h Volumen: fm" Volumen: fm"
Oberfliche: 2712 + 27rh  Oberfliche: 4712 Oberflache: 7r2 + Wrm

Dort werden die Formeln fiir die Berechnung der Volumina von Kugel, Zylinder, Kegel,
etc. zwar nicht iiber Mehrfachintegrale behandelt, aber es werden auch nicht nur die
Formeln angegeben, sondern diese heuristisch hergeleitet und es werden einige wichtige
Prinzipien behandelt, z.B. das Prinzip des Cavalieri:

Prinzip des Cavalieri: Haben fiir zwei Korper mit gleicher Héhe fiir alle hy € (0, h)
die Querschnittsflichen den gleichen Flacheninhalt, dann
haben die Kérper das gleiche Volumen.

Ein Ziel dieser Veranstaltung ist es mit Mehrfachintegralen zu verstehen, wo diese
Formeln, die man aus dem Schulunterricht kennt, herkommen und ggf. fiir einen neuen
Korper das Volumen selbst zu berechnen.


https://unterrichten.zum.de/wiki/Zylinder_Pyramide_Kegel
https://unterrichten.zum.de/wiki/Zylinder_Pyramide_Kegel
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In der Schule lernt man aber nicht nur Formeln fiir Volumina spezieller Kérper sondern
auch fiir deren Oberflache. Auch dafiir werden Mehrfachintegrale niitzlich sein, allerdings
dann Mehrfachintegrale iiber Untermannigfaltigkeiten (also gekriimmte Fldchen). Auch
dies werden wir behandeln und so z.B. den Oberflicheninhalt einer Kugel herleiten. In
diesem Kontext werden auch oft Integrale iiber Kurven auftauchen, die wir in diesem
Kurs als erstes behandeln werden. Dazu gehort als ein Spezialfall auch die Lange von
Kurven.

Der zweite kleinere Teil der Vorlesung beschéftig sich mit Funktionentheorie/komplexer
Analysis. Das ist Analysis von Funktionen f: C — C. Zum einen ist das eine Fortfithrung
der Analysis 1 nur jetzt auf eine komplexe statt ein reelle Variable. Da man C mit dem
R? identifizieren kann, ergibt sich auch eine Briicke zu Analysis und Integration auf R2.



1 Integration

1.1 Kurvenintegrale

1.1.1 La@nge einer Kurve.

Ziel: Wie berechnet man Langen von Kurven? Zum Beispiel von:

Definition 1.1.1. Sei I ein Intervall. Eine stetige Abbildung v: I — R¥ heiBt (para-
metrisierte) Kurve. Das Bild v(I) C R¥ nennt man Spur der Kurve.

Interpretation: Die Funktion 7 beschreibe den Ort eines Objekts/Teilchens in Abhén-
gigkeit von der Zeit. Dann kann man die Spur der Kurve als Foto der Bewegung unter
Langzeitbelichtung verstehen.

Wir wiirden nun gerne (wenn moglich) der Kurve eine Lange zuordnen. Idee: Sei
I=1Ja,bund sei Z = (zg = a < 21 < ... <z, = b) eine Zerlegung von [a, b]. Wir
néhern v durch den mittels v(z;) gebildeten Polygonzug an, vgl. Abbildung 1.1. Dieser
hat die Lange

L(Z,v):z () = (1)l

Ist Z eine Verfeinerung von Z, d.h. alle Punkte von Z sind auch Punkte in Z, dann
folgt mit der Dreiecksungleichung

L(Z,7) > L(Z,7).

Definition 1.1.2. Sei v: [a,b] — R eine parametrisierte Kurve. Falls das Supremum
von L(Z,~) iiber alle Zerlegungen Z von [a, b] endlich ist, nennen wir ~ rektifizierbar
und nennen

L(v):sgp L(Z,7)



1 Integration

~(b)
v(z2) = v(y

~v(y3)

v(x1) = v(y2)

v(a)

Abbildung 1.1: Der Polygonzug zu v bzgl. einer Zerlegung (z¢ = a,x1,...,2, = b) und
einer Verfeinerung (yo = a, y1, Y2, - - -, Yn = b) davon.

die Ldnge von 7.

Bald zeigen wir, dass die Linge von v nicht von der Parametrisierung abhéngt, also
nicht davon mit welcher Geschwindigkeit die Kurve durchlaufen wird, solange alle
Punkte gleich oft durchlaufen werden. Das ist ja auch das, was man von einer Léinge
erwarten wiirde. Lauft man Teile der Kurve mehrfach durch, so wird auch die Lange
dieser Zeile mehrfach gezahlt.

Aber nicht alle Kurven miissen eine endliche Lange haben. Wir sehen z.B. in UA1, dass
der Flacheninhalt der Schneeflockenkurve zwar endlich ist, ihre Lénge jedoch unendlich.

Lemma 1.1.3. Seiv: [a,b] — R* eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve.
Dann ist v rektifizierbar und es gilt

b
Liy) = / ! (t) .

Beweis. Da v stetig differenzierbar ist, ist |y/(¢)| in t stetig und somit existiert
fab |/ (t)|dt. Nach dem Hauptsatz der Analysis [1, Satz 4.5.47] haben wir

/ " Y@t

J

v(x5) —v(zj-1)| =

< / ")t

.
und somit direkt

b
Lz < [ 1@l

Also ist supz L(Z, ) endlich, v rektifizierbar und L(vy) < f; |/ (¢)|dt.
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Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen: Da +’ auf dem kompakten Intervall
[a,b] stetig ist, ist es sogar gleichméBig stetig, vgl. [1, Satz 4.5.10]. D.h. fiir ¢ > 0
existiert ein § > 0, so dass

[V(5) =/ (B)] < e

fir alle s,t € [a,b] mit |s —¢| < 0 ist. Sei nun € > 0 und ¢, das § aus der letzten Zeile
zu diesem € . Sei Z eine Zerlegung von [a, b] mit x; — x;_1 < ¢ fir alle j. Dann gilt fir
telzj1, 2]

YO < 1Y () =7 (@) + 17 ()] < 1 (@5)] + €

und somit
o < é(lv’(l’])l Oy —41)
gz / jj1<v'<xj> () + A O] + (b~ )
< Z ( / (0= e +| | ¥ ()t ) +e(b—a)

< (el — mj-1) + Iy(ag) = v(@i-1)]) + €(b— a)

Dies gilt fiir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit ; — x;_1 < ¢ fiir alle j. Bilden wir nun
das Supremum von L(Z, ) iiber diese Zerlegungen erhalten wir sogar das Supremum
iiber alle Zerlegungen, da L(Z,~) bei Verfeinerung der Zerlegung nicht kleiner wird. Es

ist also f; |7/ (t)|dt < 2¢(b—a)+ L(v). Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [

Beispiel 1.1.4. Die Kurve ~v: [0,27] — R? t ~ (Rcost, Rsint)?, parametrisiert
einen Kreis vom Radius R (Dem Parameter ¢ entspricht hier anschaulich dem Winkel
von 7(t) mit der positiven a-Achse). Es gilt

27 27
L(v) = / |(—Rsint, Reost)" | dt = / Rdt = 21 R.
0 0

An der Anschauung mit dem Polygonzug zeigt sich schon, dass die Lange von ~ nur
von der Spur Bild () abhéngen kann, sofern jeder Punkt von Bild (y) nur einmal
durchlaufen wird:

Sei v: [a,b] — R™ eine stetig Kurve. Sei ¢: [¢,d] — [a,b] ein Homdomorphismus*.
Dann nennen wir ¢ eine Umparametrisierung. Die Kurve v o ¢: [¢,d] — R™ hat
dann die gleiche Spur wie 7. Gilt ¢(¢) = a, so nennen wir die Umparametrisierung
orientierungserhaltend sonst orientierungsumkehrend.

*Homoomorphismus = stetig, invertierbar und Umkehrabbildung auch stetig



Vorl.

2

1 Integration

Zum Beispiel sei v: [—a,a] — R™ eine stetige Kurve und ¢(t) = —t. Dann ist ¢
orientierungsumkehrend und die Kurve v o ¢ wird in der Zeit ¢ in die andere Richtung
durchlaufen als ~.

Wir wollen der Vollstiandigkeit halber, wollen wir die Unabhéngigkeit der Lange einer
Kurve von der Parametrisierung nachrechnen. Dazu sei v: [a,b] — R™ eine stetig
differenzierbare Kurve und ¢: [c,d] — [a, b] ein C1-Diffeomorphismus*. Da ¢ bijektiv ist,
kann ¢’ das Vorzeichen nicht wechseln und es ist ¢’ positiv fiir ¢ orientierungserhaltend
und sonst negativ. Mit der Substitutionsregel gilt somit

Liyop) /w DIl (s)lds = + /w o/ (s)ds
(s sO(d
t‘i“i/ (t)] dt = /|’y )\dt.

®(c)

Die Léange der Kurve bleibt also bei Umparametrisierung erhalten.

Alles obere gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurve.

Definition 1.1.5. Sei «: [a,b] — R™ stetig. Dann heifit  stickweise stetig differenzier-
bar bzw. stickweise-C1, fallseseinm € Nund zg, ...,z E Rmita=21 <23 < ... <
Tm_1 < Ty = b gibt, so dass 7|}, fir alle i = 0,...,m — 1 stetig differenzierbar
ist.

Vi)

Warum will man auch solche Kurven behandeln kénnen?: Will man z.B. ein Quadrat
als Kurve beschreiben, dann ist es moglich, dies so zu gestalten, dass die Kurve stetig
differenzierbar ist (zu den Ecken hin muss die Geschwindigkeit gegen Null gehen).
Lassen wir aber stiickweise stetig differenzierbare Kurven so, ldsst sich das Quadrat viel
natirlicher parametrisieren, indem man die Kanten mit konstanter Geschwindigkeit
durchléuft.

Auch solche stiickweise-C'-Kurven sind mit genau dem gleichen Beweis wie oben
rektifizierbar, und wir kénnen noch immer f; |/ (t)|dt bilden, da +'(t) auf (x;,z;+1)
jeweils stetig ist und jeweils auf [z;,x;41] stetig erweiterbar ist — also

[ = Z / (1)t

Definition 1.1.6. Eine Kurve 7: [a,b] — R™ heifit geschlossen, wenn ~y(a) = ~(b)
gilt. Die Kurve 7 heifit einfach geschlossen, wenn sie geschlossen ist und y(t1) = vy(t2)
entweder t; = to oder {t1,t2} = {a,b} folgt.
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Abbildung 1.2: Den Weg v: [a,b] — R? haben wir auf die 2-Achse und f o v auf die
x — z-Ebene abgerollt. Das Kurvenintegral erster Art f7 fds ist dann

gleich dem Integral von f(z) iiber (= L(7|[4,4)) von 0 bis L(7).

1.1.2 Kurvenintegral erster Art

Definition 1.1.7. Sei v: I = [a,b] — R™ eine (stiickweise)* stetig differenzierbare
Kurve. Sei f: U C R™ — R eine stetige Funktion mit Bild (y) C U. Dann ist das
Kurvenintegral erster Art von f diber v gleich

b
/ fdsi= / SO (1) dt.

‘Wo kommt die Definition her? Wir stellen uns f o~ in eine Ebene abgerollt vor,
vgl. Abbildung 1.2. Dort ist dann die Funktion parametrisiert gegeben durch

2(t) =L(1]j0.)= / 7/ (5)]ds
y(t) =F(1(1)):
Nach der Substitutionsregel ist wegen z’(t) = |y'(t)]
L(v) b
| e = [ o)l
0 a

—also genau unsere Definition. Da die linke Seite nicht von der Wahl der Parametrisierung
abhéngt, hdngt auch f,y fds nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

*Cl= stetig differenzierbar,
C'-Diffeomorphismus = C?, invertierbar und Umkehrabbildung auch C*.

*Ist ~y stiickweise stetig differenzierbar, existiert v/(¢) fiir alle ¢ € [a, b] bis auf endlich viele. In
diesem Fall ist das Integral wie oben bei der Lénge jeweils als Summe tiber die Intervalle, in denen die
Kurve stetig differenzierbar ist.
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1.1.3 Kurvenintegral zweiter Art

Definition 1.1.8. Sei v: I = [a,b] — R"™ eine (stiickweise) stetig differenzierbare
Kurve. Sei V: U C R® — R" ein stetiges Vektorfeld* mit Bild (y) C U. Dann ist das
Kurvenintegral zweiter Art von V' iber ~ gleich

b
/ V-ds = / (V (r(5), ' (6)) e

Das - in V -ds deutet auf die Verwendung des Skalarproduktes hin. Fiir die Anschauung:
Entlang v wird das Vektorfeld V' auf - projiziert derart, dass die Lénge des projizierten
Vektors gleich (V(v(¢)),~'(¢)) ist. (Wenn |y/(¢)| = 1 ist, ist dies auch gleich der Lange
des orthogonal projizierten Vektors.)

Lemma 1.1.9. Sei V und v wie oben. Sei : [c,d] — [a,b] ein C1-Diffeomorphismus.

Dann ist
/V~ds::|:/ V -ds,
¥ Yoy

wobei dort ein + steht, wenn ¢ orientierungserhaltend ist, und sonst ein —.

Beweis.
d
[ veas= [ o qoe) s
~Yop c
d
:/ (V(71(e(5))), 7 ((s))) ¢ (s)ds
»(d)
= [ ey o=+ [ vds
©(c) ¥
. . . . (d) a b
(Fiir ¢ orientierungsumkehrend ist, f;c) =, ==1) O
Beispiel 1.1.10. Wir betrachten das Vektorfeld V(z,y) = (—1271112, %W)T

auf R?\ {0}. Sei 7: [0,27] — R?, t > (cost,sint)” (parametrisiert den Einheitskreis
entgegen des Uhrzeigersinns).

/V d /2”< —sint —sint Vit = 2
- ds = = 4T.
. o cost /' \ cost

*Eine Funktion von U C R™ nach R™ wird auch Vektorfeld auf U genannt, weil man sie sich
graphisch veranschaulichen kann, indem man in jedem Punkt von U das zugehorige Bild als Vektor
angeheftet vorstellen kann und so ein 'Feld’ aus Vektoren entsteht.

Dann ist
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1.1.4 Komplexes Kurvenintegral

Wir wollen nun noch ein weiteres spezielles Kurvenintegral behandeln — das komplexe
Kurvenintegral. Dies ist fiir Kurven in R?, den wir hier mit C identifizieren und
komplexwertige Funktionen:

Definition 1.1.11. Seiy: I = [a,b] — C = R? eine (stiickweise) stetig differenzierbare
Kurve. Sei f: C — C eine Funktion, so dass f oy: I — C stetig ist. Dann ist das
kompleze Kurvenintegral von f tiber v gleich

/J dz:= / " Fon @t

Im ersten Moment sieht es sehr dhnlich aus zum Kurvenintegral erster Art — nur steht
hier v/(t) statt dessen Betrag. Es ist aber etwas anderes. Da «/(t) im Fall einer Kurve
in C selbst wieder in C ist, konnen wir nun aber sogar mit +/(¢) statt nur mit dem
Betrag multiplizieren. In UA5 werden wir die verschiedenen Kurvenintegrale einmal
miteinander vergleichen.

Ganz analog zu den vorherigen Kurvenintegralen kénnen wir wieder nachrechnen, wie
sich das Integral unter Umparametrisierung der Kurve verhélt — es bleibt gleich modulo
Vorzeichen.

Bemerkung 1.1.12 (Wdh. Ableitung und Integration komplexer Funktionen in einer
reellen Variabeln). Seien g,h: I C R — C.

Die Ableitung (wenn existent) von g ist definiert als ¢'(t):=(Reg)’(t) + i(Im g)'(¢).
Es gelten die analogen Rechenregeln wie fiir reellwertige Funktionen, z.B. Linearitét,
(gh)'(t) = g(t)h'(t) + g'(t)h(t) und (g o @) (t) = g'(p(t))¢(t) fiir @: JCR — 1.

Das Integral (wieder wenn existent) von g ist definiert als [, g(t)dt:= [,(Reg)(t)dt +
i [;(Img)(t)dt. Es gelten wieder die analogen Rechenregeln wie fiir reellwertige Funk-
tionen, z.B. Hauptsatz der Analysis, partielle Integration und Substitutionsregel.

Beispiel 1.1.13. Die Kurve v(t) = a +relt*, t € (0,27, parameterisiert den Kreis um
a € C mit Radius r > 0. Sei f: C\ {a} = C, z+ (2 — a)~* fiir k € Z. Dann ist

27 2
/fdz = / rRemikt piclt gt = irlfk/ et=F) gt — 27irt =6,
" O re) =) 0

Beispiel 1.1.14. Sei v die blaue Kurve im Bild; in Pfeilrichtung durchlaufen. Wir
wollen f,y f(2)dz berechnen mit f(z) eine Quadratwurzel von z und zwar f(z =

rel?) = rél% = \/z. Auf {z € C |z # (—00,0) x R € C} ist f dann stetig.

*Hier benutzen wir die Eulersche Formel cost + isint = ei*. Das v(t) entspricht als Punkt in R2
dem Vektor (Rea + rcost,Ima + rsint)T.

TEs gibt ja immer zwei Quadratwurzeln einer komplexen Zahl re!¥ — namlich \/?ei% und \/Fei(§+”).
Wir wihlen hier immer die erste. Man muss etwas aufpassen, da die Zuordnung z = rel? € C —
\/?ei% € C nicht stetig ist — aber auf der hier gewédhlten Menge ist diese Zuordnung stetig. Mehr dazu
spater im Teil zur Funktionentheorie.
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Die Kurve v ist die Hintereinanderausfithrung der drei Teilkurven v, vz, 3 wie im
Bild. Damit ist [ zde = [ Vzdz+ [ Vzde+ [ zdz.
Fiir das Integral {iber v, parametrisieren wir ;1 (¢) = ¢ fiir
t €[0,1]. Damitist [ /zdz = fol Vitdt = %t%!}) = 2. Fiir das
Integral iiber -y, parametribieren wir ’Yg(t) =e firt e |0, 3]
Somit ist [ /zdz = f ét%ieltdt = 2e13t|} = 2(elt — 1),
Es bleibt v3(t) =i(1 —t) fur t € [0, 1] “und somit

/\/1—f64(—1 - 37/ =T
V3 73

(1= 0)F=—e'F

w\w
wl o

In der Summe haben wir somit fv f(z)dz = 0.

Wir werden spéater sehen, dass dies kein Zufall ist, sondern dass dies daran liegt, dass die
Kurve geschlossen ist und f im gesamten Gebiet, was durch die Kurve eingeschlossen
wird, komplex differenzierbar ist.

1.2 Mehrfachintegrale
1.2.1 Integrale iiber Quader

Bis jetzt haben wir eigentlich immer nur Funktionen in einer Variablen integriert: In
Analysis 1 fiir Funktionen f: [a,b] — R und auch jetzt waren die Kurvenintegrale am
Ende auch nur Integrale in einer Variablen — dem Parameter der Kurve.

Nun wollen wir auch einige Funktionen f: @ C R™ — R integrieren. Dazu verallgemei-
nern wir das Konzept der Ober- und Untersumme aus Analysis 1.

Definition 1.2.1. Sei [; = [a;,b;]. Sei Q = Iy x I x ... x Ip:=[[j_, I; C R"
(ein achsenparalleler Quader). Eine Zerlegung Z der Ordnung k sei die Menge der
(achsenparallelen) Quader

u ij—1 i
= [la; + (b —ay), a5+ (b —ay)]
j=1

mit i; € {1,...,k}. Wir setzen vol(Q) = [[}_, [b; — a;|. Sei f: @ — R beschréinkt.

Wir nennen

vol .
Se(f)i= kQ E eéﬂf f(z)
11,in =1 i1-in

die k-te Untersumme von f

10
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die k-te Obersumme von f.

Eine Funktion f: @ — R heifit unterhalb/oberhalb integrierbar, falls

lim Si(f) bzw. lim S*(f)

k—o0 k—o0

existiert. In diesem Fall setzen wir
/fdvolz lim Si(f) bzw. /fdvolz lim Sk(f).
7@ k—oc0 Q k—oco

Die Funktion f: @ — R heiit integrierbar, falls sie sowohl unterhalb als auch oberhalb
integrierbar ist und beide Integrale iibereinstimmen. In diesem Fall setzen wir

/fdvolz lim Si(f).
Q k—o0

Die Folgen (Sk(f))x und (S*(f))x sind beide monoton und, da f beschrinkt ist,
auch beschrankt. Damit existiert hier in unserer Situation das untere und obere
Integral immer, aber sie miissen i.A. nicht tibereinstimmen. Ein Standardbeispiel einer
beschrankten Funktion in einer Variablen auf [0, 1], welche nicht Riemann-integrierbar
ist, ist die Dirichletfunktion 1gn,1)- Daraus kann man “sich auch ein Funktion in
mehreren Variablen bauen, die nicht integrierbar ist, vgl. UAT.

Beispiel 1.2.2. Sei Q C R” ein Quader und 1g: Q@ — R, z — 1. Dann gilt Si(f) =
VZI,LQ th‘_,inzl 1 =vol Q. Analog S*(f) = vol Q. Also ist 1¢ insbesondere integrierbar.

Allgemeiner definieren wir:

Definition 1.2.3. Sei @ C R" ein (achsenparalleler) Quader und © C Q. Die Funktion

1 2€Q

IQ:Q%R, Z'—>{0 sonst
heifit charakteristische Funktion von Q.

Ist 1q integrierbar, dann nennen wir Q Jordan-messbar und

VolQ::/ dvol::/ 1advol
Q Q

das Volumen von €.

Solange der Quader von @ grofl genug, um 2 zu enthalten, hingt das Integral f 0 dvol

(sofern es existiert) nicht von @ ab. Wir packen {2 aber immer in einen Quader, damit
wir endliche Summen bei den Ober-/Untersummen haben.

Fir Q = @ ein achsenparalleler Quader ist nach obigem Beispiel das eben definierte
vol @ gleich dem aus Definition 1.2.1.

11
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TT1 - [T,

0 1 2 3 n—2n—1 1
n n n n n

Abbildung 1.3: Betrachtet man = [0,1] x {0} C Q C R?, dann ist S, (1q
alle n, da kein Quadrat in ) passt. Die Obersumme S™(1q

ist vol 2§2 = 0. Dagegen ist vol4[0, 1] = 1.

~— =

Bemerkung 1.2.4. Manchmal ist es wichtig explizit zu unterscheiden von welchem R"™
wir unsere Menge ) gerade als Teilmenge sehen. Betrachtet man Q = [0,1] C R, dann
ist vol Q = 1. Aber wir kénnten Q auch durch [0, 1] x 0 als Teilmenge von R? auffassen,
dann wére das Volumen Null, vgl. Abbildung 1.3. Wenn das nétig ist schreiben wir
vol ,©2 um zu sagen, dass 2 hier eine Teilmenge von R™ ist. Also vol1[0,1] = 1 aber
VOIQ[O, 1] =0.

Bemerkung 1.2.5. Was sich aus der Definition der Integrierbarkeit auch direkt ergibt:
Sei 2 C R™ Jordan-messbar (also 1 sei integrierbar).

o Das Volumen ist invariant unter Translation: D.h. vol Q = vol (2 + a) gilt fiir
a € R" und Q + a:={x + a | x € 2} (Man verschiebt einfach den unterliegenden
Quader @ auch um a, dann bleiben Obersummen und Untersummen erhalten).

¢ Bei Skalierung von 2 mit r > 0 skaliert das Volumen mit r™: D.h. r"vol Q2 =
vol (rQ?) gilt fiir rQ:={ra| € O} (Man skaliert den unterliegenden Quader @
auch um 7).

Satz 1.2.6. Die Menge Rq:={Integrierbare Funktionen QQ — R} bildet (mit der ib-
lichen Addition und skalaren Multiplikation von Funktionen) einen Vektorraum. Die
Abbildung

/ : {Integrierbare Funktionen Q@ — R} = R, f — / fdvol
Q Q

erfillt: Fir alle f,g € Rg, o € R gilt
e Linearitit: af + g € Rg und fQ(af + g)dvol = an fdvol + fQ gdvol.

12



1.2 Mehrfachintegrale

e Monotonie: Aus f < g folgt fQ fdvol < fQ gdvol.

e Beschrinktheit: Ist f beschrinkt, dann gilt ’fQ fdvol‘ < vol@supg, | f]-

Analoge Aussagen gelten fiir unterhalb/oberhalb integrierbare Funktionen.
Stetige Funktionen f: Q — R sind integrierbar.

Beweis. Alles genau wie in Ana 1, vgl. [1, Satz 4.5.8 und 4.5.9] (Dort ist alles fiir
allgemeine Treppenfunktionen gemacht. Hier sind die Treppenfunktionen nur die Ober-
und Untersummen.) O

Um das Integral [, fdvol einer integrierbaren Funktion f auch wirklich ausrechnen zu
koénnen hilft uns der folgende Satz:

Satz 1.2.7 (Fubini fur Quader). Seien I; = [a;,b;] fir j=1,...,n und n =m+k.
SeiQr =11 x... X1y, Qo =1Ini1 X...xX1I,, Q@ =Q1 XxQsa. Sei f: Q — R integrierbar.
Dann gilt

/Qfdvol—/Q1 (ngf(x,y)dvoly> dvol, = /1 < sz(x,y)dvoly) dvol,
/Q2 </Qlf(a?7y)dvolm> dvol, = /2 ( o (x,y)dvolm) dvol,.

Insbesondere existieren dann alle Integrale der rechten Seite. Hier haben wir an dvol
einen Index geschrieben, um zu verdeutlichen bzgl. welcher Koordinaten integriert wird.

Beweis. Es gilt Q¢ ; = (Q1)f, ,; x (Qg)fmﬂmin. Damit haben wir
vol Q)
Se(f: Q@ —=>R)= inf x,
@R = Z (@w)et, . Jiwy)
vol Q)
= inf inf x,
m i1§7z ze(@Qu)f, . <yE(Q2)fm+1.,.i” f( y))
vol Q1 i vol Q2 .
< inf inf f(z,y))
‘gm i1 wzy:im, we(Ql)fl'“im/ gnim inL+1zv':'-7in yE(QZ)fm+1 oin
=Sp(x € Q1 Se(f(z,.): Q2 = R)) < Sp(x € Q1 —~ f(z,y)dvoly)

Q2

<S8tz e Q — /Q f(x,y)dvol,) < Sz € Q1+ Qf(x,y)dvoly)

<8z S'(f(z,.): Q2 — R))

vol Q1 vol (2
= m sup gn—m sup f(z,y)
B1yeensbm ye(Q2)5m+l_”in Tm41y-rin $€(Q1)fm+1...in

13



Vorl.

4

1 Integration

<V01Q
S—n

_vol@
=

sup sup f(z,y)
i1, in YE(Q2)] ze(Q1)*

m+1---in im41---in

sup  flz,y) = S(f: Q > R).

14
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n

Fiihrt man den Limes ¢ — oo aus und benutzt die Integrierbarkeit von f erhdlt man
hier dann eine Kette von Gleichungen, in der uns die blauen Terme interessieren, was
uns gibt:

/ fdvol = lim 54< f(.,y)dvoly> = lim sf< f(.7y)dvoly>.

So erhalten wir die erste Gleichung der Behauptung und damit insbesondere das die
zugehorigen Integrale existieren. Die zweite Zeile erhédlt man analog, da man in der
obigen Kette im dritten blauen Ausdruck auch durch Sy vom oberen Integral tiber @2
ersetzen kann. Die zweite Zeile der Gleichung erhélt man analog, indem man die Rollen
von x und y vertauscht. O

Beispiel 1.2.8. Sei f: [a,b] — R mit f > 0 stetig und sei Q:={(z,y) € R? | y < f(z)}
die Menge, die die Funktion mit der x-Achse einschliesst. Sei ¢ > max f. Wir betrachten
la: Q = [a,b] X [0,c] = R. Wir konnten durch direktes Abschitzen der Ober- und
Untersumme abschédtzen, dass 1 integrierbar ist. Das schieben wir kurz auf und
nehmen das hier mal direkt an:

Da die Funktion integrierbar ist, kénnen wir Fubini anwenden und erhalten

o= [aw= [ ( /[Odlﬂ(x,y)@ do [ ( /Of““ dy> o /:ﬂx)dx.

Unser Begriff von Volumen hier, ist also mit dem Flacheninhaltsbegriff aus Analysis 1
unter einer Funktion kompatibel.

Als néchstes sehen wir, dass 1o mit dem ) des letzten Beispiels wirklich integrierbar
ist. Allgemeiner gilt sogar

Lemma 1.2.9. Sei @1 C R™ ein Quader und g: Q1 — R, g > 0 stetig. Sei ¢ > supg.
Sei Qq:={(x,y) € Q:=Q1 x [0,¢] | y < g(x)} € R" . Sei f: Q — R stetig und sei
f=1q,f - also

0 sonst

f:Q =R, xH{ﬂx) v €9

Dann ist f integrierbar.

Wir nennen dann auch f: Q4 — R integrierbar und setzen

/Q fdvol:= /Q fdvol.

14



1.2 Mehrfachintegrale

N
- [/

0 c

a

Abbildung 1.4: Zum Beweis von Lemma 1.2.9: Fiir Q; = [a,b] und ¢: [a,b] = R, g > 0,

und f: Q:={(z,5) € Q=Q1 x [0,5upg] | y < g(x)} — R, f >0, stetig
ist der Schnitt f(zo,.) und fe(xo,.) fiir zwei verschiedene e dargestellt.

f ist die Fortsetzung von f durch Null auf @ \ ©Q, und damit i.A. nicht mehr stetig.
Deshalb miissen wir die Integrierbarkeit hier extra zeigen. Auflerdem héngt fQ fdvol
nicht von der Wahl von ¢ ab, solange ¢ > sup g ist.

Beweis. 1dee: Wire f stetig auf Q wiissten wir nach Satz 1.2.6 schon die Behauptung.
Deshalb wollen wir f geeignet durch stetige Funktionen approximieren.

Wir nehmen zunéchst f > 0 an: Sei ¢: R — [0, 1] glatt mit ¢(z) = 1 fiir z < 0, monoton
und ¢(z) =0 fir z > 1. Wir setzen f.: Q = R, (x,y) € @1 x [0,¢] — f(x)ap(%),
vgl. Abbildung 1.4. Wegen f > 0 folgt f > f., > f., fiir e < €2. Auflerdem ist f.
stetig und damit integrierbar mit fQ fe,dvol > fQ fe,dvol. Wegen f beschrankt, ist

fQ fedvol < supg, f - vol Q beschréinkt und somit existiert lime o [, o Jedvol.

Wir wollen dies nun verwenden um zu zeigen, dass f: Q — R integrierbar ist: Fiir
€ < £ gilt:
k

[S(7) = Su(F)] = [Se(F = )] < vol Q27 sup | = fe] < vol Q12 sup f
Q Q

Dabei folgt das erste <, da f — f. nur auf Qg \ Qy_. tiberhaupt ungleich Null sein
kann und dieser Bereich wegen € < { durch Teilquader tiberdeckt wird, deren Volumen
zusammen hochstens 2vol , Q1 7 ergeben, vgl. Abbildung 1.5.

Analog fiir die Obersummen. Somit ist
1Sk(F) = SH(D] < [Sk() = Sk(f] + [S*(F) = *(f)] < 4v01Q1%sgpf

Lasst man nun k — oo gehen, folgt, dass f integrierbar ist. (Es ist auch wirklich
fQ fdvol = lim¢_ [, 0 fedvol, was man noch folgern koénnte, indem man z.B. f analog

von oben durch stetige Funktionen approximiert und wie oben abschéitzt.)

Es bleibt nun f zu betrachten, die auch das Vorzeichen wechseln diirfen: Dazu setzen
wir f1: Q — R, z — max{0,£f(x)}. Die fi sind stetig und damit existieren nach

15



1 Integration

. Q
Qg
((21)“711,“‘,71”

Abbildung 1.5: Zum Beweis von Lemma 1.2.9: Der rote Teilbereich wird fiir e < ¢

durch max. 2 - (Anzahl der (Q;)* — Teilquader) iiberdeckt. Damit ist
deren Volumen < 2£vol ,Q1.

obigen Uberlegungen fQ Edvol. Nach der Linearitat des Integrals existiert somit auch
das Integral von f = f, — f_. O

Beispiel 1.2.10. Aus dem letzten Lemma folgt wegen Linearitdt auch, dass stetige
Funktionen auf dem Bereich zwischen den Funktionsgraphen stetiger Funktionen
g1,92: Q1 — R mit g1 > g2 — also

Q:={(z,y) € @ x [c=inf go,d =supg1] | g2(x) <y < g1 ()}

— integrierbar sind. Denn dann ist f|o = f|o, — fla,. Mit Fubini erhalten wir dann

d g1(x)
fdvol :/ / f(z,y)la(z,y)dydvol, z/ / f(z,y)dydvol,.
Q Q1 Je 1/ g2(x)

Berechnen wir damit nun einmal den Flacheninhalt eine Kreises mit Radius r. Dann
koénnen wir gy 5: @ € [-7,7] = £v/72 — 22 € R benutzen und erhalten

== .
volBy(r) = [ dvol Fubini / / dydr = / 2V/r2 — x2dx = 7r?
Q —rJ—

Vr2—z? —r

Der Ausdruck vorm letzten Gleichheitszeichen ist genau der zweimal dem Flicheninhalt
unter der Funktion x € [—r,r] — V2 — 22, was dem oberen Halbkreis entspricht —
passt also mit der Fldchenberechnung wie in Analysis 1 zusammen. Fiir die Berechnung
des letzten Integrals substituiert man = = rsin ¢, vgl. [1, Bsp 4.5.22].

16



1.2 Mehrfachintegrale

Abbildung 1.6: Prinzip des Cavalieri: Haben fir zwei Kérper mit gleicher Hoéhe fiir alle
hi € (0,h) die Querschnittsflichen den gleichen Flicheninhalt, dann
haben die Kérper das gleiche Volumen.

Beispiel 1.2.11. Wir wollen den Fliacheninhalt im Bereich € zwischen den Funktionen
y = 2z und y = 2° bestimmen, vgl. Abbildung. Dieser Flicheninhalt ist (wie in Analysis

1 gemacht) vol ) = fol (z—2%)dx = 1.
Aber wir wollen den Fldcheninhalt nun mit-
tels Fubini berechnen und zwar auf verschie-
dene Arten (unterschiedliche Integrations-
reihenfolge):

Es ist volQ = f[o 12 1gdvol. Nach Fubini
ist dies gleich fol fol 1q(z,y)dxdy und auch
gleich fol fol lo(x,y)dydz. Betrachten wir

zuniichst fol fol lo(x,y)dzdy und dort das
innere Integral fiir festes y € [0, 1]. Dann ist
lo(z,y) fir o € [y, &y gleich 1 und sonst
Null. Es ist also

Al/()lln(x,y)d:cdy—/ol (/y%dz> dy_/ol(\e/gy)dy_i_
/01/01 19(:E>Z~/)dyd:v=/01 (/gdy) dx:/ol(lﬁ—x?’)dsc:i

Eine weitere direkte Anwendung von Fubini ist das Prinzip des Cavalieri:

Analog ist

Satz 1.2.12 (Prinzip von Cavalieri, vgl. Abb. 1.6). Seien ; C R™, i = 1,2, beschrankt
und so dass 1lg, C R™ — R integrierbar sind. Fir h € R fassen wir ; ,:=Q; N {x, =
h} € R" x {x, = h} = R""! als Teilmenge von R"~'. Sei nun fiir alle h € R
die Funktion lq,,: R"™1 — R integrierbar. Setze vol 1 p:= [5.1 1q, ,dvol (vgl.
Bemerkung 1.2.4). Sei vol ,_1Q1 5 = vol,,_1Qqa ), fir alle h € R. Dann ist volQy =
vol QQ.

17



Vorl.

5

1 Integration

Beweis. UA9 O

Beispiel 1.2.13. Sei G C R"™ eine beschrinkte, Jordan-messbare Teilmenge. Sei
(p, H) € R" x R @ R"*!. Die Menge

Q={t(p,H)+ (1 = t)(p—=,0) | t € [0,1],z € G}

beschreibt einen Kegel mit Grundfliche G und Spitze in (p, h). Dann ist Qp,:=QN{z, =
h} leer fiir h & [0, H] und sonst ist uy = {tp+ (1 —-t)(p—2z) |z € G} =p+ (1 —-1)G
fiir ¢t € [0, 1], vgl. Bemerkung 1.2.4. Insbesondere ist damit vol ,:y = (1 — ¢)"vol ,,G.
Es hingt also nur von A, H und vol ,,G ab. Nach dem Prinzip des Cavalieri ist damit
das Volumen unabhéngig von p, also der ’Schiefe’ des Kegels. Insbesondere haben wir
also, dass die beiden Kegel in Abbildungl.6 gleiches Volumen haben.

Mit dem Satz von Fubini kénnen wir dieses Volumen auch direkt berechnen. Sei G
in einem achsenparallelen Quader @@ C R”™ enthalten. Sei @ grofl genug, dann ist
Q C @ x [0, H] und damit nach dem Satz von Fubini:

H H
vol 2 :/ lg = / (/ 1thvol) dh = / vol ,Qpdh
Qx[0,H] 0 Q 0

H n n+1
h H h H
= 1-— 1 =—[(1—- — 1
/0 ( H) vol ,,Gdh —— ( H) ‘0 vol ,,G

H
= vol ,,G
n+1

(Spezialfall n = 3: %HvolgG — kennt man z.B. von Kegeln und Pyramiden.)

1.2.2 Divergenz

Funktionen V:  C R” — R"™ werden oft als Vektorfelder interpretiert, vgl. Abbil-
dung 1.7.

Sei V partiell differenzierbar. Die Divergenz eines Vektorfeldes V. = (V1,...,Vy)T in
p € Q ist definiert als

Damit ist divV: Q C R®™ — R.

Was misst die Divergenz?

Die Divergenz misst die Netto-Quellen/Senkendichte des Vektorfeldes. Was soll das
heiflen? Integriert man die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes iiber
ein Gebiet, z.B. einen Quader, dann ist das Ergebnis gleich dem Integral {iber den
Rand des Gebietes des Anteils des Vektorfeldes, der senkrecht zum Rand steht, vgl.
Abbildung 1.8:

18



1.2 Mehrfachintegrale
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Lénge der Vektoren
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Abbildung 1.7: Links: Das Vektorfeld V (z,y) = (z,y)7, div V =2, rot V = 0.
Rechts: Vektorfeld V(z,y) = (—y,z)T, div V =0, rot V = 2.
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Abbildung 1.8: Die blauen Vektoren sind duflere Einheitsnormalenvektoren auf dem
Rand des Quadrates. Die roten Vektoren reprisentieren (V,n)n, D.h.
der Betrag von (V,n) ist die Lédnge der Projektion von V auf n und
das zugehorige Vorzeichen gibt an, ob der Vektor (V,n)n in die gleiche
oder in die entgegengesetzte Richtung wie n zeigt. fRan d (V,n) misst
also, ob in der Summe mehr ins Quadrat hinfliesst als rausfliesst. Wenn
ja, gibt es innerhalb des Quadrats eine Senke. Falls es umgekehrt ist,
dann gibt es eine Quelle.

TN
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1 Integration

Lemma 1.2.14 (Divergenzsatz auf Quadern). Sei V: Q C R™ — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Sei n in jedem Punkt des Randes™ der dufere Einheitsnor-
malenvektor auf dem Quader. Dann gilt

/dideVOI:/ (V,n)dvol.
Q oQ

Beweis. Wir benutzen Fubini und rechnen mittels Hauptsatz aus Analysis 1 direkt
nach (wir lassen die dz; fiir die Kiirze weg und ein ~{iber einem Ausdruck bedeutet,
dass dieser Term nicht vorkommt):

n b1 Vbi bn
/ <VY,7’L>: E / / / V;‘(,Th...,Z’ifl,bi,{)ﬁprl,...,wn)
2Q i=1 71 a; an
n_ by b bn
— E / / / Vvi(l‘l,...,.’I,‘,L',]_,ai,.fl,‘iJrl,...,In)
i=1va1 a; an
n_ by b b gy by b
:E / / / 1(951,...,3:”):/ / divVdz, ...dr, O
i—1Ja1 a; an Ox; ay an

Aus diesem Satz erhédlt man im Limes die Interpreation der Divergenz des Vektorfeldes
in einem Punkt als:

divV(0) = lim L

V,n).
a—0 Volumen Quader (: (2a)n) /Rand des Quaders [7a,a]”< 7n>

Noch mal zu Abbildung 1.7: Fiir das Vektorfeld V (z,y) = (z,y)7 ist die Divergenz
konstant positiv — jeder Punkt ist Netto eine Quelle. Das sieht man am Bild sehr gut
in der Null, weil dort V selbst Null ist. In jedem anderen Punkt (z¢,yo) wiirde man
genau das gleiche Bild, wenn man von V das konstante Vektorfeld (zg,%)? abzieht,
was nichts an der Divergenz dndert.

Das Vektorfeld V (x,y) = (—y,z)T ist divergenzfrei, hat also keine Quellen und Senken.
Im Ursprung sieht man das wieder sehr gut, da sich das Vektorfeld um den Ursprung
dreht. In jedem anderen Punkt (xg,yo) erhilt man wieder das gleiche Bild, wenn man
wieder von V das konstante Vektorfeld (—yo,z¢)? abzieht.

Vom Divergenzsatz werden wir spéter noch allgemeinere Versionen sehen, wo nicht
mehr nur tiber einen Quader integriert werden kann.

*Mit Rand 0Q ist hier gemeint: Wir zerlegen den Rand in die einzelnen Randquader als offene
Quader (also ohne deren Rand) und betrachten davon die disjunkte Vereinigung. Die Betrachtung
der Randquader als offene Quader machen wir einmal, damit klar ist, was jeweils n sein soll. Wo die
Rénder zweier Randquader zusammenstossen, gibt es sonst mehr als eine Wahl. Auflerdem hilft das
beim f 00 dann miissen wir uns keine Gedanken machen zu welchem Integralanteil die Punkte im
Schnitt zweier Randquader gehdren sollen (machen am Ende sowieso keinen Beitrag zum Integral.
Damit fBQ die Summe iiber die Integrale der einzelnen Randquader sein. Sei n: dQ — R™ der duflere
Einheitsnormalenvektor des Quaders — n auf Q N {z; = b;} ist e; der i-te Einheitsvektor und —e; auf
Q N{x; =b;}, vgl. Abbildung 1.8.
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1.2 Mehrfachintegrale
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Abbildung 1.9: v parametrisiere den Rand des Quadrates in mathematisch positiver
Drehrichtung. Dann misst (V (v(¢)),~'(¢)) den Anteil von V in Richtung
des Randes. Das Integral dariiber misst, ob sich in der Summe V' um
das Quadrat dreht.

1.2.3 Rotation

Den Begriff der Rotation gibt es fiir Vektorfelder in R? und R3. Wir beginnen mit R2.
Sei V: R? — R? partiell differenzierbar. Seien (z,y) die Koordinaten im R?. Die
Rotation von V = (V,,V,)T in p ist definiert als

rotV(p) = 0.V, (p) — 0, Va(p).

Vgl. Abbildung 1.7.

‘Was misst die Rotation in 2D?
In UA13 rechnen wir nach, vgl. Abbildung 1.9:

Lemma 1.2.15. Sei Q C R? ein Rechteck und V: Q — R? stetig differenzierbar.
Wird der Rand des Rechtecks mittels einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve
v:10,1] — R? entgegen des Uhrzeigersinns durchlaufen, dann ist

/ rot Vdvol = / V -ds.
Q ¥

Was sagt uns das? Hier misst (V(y(t)),~'(t)) (der Integrand des Kurvenintegrals auf
der rechten Seite) den Anteil von V' in Richtung des Randes. Das Integral dariiber,
also das Kurvenintegral insgesamt, mittelt. D.h. wir messen, ob im Mittel sich das
Vektorfeld um den Rand dreht, vgl. Abbildung 1.9.Auch vom letztem Lemma werden

wir noch allgemeinere Versionen sehen, wo nicht mehr nur iiber ein Quadrat integriert
wird.

Kommen wir nun zum dreidimensionalen Fall:
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1 Integration

Sei V: R3 — R3 partiell differenzierbar. Seien (z,y,2) die Koordinaten im R3. Die
Rotation von V = (V,,,V,, V,)T in p ist definiert als

asz - az ‘/y
rotV(p) = [ 0.V, — 0.V, | (p).
02 Vy — 0y Vy.
Was misst die Rotation in 3D?
Die 1. Komponente der Rotation misst inwieweit sich das Vektorfeld in der y, z-Ebene
um den betrachteten Punkt dreht — also inwieweit sich das Vektorfeld um die x-Achse
durch diesen Punkt dreht. Analog fiir die anderen Komponenten. Insgesamt ist rotV (p)
ein Vektor, dessen Linge und Richtung die Stidrke und Achse der maximalen Rotation
abbildet.

Direktes Einsetzen und nachrechnen liefert folgenden Zusammenhang:

Lemma 1.2.16. Seien f: R3 = R und V: R? = R? zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt
divrotV =0 wund rotgrad f =0

Wo kommt die Rotation z.B. vor?

(i) Rotation in zwei Dimensionen wird oft in der Meteorologie verwendet — fiir die
Rotation von Luftbewegungen. Zwar ist Wind in Wirklichkeit ein dreidimensiona-
les Vektorfeld. Aber fiir viele Fragen ist nur die Ebene parallel zur Erdoberflache
relevant.

(ii) Die Maxwell-Gleichungen sind die grundlegenden Gleichungen der Elektrodyna-
mik. Sie beschreiben die Wirkung eines elektromagnetischen Feldes auf elektrische
Ladungen und die Wechselwirkung zwischen dem elektrischen Feld E und dem
Magnetfeld B. Das elektrische Feld E, das Magnetfeld B ist definiert auf ei-
nem (nicht notwendigerweise beschriinktem) Gebiet Q C R3. Beide Gréfien sind
zeitabhingig, d.h. E: Q@ x R — R3, B: Q x R — R3. Weiterhin wird die elek-
trische Ladung durch eine zeitabhéngige Dichtefunktion p: Q x R — R und die
Stromverteilung durch den zeitabhiingigen Stromdichtevektor j: Q@ x R — R3
beschrieben. c¢ ist die Lichtgeschwindigkeit. Es gelten die Maxwellgleichungen
(hier sind po und ¢y Naturkonstanten), vgl. Tabelle 1.10. Dies sind gew6hnliche
Differentialgleichung, aber mit Mehrfachintegralen und solchen Integralsitzen
wie Lemmata 1.2.14 und 1.2.15 kann man daraus physikalische Gesetze ableiten,
die dann iiber Kurvenintegrale und Oberflichenintegrale formuliert sind — dazu
spater noch mehr.

1.2.4 Schwerpunkte und andere Anwendungen

Bis jetzt haben wir Mehrfachintegrale vor allem genutzt um Volumina auszurechnen
— also der Spezialfall fQ 1dvol. Aber auch Integrale der Form fQ fdvol kommen in
Anwendungen oft vor. Wir schauen uns einige Beispiele an:
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1.2 Mehrfachintegrale

Gaufl’sches divE = % Ladungen sind Quellen
Gesetz des elektrischen Feldes
Gauf’sches divB =0 Das Magnetfeld ist quellenfrei.
Gesetz fiir = keine magnetischen Monopole
Magnetfelder
Induktionsgesetz rotE = —%—f Anderungen der magnetischen
(Faraday Gesetz) Flussdichte erzeugen

ein elektrisches Wirbelfeld*

Amperesches rotB = uo(j + eo%—f) Elektrische Strome und zeitl.
Gesetz Anderungen des elektr. Feldes
(= Verschiebungsstréme)

ergeben ein magn. Wirbelfeld.

Abbildung 1.10: Maxwellgleichungen

Schwerpunkte 1D-Fall:

Schwerpunkt zweier Punktmassen

(my in a und me in b=a+ L): N
— >

Im Schwerpunkt (s = a + r1) gilt nach Hebelgesetz PERESVE L NN

my o
miry = mara. s )
Also ist s = TM.

1+m2

Analog ist der Schwerpunkt von endlich vielen Punktmassen m; im Ort a;, i =1,...,n,

E . Miaq
i

i

ist dann in

Hat man nun einen Stab in [a,b = a + L] und ist m(x) die Masse des Teilstabes [a, z].
Dann nennt man p(xz) = m/(z) die Massendichte. D.h. andersherum: Hat man eine
Dichte p(z) gegeben dann ist M::f: p(x)dz die Gesamtmasse des Stabes. Betrachtet
man nun den Stab in n Intervalle der gleichen Lénge unterteilt und ersetzt jedes
Intervall durch eine Punktmasse am linken Ende dieses Teilintervalls und mit der Masse
dieses Teilintervall, dann enthélt man durch obige Prozedur eine Approximation fir
den Schwerpunkt des Stabes:

*Fir das Minuszeichen siehe Lenzsche Regel — https://de.wikipedia.org/wiki/Lenzsche_Regel.
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1 Integration

Ist M die Gesamtmasse des Stabes, dann ist der Schwerpunkt der n.ten Approximation:

b—a .

= ; (a $ 0 1)) </:(_1) p(x)dac) .

n

linkes Ende des Teilintervalls Masse des Teilintervalls

Fiir n — oo geht dies gegen ﬁ f; xzp(x)dx, was wir nun als Definition des Schwerpunktes
einer eindimensionalen Masseverteilung nehmen.

Schwerpunkte nD-Fall:

Man bestimmt im Prinzip den Schwerpunkt in jeder Koordinate einzeln. Sei p: Q C
R™ — R die Dichte/Masseverteilung eines Korpers 2 C R™. Dann ist

Jo zip(z)dvol
Jq pdvol

Ist keine Massenverteilung p angegeben, meint man immer den Schwerpunkt bei p = 1.

S;:=i.te Koordinate des Schwerpunktes =

Beispiel 1.2.17. Sei Q@ C R"™ Jordan-messbar und fir f: (x1,x2,...,2,)R"
(—x1,22,...,2,) € R™ eine Isometrie mit f(€2) = Q. Dann ist 0 die ;-Koordinate des
Schwerpunkts von 2. (Analog gilt dies dann auch fiir Spiegelung anderer Koordinaten):

Sei Qy:= = QN {z; = h}. Dann sind Q;, und Q_; aufgefasst als Teilmengen in R"~!
gleich. Damit gilt nach Fubini

/xldvol:/xlvoln,lledxl :/ a:lvoln,lﬂajldxl—/ x1vol 19 _g, dx; = 0.
Q R 0 0

Damit ist der Schwerpunkt einer (Voll-)Kugel ihr Mittelpunkt.

Fiir den Schwerpunkt der oberen Halb(voll)kugel mit Mittelpunkt im Ursprung folgt da-
mit analog, dass die z und y Koordinate des Schwerpunkts gleich 0 ist. Die z-Koordinate
des Schwerpunkt muss man extra mittels fHalbkugel zdvol berechnen, UA12.ii.

Tragheitsmomente

Bei der Bewegung eines starren Korpers Q C R?, die einen Rotationsanteil hat, ist
das Tragheitsmoment dieses Korpers eine wichtige Grofle. Sie gibt die Tréagheit ei-
nes starren Kérpers gegeniiber einer Anderung seiner Winkelgeschwindigkeit bei der
Drehung um eine gegebene Achse an. Misst 7| : Q@ — R den Abstand eines Punktes
zur Rotationsachse und p die Massenverteilung des Korpers, dann ist das zugehodrige
Tragheitsmoment

Ji= / 2 pdvol.
Q

(Diese Grofle kommt z.B. in der Rotationsenergie E = 1.Jw? (w die Winkelgeschwindig-
keit).
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1.3 Untermannigfaltigkeiten

Beispiel 1.2.18. Sei 2 = [—a,a] x [—b,b] X [—¢, ¢] mit konstanter Massenverteilung.
Wir wollen das Trigheitsmoment um die z-Achse bestimmen:

c b a b
1 a
J, = / (22 + y*)dvol = / / / (2 +y*) dedydz = 2c/ (3303 + y2m> dx
Q —cJ—-bJ—a b —a
8b 1 1
z?cag + 4ac§y3|b_b = g(a2 + b?)vol Q
Stochastik
Sind X;: Q; - R, i =1,...,n, Zufallsvariablen mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte px, .. x, : Q= HZL:1 ; = R>p. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass

das Tupel (X1,...,X,) einen Wert in A C Q annimmt, ist fA Px1.....x, dvol (damit ist
insbesondere [, px,....x,dvol = 1).

Sei f: 2 — R eine Funktion. Dann ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen
f(Xq,...,X,) gleich

E(f(Xy,...,X,)):= /Q fx1,. -, 2n)px,,... x, dvol

Insbesondere ist damit der Erwartungswert von X; gleich

E(Xi):/xipxhu_,xndvol
Q

und damit gleich der i.ten Koordinate des Schwerpunkts von {2 mit Massenverteilung
PX1, X+

1.3 Untermannigfaltigkeiten

Sei f: R?® = R, (z,9,2)T = 22 +y? + 22 — 1. Dann ist f~!(0) = S? die Sphire vom
Radius 1. Es ist Dz, y0,20)f = (270, 20, 220). Fiir 2o # 0 ist 0. f(xo, Yo, 20) = 220 # 0.
Also gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen in einer offenen Umgebung von
(0, Y0, 20) eine Auflésung von f(z,y, z) = 0 nach z, also z = z(z,y). Hier brauchen wir
natiirlich diesen abstrakten Satz nicht, sondern kénnen direkt ausrechnen: z(z,y) =
++/1 — 22 — 42, wobei &+ das Vorzeichen von zg ist. Der maximale Definitionsbereich
ist hier gegeben durch z: B;(0) € R? — R. Man kann z nun als eine Karte der
Sphére/Erdoberfliche verstehen — so wie wir sie in Atlanten finden.

In einer offenen Umgebung von Punkten mit zy = 0 kénnen wir aber entweder nach
x oder nach y auflésen, da xg, Yo, z9 nicht gleichzeitig Null sein kénnen, das sie einen
Punkt auf der Sphére ergeben.

Wir haben also insgesamt gesehen, dass fiir den Fall der Sphére, es um jeden Punkt
(0, Yo, 20) eine offene Umgebung gibt, so dass f nach mindestens einer Variable auflosbar
ist und so eine Karte um jeden Punkt der Sphére finden — also einen Atlas fiir die
gesamte Erde finden. Diese Interpretation wird im Begriff der Untermannigfaltigkeit
zusammengefasst, vgl. auch Abbildung 1.12:
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1 Integration

2(B1(0)) — obere Hemisphire

(z0, 0, 20)

NV

B1(0) C R?

Abbildung 1.11: Fiir (zo,%0,20) € S? mit z9 > 0 kann die definierende Gleichung
22 4+ y? + 22 = 1 nach z(z,y) = /1 — 22 — y2 mit Definitionsbereich
B1(0) C R? aufgelost werden. Der Graph (z,y, z(7,y)) ist dann die
obere Hemisphére.

Definition 1.3.1. Sei M C R™ und m < n. Dann heifit M m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R", falls fur jedes p € M (ggf. nach Vertauschen der Koordina-
tenreihenfolge) eine offene Umgebung V x W c R™ x RF = R" von p und eine glatte
Abbildung ¢: V — W existiert, so dass

V(u,w) e Vx W: (u,w) e M < g(u) = w, (1.1)

anders formuliert

A~

M N (V x W) = graph (g).

R graph (¢) = M N (V x W)

2

W c R”

vV cR™ R™

Abbildung 1.12: Untermannigfaltigkeiten sind lokal Funktionsgraphen
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1.3 Untermannigfaltigkeiten

Beispiel 1.3.2. (Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten)

(1)

Sei U € R™ offen und sei f: u = (u1,...,Un) €U — f(u) = f(u,...,un) € RF
¢-mal stetig differenzierbar. Dann ist der Funktionsgraph M = {(u, f(u)) €
R"=m+k | 4 € U} eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom R"=™%*: Man
kann hier in der Definition einfach immer die gleiche offene Umgebung U x R*
als V' x W nehmen.

St ={(x,y)T € R? | x2 + y2 =1} C R?: Sei p = (0,1). Das ist wie bei der Sphé-
re vom Anfang.

g: Vi=(=1,1) = (0,00) =W, x> /1 — a2
Dann ist graph (g) = S* N {(z,y) | y > 0}.
Analog erhéilt man mittels

g—:(-1,1) = (—00,0), 2 — —/1 — 22,

SN {(x,y)T | y < 0} = graph (g). Damit haben wir schon um alle Punkte in
ST\ {(=1,0)T,(1,0)7} gesehen, dass der Kreis dort lokal ein Funktionsgraph ist.

Fiir die beiden verbleibenden Punkte ist S* selbst lokal kein Graph iiber z - aber
iiber y: Vertauschen wir also die Rollen von o und y erhalten wir S' ist nahe
(£1,0)T gleich dem Funktionsgraphen von y +— 4+/1 — y2.

Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Sei W C R" offen.
Dann ist W N M, sofern nicht-leer, eine m-dimensionaleUntermannigfaltigkeit von
R™: Sieht man direkt durch Einschranken des Definitionsbereiches von g.

Sei ¢: I = (a,b) C R — R? eine stetig differenzierbare Kurve und sei ¢/(t) #
0 = (0,0)T fiir alle t € (a,b). Dann gibt es fiir alle o € (a,b) ein € > 0, so
dass Bildc|j;y—c .+ eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist: Sei c(t) =
(c1(t),ca(t)). O.B.d.A sei ¢ (to) # 0 (Ansonsten muss ch(tg) # 0 sein und wir
vertauschen die Rolle der zwei Koordinaten). Dann wéhlen € > 0, so dass ¢} (t)
fiir alle ¢ € [ty — €, to + €] ungleich Null ist. Das geht, da ¢’ stetig ist. Damit ist
t € [to—¢, to+e€] — c1(t) monoton und stetig differenzierbar und damit bijektiv und
umkehrbar mit Umkehrfunktion ¢: 1 € J — t(z1) (also ¢1(t(z1)) = x1). Damit
ist g(x1 € J) = ca(t(z1)) die gesuchte Funktion mit graph (g) = c|jt—e ty+¢, Vel
Abbildung 1.13 links.

Trotzdem muss das Bild von c¢ insgesamt keine Untermannigfaltigkeit von R?
sein (In der Definition muss man ’lokal ein Funktionsgraph’ in einer Umgebung
von c¢(tg) € R? iiberpriifen und nicht nur in einer Umgebung von tj). Was
kann passieren? ¢ kann nicht injektiv sein, vgl. Abbildung 1.13 links. Aber auch
Injektivitdt muss nicht ausreichen, vgl. Abbildung 1.13 rechts.

Um herauszufinden, ob eine Menge eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es verschiedene
dquivalente Kriterien. Ein sehr wichtiges ist das Kriterium des reguldren Wertes:
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1 Integration

T2 C(t[))

J !

Abbildung 1.13: Beide Bilder seien das Bild einer stetig differenzierbare Kurve ¢: I =
(a,b) C R — R2. Links ist ¢ nicht injektiv, aber das Bild von ¢ ohne
q ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Rechts ist ¢ zwar
injektiv, aber nahe p = ¢(tg) = lim;— ¢(¢) fiir ein ¢y € (a,b) ist das
Bild von ¢ trotzdem lokal noch kein Funktionsgraph.

Definition 1.3.3. a € R” ist regulirer Wert einer differenzierbaren Funktion f: V C
R™ — R* mit k& < n, falls fiir jeden Punkt = = (z1,...,2,) € V mit f(z) = a die
Ableitung D, f = (2L ..., 2L) (eine k x n-Matrix) maximalen Rang hat.

Ox1 " ' Oz,

In der obigen Situation ist D, f surjektiv. Man sagt, dass f eine Surjektion in x ist.
Satz 1.3.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(a) ("M ist lokal ein Funktionsgraph’) M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
wie in Definition 1.3.1.

(b) ("M ist lokal eine Nullstellenmenge) Fir jeden Punkt p € M gibt es eine offene
Umgebung V. C R"™=™%* und eine glatte Funktion f: V — RF, so dass 0 € R*
requlirer Wert von f ist und f=*(0) =V N M.

(c) ("M’ ist lokal eine Immersion) Vgl. Abbildung 1.1/. Fiir jeden Punkt p € M gibt es
eine offene Umgebung V' C R™ wvon p, eine offene Menge U C R™ und eine glatte
Abbildung F: U =V, so dass gilt:

(i) FlU)=MNV und F: U — M NV ist ein Homoomorphismus™ .

(ii) Die Jacobimatriz D, F hat fiir alle u = (uy,...,un)? € U mazimalen Rang,
also Rang m.

*Homoomorphismus = stetige Abbildung, die eine stetige Umkehrabbildung besitzt.
Die Umkehrabbildung F~1: M NV — U ist hier eine Abbildung von M NV, was als Teilmenge von
R™ selbst wieder ein metrischer Raum ist. D.h. wir wissen, was hier Stetigkeit bedeutet.
Allerdings ist es i.A. leichter, dass in konkreten Situation wie folgt zu tiberpriifen: F—1 ist stetig, falls
es eine stetige Abbildung G: V — U X R*™™ mit G|yqy = F gibt. Oder in dem man schon direkt F'
fortsetzt zu einem Homéomorphismus F: W C U x R*~™ — f(W) C R™ mit F|U><{0} = F, denn
dann ist F': U — F(U) automatisch auch ein Homéomorphismus.
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Die Abbildung F heif$t lokale Parametrisierung von M. Man nennt u=(u1, ..., Upm)

1.3 Untermannigfaltigkeiten

[

lokale Koordinaten von M.

Abbildung 1.14: lokale Parametrisierung

Das Kriterium vom reguldren Wert (Satz 1.3.4.c) liefert schnell viele Beispiele fiir
Untermannigfaltigkeiten. Bevor wir dann Satz 1.3.4 beweisen, schauen wir uns einige
Beispiele fiir die Verwendung von (c) an.

Beispiel 1.3.5. (Beispiele fiir die Anwendung von Satz 1.3.4.b)

()

(iii)

St = {(z,y)T € R? | 2% +y? = 1}: Wir wissen schon, dass S! eine Unterman-
nigfaltigkeit ist. Mit dem Kriterium vom reguldren Wert kann man dies auch
sehen: Wihle f(z,y) = 2 + y* — 1. Dann ist D(, . f = (2, 2y). Der Rang ist 1
fiir alle (z,y) # (0,0). Da aber (0,0) ¢ f~1(0), folgt mit Satz 1.3.4, dass S* eine
Untermannigfaltigkeit ist.

Noch mal S*: Wihlt man aber
RS R, (2,)" = (0% +y° = 1)
dann ist zwar f~1(0) = S!, aber
Dipyyrf = (dx(a® + 92 — 1), 4y(a® +y> - 1))

ist die Nullmatrix fiir (z,y)” € S!. Fiir dieses f ist also 0 kein regulirer Wert
und unsere Rechnung hier sagt nichts dariiber aus, ob S* nun eine Untermannig-
faltigkeit ist oder nicht. Daran sieht man sehr schon, dass das Kriterium zwar
sehr gut, dazu geeignet ist, zu zeigen, dass etwas eine Untermannigfaltigkeit ist —
doch muss man ggf. das f richtig 'raten’.

Bis jetzt haben wir nur Beispiele von Hyperflichen (= Untermannigfaltigkeiten
von R™ der Dimension n—1 = Kodimension-1-Untermannigfaltigkeiten) betrachtet.
Als nachstes kommt ein Beispiel mit hoherer Kodimension:

M ={(z,y,2)" €R® | ® +y* =L,z +y+2z=1}
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Vorl.

7

1 Integration

(Das ist eine Ellipse.) Wir setzen
R =R (2,y,2)" = (@ 9 — Loty +z-1)7

Dann ist f glatt mit f=(0 € R?) = M. Um zu sehen, dass 0 ein regulirer Wert

ist, betrachten wir
2¢ 2y O
GO (1 1 1)'

Da fiir (z,y) € M nicht sowohl x als auch y gleichzeitig Null sind, hat diese Matrix
fiir alle (z,y) € M Rang 2 — also vollen Rang. Also ist M eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit im R3.

Beispiel 1.3.6. (Beispiele fiir die Anwendung von Satz 1.3.4.c)

(1)

(i)

St = {(x,y)T € R? | x2 + y2 = 1} C R? - Parametrisierung mittels Winkel:

F:U=(-mn)—=S'nR*\ {(-1,00T}), a~— (cosa,sina)”
—_——————
=V
(Do F = (—sina, cosa)T hat Rang 1) Hier ist F sogar fiir alle p € S\ {(—1,0)T}
eine lokale Parametrisierung (unendlich oft differenzierbar, bijektiv, Umkehrabbil-
dung stetig®, max. Rang der Ableitung). Um {(—1,0)7} kann man ganz analog
eine Parametrisierung bauen (F: U = (0,27r) — S* N (R?\ {(0,1)T})). Also ist
S1 eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

Der (Rotations-)Torus, 0 < r < R, ist das Bild der Abbildung F': R? — R?
F(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu).
—_——
€(R—r,R+r)
Die Jacobimatrix

D ja —rsinucosv —rsinusinv T COSU
W)™ =\ —(R+rcosu)sinv (R +rcosu)cosv 0

hat immer vollen Rang. Damit ist jede Einschrinkung F|y fiir U C R? offen, fiir
die F|y ein Homéomorphismus aufs Bild ist, eine lokale Parametrisierung. Z.B.
ist F'|(0,27)x (0,2) ist eine lokale Parametrisierung um alle Punkte des Torus einen
Kreis in der £ — y-Ebene und einen senkrecht dazu.

Bevor wir zum Beweis des Satzes 1.3.4 kommen, wiederholen wir noch kurz den Satz
iiber implizite Funktionen, da wir diesen gleich benotigen:

*Um zu sehen, dass F~! stetig ist, betrachten wir F: W:=(—m,7) X Rsg — F~'(W~) C R?,
(r,@) = (rcosa,rsina). Dies ist sogar ein Diffeomorphismus und somit ist insbesondere £~1 und
damit F stetig.
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1.3 Untermannigfaltigkeiten

Satz 1.3.7 (Satz iiber implizite Funktionen). [2, Satz 1.7.18] Sei U C R™ x R*
offen. Sei f: U — R¥ stetig differenzierbar. Sei (x9,v0) € U (xvo € R™, yo € R¥)
und f(xo,yo0) = z0. Sei Oy f(xo,yo): Rk — RF invertierbar*. Dann gibt es offene
Umgebungen V von xg und W von yg und eine stetig differenzierbare Funktion g: V C
R™ — W C R* mit

{(z,y) e VXW | f(z,y) = 20} = {(z,9(x)) | z € V}.

Insbesondere ist dann g(zo) = yo.

Beweis von Satz 1.5.4. ’(a) = (b)" Sei g: VCR™ W CRFund pe V x W wie
in (b). Wir definieren f: V:=V x W C R® — R* durch

fv,w):=w — g(v).
Dann ist f~1(0) = graph(g) = M N (V x W). AuBerdem ist

D(u,w)f = (* Dy,g, Idk)
——— M~ N

kxn—Matrix kxm kxk
Also ist Rang(D(y,)F') = k, und damit ist 0 regulédrer Wert von f.

'(b) = (a)’ Da 0 € R” regulérer Wert von f ist, hat D, f Rang k. Nach Umordnen
der Koordinatenreihenfolge, kbnnen wir annehmen, dass die letzten k-Spalten linear
unabhingig sind. Sei p = (p; € R™, p, € RF). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
gibt es eine offene Umgebung V von pi, eine offene Umgebung W von p» und eine
(-mal stetig differenzierbare Abbildung g: V — W mit f(u, g(u)) = 0, g(p1) = p2 und

graph(g) = f~HO)N(V x W) =M N (V x W). O
() = (c)’ UA17.ii

'(¢) = (a)’ Sei pr,,(bzw. pr’™): R™ — R™ die Projektion auf die ersten (bzw. letzten)
m Koordinaten (n > m), also pr,, (21,...,%n) = (T1,...,Zm)T und pr"™(z1,...,2,) =
(xn7m+17 ey mn)T-

Sei p € M beliebig und F: U ¢ R™ — V C R*=™** cine lokale Parametrisierung.
0.B.d.A. habe V die Form Vi x Vo mit Vi € R™ und V, C R* (Das kann durch

Verkleinern von U immer erreicht werden.).

Setze u:=F~!(p). Da der Rang von D, F gleich m ist, es also m linear unabhiingige
Spalten geben muss, konnen wir 0.B.d.A. (durch Umordnung der Koordinaten direkt
am Anfang) annehmen, dass D, (pr,, o F) Rang F' hat. Wir wenden nun den Satz
iiber inverse Funktionen F:=pr, o F = (Fy,...,F,,) an. Dann existiert eine offene
Umgebung U’ C U von w und V] C V; von pr,,(p) € V1, so dass die Einschrankung

*Oy f(x0,yo0) ist der Teil der Matrix D4, ,)f der die Ableitung in die Koordinatenrichtungen von
yo enthilt — also Dy, yo)f = (0= f(z0,y0), 9y f (w0, y0))
—— ——

mxk kxk
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1 Integration

F: U" — V{ ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen das Inverse mit o: V{ — U’
und definieren G:=F o p: V{ C R™ — F(U’) C R™. Dann gilt fiir alle v € V{

G(v) =(Fop)(v) = (pr,, (F(p(v))), pr* (F(e(v))))

=(F(p(v)), pr*(G(v)) = (v, (pr* 0 G)(v)).

=:g

Die Abbildung g: V=V = pt*(F(U")) = W C R¥ erfiillt (1.1): Sei (v, w) € graphg =
{(v,w) €V x W | g(v) = w}. Dann gilt

(v,w) = (v,9(v)) = G(v) = F(p(v)) € FU') C F{U)=MnNV C M.

Sei andererseits (v, w) € M N (VxW).Da F: U — V{ =V und damit F: U’ —
M (V x W) bijektiv ist, existiert genau ein v’ € U’ mit (v,w) = F(u). Also ist
v=F(v) und ¢(v) = «'. Damit gilt

(v,w) = F(u) = F(e(v)) = G(v) = (v, g(v)),

also g(v) = w.

1.4 Volumina, die durch Untermannigfaltigkeiten
eingeschlossen sind

Wir haben bis jetzt schon verschiedenen Volumina berechnet, z.B. in UA12 das Volumen
eines Rotationsellipsoid 2 mittels Fubini. Dabei haben wir verwendet, dass wir schon
wussten, dass 1, integrierbar ist. Beim Rotationsellipsoid folgt das aus Lemma 1.2.9 /Bei-
spiel 1.2.10, da das Rotationsellipsoid als Bereich zwischen dem Funktionsgraph zweier
stetiger Funktionen aufgefasst werden kann. Fiir ein Flache 2 wie in Abbildung 1.15 ist
dies so direkt nicht mehr so. Allerdings kann man auch hier Lemma 1.2.9 zeigen, dass
1 integrierbar ist: Man nutzt die Additivitdt des Integrals und zerlegt den Bereich in
geniigend kleine Quader wie im Bild, so dass auf 1| eingeschrinkt auf jeden Quader
jeweils Lemma 1.2.9 anwendbar ist.

Auf diese Weise kann man insbesondere zeigen, dass stetige Funktionen auf Menge, die
durch Untermannigfaltigkeiten eingeschlossen werden integrierbar sind:

Satz 1.4.1. Sei Q C R™ kompakt und derart, dass 02 eine n — 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Sei f: Q — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Da £ kompakt ist, gibt es einen Quader Q mit 2 C Inn Q. Es ist auch 92
als abgeschlossene Teilmenge von 2 wieder kompakt. Nach Satz 1.3.4 gibt es fiir jedes
p € 08 eine offene Umgebung V,, C R™, so dass 9§2N V}, ein Funktionsgraph {iber n — 1
der n Koordinaten ist. Damit ist (V},),ca0 eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge 952. Nach [2, Satz 2.3.3] gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (V},)%_;.
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1.4 Volumina, die durch Untermannigfaltigkeiten eingeschlossen sind

Abbildung 1.15: Abbildung zum Beweis von Satz 1.4.1: In den blauen V; ist 02 ein
Funktionsgraph tiber z, in den roten tber y.

Fiir ¢ betrachten wir nun die Zerlegung von ) der Ordnung ¢ — die entsprechenden
Teilquader sind Qﬁlu . fiir j; € {1,...,£}. Fiir £ grof} genug gibt es fiir jedes p € 9

g
mit p € Qf , fiir geeignete ji,...,j, eini e {1,...,k} mit Qf ; CV,,.

Nach Definition ist f:  — R integrierbar, wenn f = f1Q: Q — R integrierbar. Letztere
ist integrierbar, wenn ihre Einschriankung auf jeden Teilquader Qfl..‘jn integrierbar ist.

Die Menge der Teilquader Qfl_%
keine Punkte gemeinsam haben. Dort ist f konstant Null und damit insbesondere
integrierbar. Aulerdem gibt es noch die Menge der Teilquader Qflmjn, die vollstandig
in Q liegen. Dort ist f = f, damit auf diesen Teilquadern insbesondere stetig und
somit nach Satz 1.2.6 integrierbar. Die verbleibenden Teilquader sind nun solche, die
sowohl Punkte in  als auch auflerhalb von €2 enthalten. Nach Wahl von £ ist fiir solche
Teilquader die Menge 2N le... ;,, die Menge unter einem Funktionsgraphen und damit
ist nach Lemma 1.2.9 f auf diesen Teilquadern auch integrierbar. O

. besteht einmal aus allen Teilquadern, die mit

Analog kénnen wir in Dimension 2 sogar sagen:

Satz 1.4.2. Sei Q C R? kompakt und derart, dass O das Bild einer stickweise-C'-
Kurve ist. Sei f: Q — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Geht sehr analog zum letzten Beweis. O
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Abbildung 1.16: Das C' links im Bild verwandelt sich in Polarkoordinaten zu einem
Rechteck. Will man den Fldcheninhalt von C' mit Hilfe der Polarkoor-
dinaten berechnen, muss man beriicksichtigen, wie sehr das Volumen
durch die Abbildung verzerrt wird.

1.5 Integration in anderen Koordinaten

Wir kénnen nun zwar z.B. den Fldcheninhalt des Buchstabens C in Abbildung 1.16
berechnen, in dem wir die Fliche so zerlegen, dass wir C' stiickweise als Funktionsgraph
betrachten kénnen und dann Lemma 1.2.9 verwenden. Geht, ist aber etwas anstrengend™.

Was kénnen wir stattdessen tun? Betrachten wir die Menge in Polarkoordinaten wie in
der Abbildung 1.16. Dann wird aus dem C' einfach ein Quader. Aber natiirlich ist der
Flacheninhalt vom C' nicht einfach der des Quaders. Sondern durch den Diffeomorphis-
mus/Koordinatenwechsel wird Volumen verzerrt.

Das wird in folgender Formel beriicksichtigt. Zur Anschauung des "Verzerrungsfaktors’
siehe Abbildung 1.17.

Satz 1.5.1 (Transformationsformel). Seien U,V C R™ offen, sei Q ein Quader mit
Q CU. Seip:V = U ein Diffeomorphismus. Ist f: Q — R integrierbar, dann gilt

/ fdvol = / (f o) - |det Dep|dvol.
Q ¢ Q)

Den Faktor |detDy| nennt man Funktionaldeterminante von .

Dazu brauchen wir folgendes Lemma, welches wir als UA11 auslagern:

Lemma 1.5.2. Sei Q C R™ ein Quader, f: Q — R integrierbar und g: Q@ — R stetig.
Dann ist fg: Q@ — R auch integrierbar.

Beweis von Satz 1.5.1. Zuerst halten wir fest:

*Alternativ konnten wir natiirlich auch benutzen, dass wir schon wissen, was der Flacheninhalt
eines Kreises ist. Darum geht es hier aber nicht.
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Abbildung 1.17:

e Firn=1

1.5 Integration in anderen Koordinaten
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Fiir € klein genug kann das Bild des Quadrates Q. = [0, €] ungefiahr
durch das Bild unter D,¢ beschrieben werden (lineare Approxima-
tionseigenschaft). Damit ist der Flacheninhalt von ¢(Q) ungefahr
der des Parallelepipeds, welches von den eg—fi(p) in (p) aufgespannt

wird. Der Quotient der Volumina von Parallelepiped zu Quader ist

also ’det (g—ai(p),...,;ﬁ (p))‘ = |det(Dpy)|.

Dieses "ungefahr’ gleich grofl kann man prézisieren und auch so dann
die Transformationsformel beweisen, wir werden aber einen Zugang
iiber Induktion wéhlen.

ist dies einfach die Substitutionsregel fir Q = [a, b]:

b
x)dx = o) (z)|¢ (x)|dw
[e@w= | gen@iee

Der Betrag bei |¢'(z)| taucht in der Substitutionsregel so nicht auf, dort sind
eventuelle Vorzeichen in der Reihenfolge der Integrationsgrenzen versteckt.

e Vertauschen wir die Koordinatenreihenfolge d&ndert sich die rechte Seite nicht. In
der linken Seite fithrt das maximal zu einem anderen Vorzeichen von det(Dy)
(Multilinearitdt der Determinante), aber der Betrag dndert sich nicht.

e Stimmt die Formel fiir Diffeomorphismen ¢: V — U, ¥: W — V, dann auch fiir
die Hintereinanderausfithrung ot : W — U: Das folgt direkt aus der Kettenregel
D(p o) = Dy o Dy und der Multiplikationsregel fiir Determinanten.

Die Idee zum Beweis der Transformationsformel ist nun lokal Induktion zu verwenden
und dann alles mit der Zerlegung der Eins zusammenzukleben:

Nehmen wir zunéchst an, dass es bei gegebenem ¢ zu jedem Punkt p eine offene
Umgebung U, C U mit einem Quader @, C U, gibt, so dass fiir die Einschrankung
0: V, = ¢ 1 (U,) = U, und Q,, die Transformationsformel gilt.

Dann ist (Inneres(Q,))pcq eine offene Uberdeckung von Q. Da @ kompakt ist, gibt
es eine endliche Teiliiberdeckung (Inneres(Qp,))i=1,....m. Wie im Beweis von Satz 1.4.1
reicht es nun die auf den Teilquadern nachzurechnen.

Es bleibt also die Existenz der U, zu zeigen. Dies machen wir per vollstandige Induktion
iiber die Dimension n. Der Induktionsanfang ist n = 1 - dort gilt der Satz nach der
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Transformationsformel. Nehmen wir also an der zu zeigende Satz gilt fiir alle Dimension
m < n.

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, muss es mindestens einen Eintrag in D,¢ geben, der
nicht Null ist. O.B.d.A. sei dies g—ii(p). Wir definieren

W(x1, . xn)i=(01(X1, .o Ty, Ty o, Ty)-

9p1
Wegen D,y = ( 0 () -1 g detDyyp = 921(p) # 0. Damit gibt es
O(n71)><1 Idn—l !

nach dem Satz iiber inverse Funktionen eine offene Umgebung V), von p, so dass
Y|y, : V, = ¥(V}) ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt o[y, = (¢ 0¥ ™1) 0 4|y, sowie

(o™ (Y1, un) = (Y1, 6(Y1, - - - yn)). Dann ist &y, (Y2, ..., Yn):=K(Y1, ..., yn) fiir
alle y; € J1 auch diffeomorph aufs Bild. Insbesondere gilt

. 1 O
Dy, (potp b= ( 155?&y11))

*(n—1)x1

und somit det Dy, . y(pov™) = det Dy, . Sei Qp = J1 x ... x J,, C (V) ein
Quader um p.

Da f auf ) integrierbar ist, ist es auch auf @), C @ integrierbar.
Fubini
fdvol "2 / / FWise o yn)dyn - dys
Qp J1 J2><...><Jn

nd.vor ~
Ind.vo / (/ f(yhn(yl,xg,...,xn))detD/fyl|dxn...dm2> dyy
Ji Ryt (J2x...x Jn)

'bini opoyY ") (y1,T2,...,Ty)|detDK Y1dTy, ... dxo
e fopoy™ detDfiy, | dyrda,, ... d
(pop=1)=1(Qp)

n=1 01
= (fop)|7—
/sol(Qp) di

:/ (f 0 0)|det D(¢ o 11| |det Dip|dvol
=1 (Qp)

|det D&y, |dz1da,, . . . dxo

/ ‘@ )(f o ¢)|detDp|dvol.
Y- P

Hier verwenden wir im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung fiir die Substitution
(x2,...,%n) = Ry, (Y2,...,Yn); im dritten Schritt, dass {(y1, Ry, (22,...,2n)) | 11 €
Ji,m; € Ji} = (poyp™1)71(Q,) ist. Im vierten Schritt die Transformationsformel fiir
n = 1 angewendet auf x1 — @1 (21, X2, ..., Z,) bei festem xo, ..., z, im inneren Integral
iuber J;. O

Beispiel 1.5.3. Wir wollen nun den Flicheninhalt vom C = C(rq, 72,1, 92) aus
Abbildung 1.16 in Polarkoordinaten berechnen. Es ist
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

®: (p,7) € (0,27) x (0,00) ++ (z = rcosp,y = rsinp)’ € R?\ {(0,00)}

—rsing cosg

ein Diffeomorphismus. Dann ist D, , & = ( .
' rcosp sing

) und somit |[detD(, ) ®| =
r.

Fubini ¥z (T2 1 2 2
dvol = rdrdp = rdrde = (w2 — p1)=(r; — 7).
C [r1,r2] X [p1,92] p1 I 2

Um den Flicheninhalt von B,.(0) C R? nun auch mit der Transformationsformel zu
berechnen, konnen wir die Transformationsformel erst einmal (so wie wir sie formuliert
haben) nicht direkt anwenden, da ®~! nicht auf ganz B,.(0) definiert ist, sondern auf
R?\ {(z,0) | * > 0}. Aber am Ende ist das kein Problem, denn im Beispiel des Kreises
gilt:

Sei Ug:=(B¢(0) U ®((—¢, €) x (0,1]. Dann ist vol oU, < volg[—¢, 1] X (—¢,€) = 2¢(1 +€).

AuBerdem ist B,(0) \ U C (0,27) x (0,00). Damit kann B,.(0) \ U, durch endlich viele
Quader tiberdeckt werden, die vollstandig in (0,27) x (0,00) und auf die man somit
die Transformationsformel direkt anwenden kann. Damit gilt:

vol 2 B,.(0) :/ dvol:/ dvolJr/ dvol
B,(0) U Br(0)\Ue

€

2m—e 1
=lim dvol = lim / rdrdy
e—0 BT(O)\Ue e—0 € €
L Lo oy 2
= 21_r>1(1)(27r 26)5(7’ €’) = mre.
Dies gilt allgemeiner: Vorl.

Lemma 1.5.4. Sei Q C R" ein Quader und sei A C Q0 C Q derart, dass 1q und
14 beide integrierbar sind und sei p: U C R® — V C R™ ein Diffeomorphismus mit
Q\ ACV. FEs sei |[detDy| auf U beschrankt.

Seien B = Uynor ngfl_“in fiir Qfl___in die Teilquader der Zerlegung der Ordnung
i1ein
k von Q. Es gelte vol o= *(By \ A) — 0 fiir k — oc.

Sei f: Q0 — R integrierbar. Dann ist

/ fdvol = / (f o p)|detDypl|dvol
) P=1(2\A)

und insbesondere existiert das Integral auf der rechten Seite.

Das Lemma ist etwas 'unférmig’ (und auch nicht bestmoglich - aber fiir unsere Beispiele
gut genug). In konkreten Situation ist normalerweise immer klar, ob es anwendbar ist.
Vgl. Abbildung 1.18 auch fiir die Bedeutung der Voraussetzungen.
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Abbildung 1.18: Da A Volumen Null hat, geht das Volumen der By fiir & gegen un-
endlich gegen Null. Auf Q \ By kann nun die Transformationsformel
angewendet werden. Dann erhélt man aber nicht ganz ¢=1(Q\ A).
Die Bedingung an das Volumen ¢~!(V \ By) sichert aber, dass der
verbleibende Teil im Limes & — oo keine Rolle spielt. Diese Bedingung
ist automatisch erfiillt, wenn p=1(Q \ A) C R" beschrinkt ist und
A HQ\A)\ ¢ HQ\ A) C R™ Volumen Null hat (das ist in Anwen-
dungen eigentlich immer der Fall - sonst hat man die falschen/seltsame
Koordinaten gewéhlt).

Beweis von Lemma 1.5.4.

/ Fdvol = / Fdvol + / Fdvol
Q Q\B[c BN

Sﬁ'/ (f o p)|det Dp|dvol +/ fdvol
@~ (Q\Bx) BrNQ

:/ (f o p)|det Dp|dvol — / (f o ¢)|detDp|dvol + / fdvol
e (\A) e~ 1(Br\A) BN

Die zweite Gleichheit ist die Summe aus dem Anwenden der Transformationsformel
auf die einzelnen Teilquader.

Wegen Beschrénktheit der Integranden (durch eine Konstante C') gilt

/ fdvol — / (f © ¢)|detDy|dvol
BN o1 (Bi\A)

und es folgt die Behauptung. O

k—o0
<C (VOlBk + vol <p71(Bk \A)) —0

Beispiel 1.5.5. Sei
®: (r,p) € (0,00) x (0,27) — (arcos @, brsinp)’ € R?\ {(z,0) € R? | z > 0}.
Dies ist ein Diffeomorphismus.

In diesen Koordinaten ist die Menge = {(x,y) € R? | i—; +§j—§ < 1} (Das Innere und der
Rand einer Ellipse) bis auf eine Menge von Volumen Null (ndmlich {(z,0) | z € [0,qa]})
gegeben durch {(r,¢) | r € (0,1] x (0,27)}.
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

Abbildung 1.19: Zylinderkoordinaten: In der x — y-Ebene nehmen wir Polarkoordinaten
und die z-Koordinate bleibt wie im Euklidischen. Der Name kommt
daher, dass fiir fester r die restlichen Koordinaten einen Zylinder
beschreiben.

acosy —arsingp
bsiny  brcosy

Flacheninhalt der Ellipse gleich fol fo% abrdrdyp = mab. Fir andere Moglichkeiten den
Flicheninhalt der Ellipse zu berechnen, vgl. UA21.

Wir haben D® = < ) und damit det |Dy| = abr. Somit ist der

1.5.1 Beispiele zur Volumenberechnung

Neben Polarkoordinaten gibt es noch andere 6fter vorkommende Koordinatensysteme.
Welches Koordinatensystem verwendet wird, orientiert sich normalerweise an der
Symmetrie des Problems — also hier an der Symmetrie des Integrationsgebietes.

Zylinderkoordinaten.
D: (r,0,2)€(0,00)x(0, 27)XR > (rcos @, rsing, z) € R¥\{(z,y,2) € R}y =0,z > 0}
ist ein Diffeomorphismus. Dessen Jacobimatrix ist

cosp —rsing 0

D® = |sinp rcose O und damit det D® = r.
0 0 1

Beispiel 1.5.6 (Volumen von Rotationskdérpern). Das haben wir in UA10 schon
einmal mit Fubini ausgerechnet. Hier nochmal mit der Transformationsformel und
Zylinderkoordinaten: Sei R: [a, b] — Rx¢ stetig. Dann beschreibt

Q:={(rcosp,rsing,z) €R® | p €[0,27],0 < r < R(2), 2 € [a,b]}
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1 Integration

Abbildung 1.20: Kugelkoordinaten: Fiir festen r parametrisieren ¢ und 6 eine Kugel
vom Radius r.

einen Korper, der rotationssymmetrisch bei Drehung um die z-Achse ist.

Es ist dann nach Transformationsformel und Lemma 1.5.4

b pr2m pR(2) b
volQ = / / / rdrdedz = 7T/ R*(2)dz.
a JO 0 a

Spharische Koordinaten/Kugelkoordinaten.

- 7 CoS ¢ cos 0
<I>:(7",90,0)6(0,00)><(0,27T)><(—§,5)H rsinpcosf |€R3*\{(z,0,2) |z >0,z € R}

rsin 6
ist ein Diffeomorphismus, vgl. Abbildung 1.20, mit
cospcosf —rsinpcosf —rcosypsinf

D p9)® = | sinpcosf® rcospcosd —rsingsing | und detD, , 9P = 2 cos
sin 0 0 rcosf

Beispiel 1.5.7 (Volumen von einer Kugel im R? mit Radius R). Auch wenn die
Kugel durch sphérische Koordinaten nicht vollstandig abgedeckt wird, kénnen wir mit
analoger Argumentation wie beim Fliacheninhalt des Kreises wieder rechnen:

4
3‘(})% = §7TR3

jus
2

R 27 5 = 1
vol BR(0) = / / / 2 cos Odfdpdr = 27 sin ]2 3"
o Jo J-

us
2

1.5.2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun auch gerne Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten integrieren und
damit insbesondere auch das Volumen von Untermannigfaltigkeiten bestimmen kénnen
(und damit z.B. die Oberflache einer Kugel).
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

F FU)=MNnV

/\ . 92 F(p)- ..
ny W 81 F(p)
: M
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Abbildung 1.21: Links: Unter der lokalen Parametrisierung wird ein Quader @ in U
wieder verzerrt. Wenn der Quader klein genug ist, kann man das Bild
durch das m-dimensionale Parallelepiped in R™ annéhern, welches das
Bild D, F(Q) ist (u € Q).

Rechts: Um das m-dimensionale Volumen des Parallelepipeds D, F(Q)
zu bestimmen, machen wir daraus mittels einer Orthonormalbasis n;
von (Tp )M )+ ein n-dimensionales Parallelepiped.

Die Grundidee ist dabei dhnlich wie bei Transformationsformel. Wir wiirden gerne {iber
Gebiete integrieren, die einfacher sind. Hier: Statt iiber die Untermannigfaltigkeit M zu
integrieren, wollen wir lokale Parametrisierungen F': U C R™ — V C R" nutzen, um
statt tiber F(U) = M NV iiber U zu integrieren. Dabei miissen wir natiirlich wieder
beriicksichtigen, dass dabei kleine Teilquader in U in F(U) verzerrt werden.

Der Verzerrungsfaktor entspricht fiir Quader klein genug wieder ungefdhr wieder dem
m-~dimensionalen Volumen des von g—i, RN ai:i aufgespannten Parallelepipeds. Der
Unterschied zur Transformationsformel ist nun, dass dies Vektoren im R™ und somit
schon die Determinante von DF (fiir m # n) gar nicht definiert ist.

Stattdessen kénnen wir wie folgt vorgehen: Die Vektoren 0y F'(u), ..., 0m F(u)* span-
nen einen m-dimensionalen Vektorraum, genannt 7',y M, aufl. Seien n1,...,Ng—n_m
fiir festes u € U eine Orthonormalbasis von (Tp(,) M)+ C R". Dann ist |detB| fiir
B:=(D,F,nq,...,n;) (nun einen quadratische Matrix) gleich dem Volumen des Par-
allelepipeds, welches von 0;F, i = 1,...,m, und nq,...,n; aufgespannt wird, vgl.
Abbildung 1.21 rechts. Da die n; senkrecht auf Tp(, M sind, Linge 1 haben und
paarweise orthogonal sind, ist dies gleich dem (m-dimensionalen) Volumen des Parallel-
epipeds in Tr(,) M = R™, welches von 0;F', i = 1,...,m gebildet wird.

Andererseits ist (da 0;F(u) L nj)

D.F)TD,F 0 k)
BTB _ ( u u mX
( Ok:><7n Idkxk

*Kurzschreibweise: BiF(u)::%(u)
TDas ist der Tangentialraum von M im Punkt F(u). Wir werden spéter sehen, dass dieser
unabhéingig von der gewahlten lokalen Parametrisierung ist.
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und damit ist das Volumen des Parallelepipeds gleich

[detB = y/|det(BTB)| = y/|det(D, F)T D, F)|.
Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.5.8. Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit fiir die
es eine lokale Parametrisierung F: U C R™ — V C R™ mit M = F(U) gibt. Sei
f: M — R. Sei @ C U ein Quader. Dann nennen wir f: F(Q) — R integrierbar, wenn
das Integral

/F o Jasol= /Q (f o F)y/|[det((DF)? (DF))dvol

existiert.

Ein oft verwendeter Spezialfall ist m = 2 und n = 3: Dann ist das Volumen des
Parallelogramms, welches durch 91 F'(u) und 02 F'(u) aufgespannt wird gleich |0y F'(u) x
o F(u)|. D.h. in diesem Fall ist /[det((DF)T(DF))| = |01 F(u) x 02 F (u)].

Die obige Definition suggeriert durch die Wahl der Begriffe, dass dieses Integral etwas
mit den zuvor definierten zu tun hat. Das wollen wir gleich noch sehen. Zuvor jedoch:

Unabhangigkeit von fM fdvol vom gewahlten F? Seien Fy: Uy — Vi und Fy: Uy —
Vo zwei lokale Parametrisierungen mit M = F;(U;) = F;(Uz). Dann ist ¢ = F2_1 )
Fy: U; — Uy ein Hom6omorphismus — sogar ein Diffeomorphismus, siehe Begriindung
unten. Sei Q C Us ein Quader. Dann ist nach der Transformationsformel:

/Q(f o Fy)(u)/|det (D, F2)" (D, Fy)) dvol,

:/ I(Q)(f oFyo w)(v)\/Idet((D@(U)FQ)T(DW(U)FQ))||det Dy p|dvol,
o

2 [ (FoFaop)0)/laet((Dotw Fa© Do) (Do Fa o D)) vl
o1

(@)
/ (f o F1)(0)y/ldet(D, F)T (D, Fy|dvol.
= 1(Q)

Dabei benutzt die zweite Gleichheit:
det (ATA)(det 0)2 = det (CTATAC) = det ((AC)TAC).

Es bleibt noch zu argumentieren, dass ¢ = F;l o I : Uy — Us ein Diffeomorphismus
ist: Der wichtige Punkt ist hierbei zu argumentieren, dass diese Abbildung glatt ist,
dann ist mit gleicher Argumentation auch ¢! = F|~ Lo F, glatt und der Rest folgt

aus der Rang-Bedingung fiir die Jacobimatrizen der Parametrisierungen und dem Satz
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

iiber inverse Funktionen. Die Idee um zu zeigen, dass ¢ glatt in w € U ist, ist es Fj
nahe ¢(u) zu einem glatten Abbildung Fy: Us x RF="—" — R" fortzusetzen (also
Fy(v,0) = Fy(v) fiir alle v € Uy), die nahe (¢(u),0) ein Diffeomorphismus ist. Damit
ist dort (wo Fj ein Diffeo ist) F, ' auch glatt. Wegen Fy ' o F) = Fy; ' o Fy = ¢ ist
dann ¢ in u glatt.

Es bleibt FQ zu konstruieren: Da die n x m-Matrix D, F5 maximalen Rang hat, kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass die ersten m Zeilen linear unabhéngig sind. Wir setzen

Fy: Uy x RE 5 R™, (v,t) = Fy(v) + (0,1).

Dann ist F5(v,0) = F>(v) und Dy, 0y F> = (Dqu

Ok hat vollen Rang. Also ist Fy
Id,

nach dem Satz iiber inverse Funktionen nahe (u,0) ein Diffeomorphismus.

Konsistenz mit friiheren Definitionen?

e m = 1: Dann ist M = Bild v einer glatten Kurve v: I C R — R™ mit +/(¢) # 0
fir alle t. Dann kénnen wir als lokale Parametrisierung F' = ~ wihlen. Sei
Q = [a,b] C I. Dann DiF = +/(t) und damit +/|det((D:F)T(D.F))| = |/ (t)].

Somit gilt
b
[ gavol= [(fen@hielde= [ s
v([a,b]) a Yia,b)

e m = n: Dann ist M eine offene Teilmenge von R™ und F' entspricht einem
Koordinatenwechsel: Da F: U C R® — F(U) C M C R™ Homdomorphismus
und glatt ist und DF maximalen Rang hat, ist nach dem Satz iiber inverse
Funktionen dann auch F~! glatt und F somit ein Diffeomorphismus. Dann ist

|det (DF)TDF| = |det DF| und wir haben wieder die Transformationsformel.

Fiir Mannigfaltigkeiten, die nicht mit nur einer Parametrisierung beschrieben wer-
den kdnnen? Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Seien (F;: U; —
V;)ier endlich viele* lokale Parametrisierungen von M mit M = U;c F(U;). Dann ist
die Idee, wie in Seien Uz C U;, derart dass F' (U;) gleich der Schnitt von M mit endlich

A~

vielen Teilquadern Q¢ , C R™ ist, so dass F(U;) N F(U;) eine Teilmenge des Randes

1.0 0m

dieser Teilquadermenge ist. Dann setzen wir fiir f: M — R

fdvol = / ifdvol
/M Z MNF(U;

iel
und nennen f integrierbar, wenn die rechte Seite existiert.

Ist 15/: M — R integrierbar, so setzen wir wieder

VolmM::volM:/ 1psdvol.
M

*Zumindest wenn M kompakt ist, kommt man immer mit endlich vielen Parametrisierungen aus.
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und nennen diese Zahl Volumen von M.

In vielen Beispielen, ist es so, dass man eine Parametrisierung F: U — V hat,
die M bis auf eine eine Teilmenge A C M abdeckt und dann das ’Volumen von
A’ als Teilmenge von M Null ist. Ist f dann beschrénkt, ist [,, fdvol = [ (f o
F)/|det(DF)T(DF)||dvol. Das ist im Prinzip das Analogon zu Lemma 1.5.4, was wir
nicht extra beweisen. Das sehen wir am besten am néchsten Beispiel:

Beispiel 1.5.9 (Oberfliche einer Kugel). Sei M = S?(R) = {(z,y,2) € R | 22 +y? +
2?2 = R?}. Wir wollen mit Parametrisierungen mittels Kugelkoordinaten (eingeschrinkt
auf r = R) arbeiten

o Rcospcost
F: (¢,0) € (0,27) x (—575) — | Rsingcosf | € R*\ {(x,0,2)| > 0}.
Rsind
Es gilt

—Rsinpcosf —Rcospsinf
DF = | Rcospcos —Rsinpcost (DF)'DF = (

2
0 Rcosf 0 R

R?cos?0 0 )

Das ist eine Parametrisierung der Kugel ohne {(z,0, )| 2% + 22 = R? > 0}. Ahnlich
wie bei der Volumenberechnung von Br(0) C R? kann man wieder iiberlegen, dass die
fehlende Menge Volumen Null hat (s.u.) und wir haben

27 5
vol S*(R) = / / R? cos 0dfdp = AT R*.
0o J-3

Dass k = {(z,0,2)| * + 22 = R*,2 > 0} € M Volumen Null hat (also [, Lxdvol = 0
ist), hat den gleichen Grund warum [0, 1] x {0} C R? Volumen Null hat. Formal
sieht man das z.B., wenn man als lokale Parametrisierung Kugelkoordinaten mit
‘gedrehtem ¢ verwendet’ F(p,0):=F (¢ + 7,6). Dann liegt zumindest der Halbkreis k
ohne (0,0,+R) im Bild von F und hat als Urbild die Strecke 6 — (—,6). Somit ist
vol(k\ (0,0,+R) C M) = [, 1j(0,0,+r)dvol = f{fw}x(fg,g)cw dvol = 0 und analog
kann man auch die Punkte (0,0, £R) betrachten, in dem man z.B. 6 verschiebt oder in
einer Umgebung davon S?(R) als Funktionsgraph betrachtet.

Beispiel 1.5.10 (Oberfliche Zylindermantel). Sei M = {(z,y,2) € R3 | 2% + ¢y? =
R?,z € (0,h)}. Wir wollen mit einer lokalen Parametrisierung mittels Zylinderkoordi-
naten (eingeschrinkt auf » = R und den Hohenbereich des Zylinders) arbeiten

Rcosyp
F: (p,0) € (0,2m) x (0,h) = | Rsinp | € R*\ {(z,0,2)| = > 0}.
z
Das ist eine Parametrisierung von M ohne die Menge {(R,0,z) | z € (0,h)}, die aber
keinen Beitrag fiir die Oberfliche liefern wird (analoge Argumentation wie bei der
Kugel oben).
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

Den Volumenverzerrungsfaktor kann man einfach mit /| det(DF)T(DF)| oder |0,F x
0, F| errechnen, und man erhélt R. Damit ist

27 h
vol M = / / Rdzdy = 2w Rh.
o Jo

Beispiel 1.5.11 (Oberfliche Kegelmantel). Sei M = {(z,y,2) € R® | 2% + ¢y* =
%2222, z € (0,h)}. Dann ist M der Mantel eines Kegels der Hohe h und kreisférmiger
Grundfliche mit Radius R. Da die Spitze (z = 0) nicht Teil von M ist, ist M eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit (sieht man direkt mit Kriterium vom reguliren
Wert angewendet auf f(z,y,z) = 22 + 3% — },f—jzz). Wir wollen wieder eine Parametri-
sierung auf der Basis von Zylinderkoordinaten verwenden, allerdings wahlen wir dieses
Mal nicht r konstant sonder r als geeignete Funktion von z, vgl. Bild.
By cosp
ﬁzsingp € R*\ {(z,0,2)| > 0}.

z

F:(p,2) €(0,2m) x (0,h) = |

Das ist eine Parametrisierung von M ohne die Menge {(#£2,0,2) | z € (0,h)}, die aber
keinen Beitrag fiir die Oberfliche liefern wird (analoge Argumentation wie bei der
Kugel oben).

Der Volumenverzerrungsfaktor ist nun 2% z/R? + h2. Damit ist

27 rh
vol M = / %z\/ R2 + h2dzdp = TR\ R? + h2.
o Jo

Obiges Beispiel sind alles Beispiele von Oberflichen von Rotationskérpern. Die Ober-
flache eines Rotationskorper lasst sich ganz &hnlich dann auch allgemein ausrechnen,
vgl. UA2Tii.

1.5.3 Divergenz- und Rotationssatz

Wir haben in Abschnitt 1.21 den Divergenzsatz auf Quadern bewiesen. Ahnliches wollen
wir nun fiir offene und beschriankte Mengen 2 C R™ deren Rand eine Hyperfliche
(=(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™) ist. Bevor wir den formulieren,
schauen wir uns zunichst noch einmal den Begriff des Tangentialraumes an und
definieren wir, was im allgemeinen der dufiere Einheitsnormalenvektorfeld n: 02 — R"
auf M = 99 ist.

Wie auf Seite 41 sei T,M C R" der Tangentialraum von M an p: D.h. Ist F': U — V

eine lokale Parametrisierung von M um p = F'(g), dann ist g—i(q), ce 87?F_1 (q) eine
Basis des Untervektorraums T, M von R™ (Hier sind u1, . . ., u,—1 die Koordinaten fiir U.

Da M eine Hyperflache ist, ist dieser Vektorraum n— 1-dimensional.). Es ist also T, M =
DqF(R"’l). Diese Definition ist unabhéngig von der gewédhlten Parametrisierung, wie
man wie folgt sieht: Sei F': U — V eine weitere Parametrisierung mit F'(U) = F(U).
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1 Integration

Dann ist F~'o F': U — U ein Diffeomorphismus, vgl. 42. Somit gilt fir § = F1p=
F(q)): DgF(R"1) = DyF(Dy(F~1 o F)(R™1)) = DyF(R™)

Um dem Namen gerecht zu werden, verlangen wir: |n(p)|> = 1 und n(p) L T,M fiir
alle p € M. Dann wére n ein Einheitsnormalenvektorfeld. Davon gibt es in jedem p
noch zwei Vektoren, die das erfiillen. Wir wollen zusétzlich noch, dass n nach R™ \ Q
zeigt. Das kann man formalisieren, in dem man fordert, dass fiir alle ¢ > 0 klein genug
p +tn(p) € Q ist.

Beispiel 1.5.12.

(i) Sei Q C R? offen und beschrinkt, so dass M = 9 eine eindimensionale Unter-
mannigfaltigkeit ist. Sei 92 entgegen des Uhrzeigersinns durch die glatte einfach
geschlossene Kurve «: [0, L] — R? parametrisiert mit /() # 0. Sei nun p = y(t).

Dann wird T,M durch den Vektor . .
7/ (to) aufgespannt. Sei v/(to) = (a,b)T. m(’”>
Dann ist v(p)::\/m(fb, a)T ein dar-
auf senkrecht stehender Einheitsvektor
und damit ist v(p) ein Einheitsnormalen-
vektor in p an M. Der gesuchte duflere TpM

Einheitsnormalenvektor ist dann —v(p),
vgl. Abbildung.

P = ~(to)

(ii) (Normalenvektor einer Rotationsflache)

Sei F(p,2) = (f(2)cos g, f(2)sing, 2)T fiir eine glatte Funktion f: (a,b) — Rsg.
Dann ist F' eine lokale Parametrisierung einer Rotationsfliche, vgl. UA27 und
Abbildung 1.22. In p = F(p, z) wird der Tangentialraum durch die Vektoren
G (9, 2)=(=f(2)sin g, f(2) cos ,0)" und GE(p, 2) = (f'(2) cos p, f'(2) sinp, 1)"
aufgespannt. Mittels

%f;(%z) X %(@’2) _ ! (cos ¢, sin g, —f(2))"
O (o2 x Loz VIHFERE T

erhalten wir einen Einheitsnormalenvektor im Punkt p an die Flache. Hier zeigt
dieser auch direkt nach auflen, ist also gleich dem &ufleren Einheitsnormalenvektor
des zugehorigen Rotationskorpers im Punkt p.

Satz 1.5.13 (Divergenzsatz=Gauf’scher Integralsatz). Sei K C R™ offen, so dass
0K eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Sei Q C R™ ein
achsenparalleler Quader und Q= K N Q. Sein das dufere Einheitsnormalenvektorfeld
auf R:=0Q\ (0K N0Q). Sei V: R™ — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann
qgilt

/didevolz/(V,n)dvol.
Q R
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

Abbildung 1.22: Auferer Einheitsnormalenvektor n(p) auf einem Rotationskérper im
Punkt p

W FXx0F

Spezialfall: n = 3: In einer Parametrisierung F': U — V von 99 gilt n = O FxO-F]

und dvol = |01 F x 05 F|dujdusg. Insgesamt also

/ <V, 7’L>dV01 = / <V o F, 81F X 82F>dU1dU2
F(U)CoQ U

Das erklért auch die Physikernotation von [, V - dA statt [, (V,n)dvol.

Die Grundidee des Beweises ist es wieder, analog wie in Satz 1.4.1 , mittels einer
Unterlegung in kleinere Teile und einer Zerlegung in kleinere Teile, den Satz auf den
Fall eines Gebietes, was der Bereich unter einem Funktionsgraphen g: Q C R*~! — R
ist, zuriickzufithren. Dort kénnen wir die Behauptung explizit nachrechnen:

Lemma 1.5.14. Sei Q C R"~! ein Quader. Seig: Q — R, g > 0, stetig differenzierbar.
Sei Qg ={(z,y) € QxR | 0<y <g(x)} und M = 09Q4. Sei n das dufere Einheits-
normalenvektorfeld auf M. Sei V: Q x [0,c] C R™® — R" ein stetig differenzierbares
Vektorfeld, wobei ¢ > sup |g| ist, vgl. Abbildung 1.23. Dann gilt

J

Fiir g konstant, folgt ist das direkt aus dem Divergenzsatz auf Quadern. Die Grundidee
zum Beweis diesen Lemma ist wieder Fubini — man muss nur ein bisschen mehr machen:

div Vdvol = / (V,n)dvol.

B M

Beweis. Sei Q = H?;ll (@i, bi].

47



1 Integration

n(p)
\_/_*

Qg

Abbildung 1.23: Abbildung zu Lemma 1.5.14.

Wir bestimmen zunéchst n: M besteht aus Teilen von JQ, wo wir jeweils + ein

Standardbasisvektor der duflere Einheitsnormalenvektor ist, und aus graphg. Da

F(u) = (u, g(u)) eine Parametrisierung von graph g ist, wird T, M fiir p = F(u) durch
T

(ei e R 1, %(u)) € R™ aufgespannt. Der Vektor 7(u) = (—aa—xgl(u), vy — afgil(u),l)

ist senkrecht auf allen diesen Basisvektoren und damit auf 7}, M. Diesen Vektor miissen

wir noch normalisieren, also n(p = F(u)) = % setzen. Dieses n ist dann ein Ein-

heitsnormalenvektor und da er von 2, wegzeigt (da letzte Koordinate positiv ist), der
gesuchte duflere Einheitsnormalenvektor in p = F(u).

Fiir den Anteil der rechten Seite der Gleichung, der von graph g kommt, gilt somit
[ ot [ (5 it o) 22 + Vi gtu) VELPETDI g
gmphy.,n vol= o\ & (u, g(u oz, U w(u, g(u )] Vo

Wir werden nun noch sehen, dass /[det((DF)T(DF))| = |7(u)| gilt: Es ist |fi(u)]? =
1+ 30 dig(w)[?. Da au) L SE (u) ist, vgl. Seite 41,

|det(Dy F, i(u))| = \/ldet((DF)T(DF))lm(U)l
AuBlerdem ist

det(D.F, i(u)) = <I_%T;_gl (Dlug)T>

Zum Bestimmen der Determinante formen wir die letzte Zeile der Matrix um in ’letzte
Zeile — Z?:_ll —0;9(u)- (i.te Zeile)’ und erhalten dann fiir die letzte Zeile alles Nullen,
nur der letzte Eintrag ist dann |7i(u)|?. Somit ist det(D,F,7(u)) = |7(u)|? und somit
VAt (DF)T(DF))| = [i(u)].

Um die linke Seite der Behauptung zu berechnen betrachten wir die einzelnen Sum-
manden der Divergenz einzeln. Hierbei sei (u,z, = z) € Q x [0,¢] und z1,..., 2,1
seien die Koordinaten von u. Dann gilt

9 g(u)
/ %dvol :/ / oV (u,z)dz | dvol, = /Vn(u,g(u))dvolu—/Vn(u,O)dvolu
[e) 0z Q 0 0z Q Q

9
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

Fir¢i=1,...,n—1

: . 9(v) gy
ov; dvol :/ / Vs (u, z)dz | dvol,
Jo, Oz o \Jo Oz

9 [ 99
_/Q (8% /o Vi(u, z)dz — Vi(u,g(u))axi (u)> dvol,,

g(u)
:/ / Vi(ul,...7ui,1,bi,ui+1,...,un,l,z)dzdvol
QN{z;=b;} JO

g(u)
—/ / Vilugy ooy i1, @iy Wit 1y - - o5 Up—1, 2)dzdvol
QN{z;=a;} JO

dg
- [ Vit 32 idvol,

3

Alle griinen Terme ergeben in der Summe fQ div Vdvol. Alle blauen Terme sind der

Anteil von [, (V(u, g(u)),n(u))dvol, der nicht von graph g kommt. Somit haben wir

insgesamt
/

Beweis vom Divergenzsatz 1.5.13. Wir zerlegen @), derart in Teilquader, dass 0 in
jedem Teilquader die Form wie im letzten Lemma hat (geht immer - analog wie
Satz 1.4.1). Dann wenden wir auf jeden Teilquader das letzte Lemma an. Die Summe
aller dieser Formeln gibt den gesuchten Divergenzsatz, da sich alle Randintegrale, die
vom Rand der Teilquader kommen, die nicht schon Teil von 9@ waren, zweimal mit
unterschiedlichem Vorzeichen auftreten.

div Vdvol = /

<V(u,g(u)),n(u)>dvolu:/ (V,n)dvol. O
M

M

g

O

Beispiel 1.5.15. Sei V(z) = z ein Vektorfeld im R3. Dann ist divV = 3. Sei Q2
B,(0) C R3. Dann ist 9Q = S,.(0) mit &uBerem Einheitsnormalenvektor n(z € S,.(0))

x

i

Der Divergenzsatz liefert dann

1 1
vol B,.(0) = — div Vdvol = = (z, Zydvol = Zvol S,.(0).
n JB,(0) s T 3

So erhalten wir zum Beispiel noch einmal die Oberfliche der Kugel mit Radius r als
3vol B, (0) = 4mr?.

Satz 1.5.16 (Satz von Stokes). Sei M C R3 eine 2-dimensionale Untermannigfaltig-
keit. Sei F: U C R? — V C R? eine lokale Parametrisierung um p € M. Sei K C U
kompakt, so dass OK das Bild einer einfach geschlossenen glatten Kurve «: [0,1] = U
ist, die OK entgegen des Uhrzeigersinns durchlduft.

Sei Q = F(K) und v = F o a. Sei ein Einheitsnormalenvektorfeld n: F(U) — R?

definiert durch n(F(z,y)) = %.
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1 Integration
Sei V: R3 — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

1
[ trotvimjavol = [ v, ()t
Q 0

Beweis. Vorgehen: Ubertragen der Integrale auf K bzw. «, vgl. Abbildung 1.24. Dort
kann man dann den Divergenzsatz auf ein geeignetes Vektorfeld anwenden, um die
Gleichheit zu zeigen:

/Q (rot V, n)dvol = /K (r0t V) o F,n o F),/|det (DF)T(DF)|dvol
_ / {(xot V) o F,0, F x 8, F)dvol
K

Wir formen nun den Integranden um:

((rot V) o F,0,F x 9,F) :Z((av d;V;) o F)d, F;0,F;

Kettenregelz:8 o F 6 F Z@ V o F i

:<ax(v o F),d,F) — <ay(v o F),0,F)

=0,((V o F),0,F) — 8,((V o F),0,F)
—((VoF),0,0,F) 4+ ((VoF),0,0,F)

Ldiv ((V o F),0,F), —((V o F),0,F))"

=W

In der zweiten Zeile haben wir die Kettenregel bzw. totale Ableitung 0, (V o F) =
Zg’zl(ﬁxVi) o F)9,F; verwendet (und analog fiir den zweiten Summanden). Aufler-
dem haben wir insbesondere benutzt, dass F' zweimal stetig differenzierbar ist, somit
0y0. F = 0,0, F gilt und damit die drittletzte Zeile Null ist.

Auf K C R? kénnen wir den Divergenzsatz anwenden und erhalten

/Q (rot V, n)dvol — /K div Wevol — / (W, N)dvol = /O (W (a(t)), N(a()|e (t)]dt

wobei o/ (t)|N(a(t)) = (a4 (t), —af(t)) ist, vgl. Abbildung 1.24 rechts. Der Rest folgt
mit
[/ (W (a(t)), N(a(t))) =((V o F)(a(t)), 0y F(a(t))) e ()
+{(V o F)(a(t )) L F(a(t))) o ()
=((V o F)(a(?)), D F(O/(t))> ={V(r®),¥'(t) 0O
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1.5 Integration in anderen Koordinaten

F

O(/
(7(3/1(2)) = Ja’ ()N (a ()

/_\ o »
N
((120))

M C R3

U c r?

Abbildung 1.24: Abbildung zum Satz von Stokes links und rechts zu N («(t))

Beispiel 1.5.17. Mit Hilfe des Divergenz- und Rotationssatz kénnen wir aus den
Maxwell-Gleichungen, s. Seite 22 Integralgleichungen machen. Z.B. folgt aus dem
GauB’schen Gesetz div E' = £ (E das elektrische Feld, p die Ladungsdichte, ¢ elektri-

sche Feldkonstante) mit demODivergenzsatz flir geeignetes 2, dass

1 1
/ (E,n)dvol= — [ pdvol = —-Q
o9 €0 Ja €0

mit ) die Gesamtladung in 2 ist.

Schauen wir uns dies fiir den Spezialfall einer Punktladung in 0 € R® der Ladung
g und © = B,.(0). Die Punktladung erzeugt ein elektrisches Feld E, welches aus
Symmetriegriinden rotationssymmetrisch sein muss, also die Form E(z1,zq,z3) =
E(r)é; hat (Hier ist €, = %($1,$2,$3)T der auflere Einheitsnormalenvektor auf der
Sphire.). Damit ist die linke Seite des Integrals gleich

/@ (B, m)dvol = / £(r)dvol = E(r)dm?

S,-(0)

und damit ist £(r) =

q
€odmr2”

Als zweites Beispiel schauen wir uns das elektrische Feld stationérer Ladungen (und ohne
externes zeitabhéngiges magnetisches Feld an). Dann ist rot E = 0. Nach [2, Lem. 2.2.9]
gibt es somit ein Potential ¢ mit £ = gradp. Es ist also Ag:=rotgrad o = 0. Man

nennt A den Laplace-Operator und man kann direkt nachrechnen, dass A = Zle 8‘9—;

ist. Die Gleichung Ay = 0 gilt so erst mal nur, wo ¢ und damit F definiert war. Im Falle
der Punktladung von oben, also in R\ {0}. Auch ist ¢ nicht eindeutig, sondern auch
"¢ + Konstante’ fihrt zum gleichen E-Feld. Fiir das Punktteilchen gilt ¢(r) = — 477160 %
Wenn man sich eine Ladungsverteilung p: 2 — R als geeigneten Limes von einer Menge
von Punktteilchen vorstellt, konnte man so das zugehorige Potential als dem Potential

eines Punktteilchens herleiten und wiirden

o(z) = ! / Ply) dvol,

 drmey Jo |z — y|
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und somit ) W) )
PYNT —Y
E(x) = —~~dvol
(=) dmeg /Q |z —y[? Y
erhalten.
Analog kann man Aussagen zum Magnetfeld ableiten: Es ist divB = 0 (=keine

magnetischen Monopole). Wir hatten in Lemma 1.2.16 gesehen, dass divrotV = 0
ist (fiir V zweimal stetig differenzierbar). Aber es gilt auch die Umkehrung (Beweis
ghnlich wie bei 'Rotationsfreie Vektorfelder sind lokal Gradientenvektorfelder’): Es
ist B = rot A fiir ein Vektorpotential A. Auch dieses A ist nicht eindeutig, sondern
A — grad v liefert das gleiche B.*

Betrachten wir nun einen geraden stromdurchflossenen Leiter (Radius r¢). Die Strom-
dichte sei konstant j(0,0,x3) = joes im Leiter und auBlerhalb gleich Null. Das heifit der
Strom durch den Leiter ist gleich: Iy = jorr. Fiir stationére Strome ist rot B = .
D.h. es wird ein Magnetfeld erzeugt. Aus Symmetriegriinden muss das rotationssymme-
trisch bzgl. der z-Achse und bei konstantem Strom translationsinvariant in z-Richtung
sein, also in Zylinderkoordinaren der Form B(r,p,z) = Bi(r)(—sinp,cosp,0)T +
Ba(r)es + Bs(r)e;, sein. Nach dem Rotationssatz ist nun

/ (rot B, e3)dvol = /(B(’y(t)),fy/(t))dt.
B,.(0)

~

Fiir 7 > rg ist die linke Seite gleich [}, (rot B,e3)dvol = [, (0)<,u0j063, ez)dvol = pgly
L)

und die rechte Seite 2781 (r)r. Also ist Bi(r) = ’;“—Tff Es muss dann Ba(r) = Bs(r) =0

sein, da sonst B nicht divergenzfrei wire. Also ist B(r) = ’QOT{?(— sin p, cos ¢, 0)T das

Magnetfeld aufierhalb eines stromdurchflossenen Leiters. Ein zugehoriges Vektorpoten-

tial A ist A(r, ¢, 2) = 7“27{0 (0,0,In7)T.

*Wie auch die Wahlfreiheit beim Potential ¢ oben, nennt man das eine FEichfreiheit.
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2 Funktionentheorie

2.1 Komplexe Funktionen

Eine Funktion f: C — C kann auch immer als Funktion von R? nach R? begriffen Vorl.
werden. Zum Beispiel

1:C=C, fz=a+iy) =27 (@,y)" = (2® = y*, 20y)"

f2:(C_>(C7 f(Z):E (x’y)TH (xv_y)T'

Als Funktionen von R? — R? sind beide Funktionen differenzierbar (man sagt zur
Unterscheidung zur komplexen Differenzierbarkeit, die wir gleich definieren: f;: C — C
ist reell differenzierbar) mit

2v =2y 1 0
Dy fr = <2y 9 ) s Dy fo= <0 _1)

Hier sind D, . fi: R> — R?, wie immer, R-lineare Abbildungen.

Andererseits kann man den Differenzierbarkeitsbegriff von Analysis 1 auch anders auf
komplexe Funktionen f: C — C verallgemeinern, indem man in der Definition aus
Analysis 1 ’einfach jedes R durch ein C ersetzt’.

Definition 2.1.1. Eine Funktion f: C — C ist in 2y € C komplex differenzierbar,
wenn es ein a € C mit
f(z) = f(20)

lim ———————= =a.
zZ—20 zZ— 20

Dann ist f/(z0) = a die kompleze Ableitung von f in zg.

Das funktioniert, da C ein Korper ist, und wir somit dort eine Multiplikation haben.
Beim R™ ginge das nicht (Man kann nicht durch Vektoren dividieren).

Ganz analog wie in Analysis 1 erhalten wir die lineare Approximationseigenschaft, also,
dass f in zg genau dann komplex differenzierbar ist, wenn

f(z0+h) = f(z0) + ah +o(|h]) fir h — 0.

Hierbei bedeutet fiir g: C — C wieder g(z) = o(|z|) gilt, falls lim,_,o 42} = 0 gilt —

K]
also wie in Analysis 1 nur dieses Mal mit Limes in den komplexen Zahlen.

Die naheliegende Frage ist nun: Ist fiir eine Funktion f: C — C komplex diffe-
renzierbar und reell differenzierbar das gleiche?
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Dazu halten wir erst einmal fest: In Analogie zu Differenzierbarkeit in R kénnen wir

f'(z0): C — C, z — az wieder als lineare Abbildung auffassen — jedoch dieses mal als
C-lineare Abbildung.

Jede C-lineare Abbildung C — C, also jede Multiplikation mit einer komplexen Zahl a,
ldsst sich als Multiplikation mit einer reellen 2 x 2-Matrix schreiben — also als R-lineare
Abbildung R? — R2. Sei a = |ale!¥ die Darstellung von a in Polarkoordinaten. Dann

entspricht Multiplikation von z € C mit a der Streckung mit » und einer Drehung um
den Winkel ¢ — also einer Drehstreckung, vgl. [1, Abschnitt 3.9.2 |:

az
|
\
\
|
\
\
1

Sei z =2 +iy = (v,y)7 € R2. Dann ist

| ra .
cosp —sin x
laz| H—/|ql 2 a-z=|a ( A “”) ( )
T P sinp  cosgp Yy
‘N,’/V'
ooy >
'\ // X

Aus a = f'(20) erhélt man mittels obiger Gleichheit, dass f’(zo) als reelle 2 x 2-Matrix
. cosep —sing)  (Ref'(z0) —Im f'(20)

die Form |af (singo cos ¢ ) - (Imf’(zo) Re f'(z0) )

Ist f in zp komplex differenzierbar, dann ist

_ o Joth) = fz0) o f(2) = f(z0) _
Oaf(20) = h—}ér,%eR h = lim Cz-—z J(z0)-

Also ist 0, (Re f)(20) = Re 05 f(20) und 0, (Im f)(20) = Im d, f(20) — analog fiir J, f(2o).
Somit ist f’(zg) aufgefasst als Abbildung von R? nach R? gleich D, f. D.h. jede komplex

differenzierbare Funktion ist auch reell differenzierbar (und damit insbesondere auch
stetig).

Die Riickrichtung stimmt jedoch nicht: Mit obigem sehen wir auch, dass eine reelle

2 x 2-Matrix A = (a;;) dann und nur dann zu einer Drehstreckung gehort und damit
der Multiplikation mit einer komplexen Zahl entspricht, wenn gilt: a;; = a9y und

a12 = —ag; gilt. Auf dem Level der Jacobimatrix miissen also die Gleichungen
Ozu = Oyv, Oyu = —0yv

— die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen — gelten, wobei f: R2 — R2, (z,y)T
(u(x,y),v(x,y))T ist.

Also ist nicht jedes f: C — C, welches reell differenzierbar ist auch komplex differenzier-

bar. Von unseren zwei Beispielen vom Anfang ist fi(z) = 22 komplex differenzierbar,
f2(2) = z hingegen nicht. Es gilt:

Lemma 2.1.2. Sei Q) C C offen, sei f: Q@ — C. Dann ist f genau dann komplex
differenzierbar in zo € 0, wenn f dort (als Funtion von R? nach R?) reell differenzierbar
ist und in zg die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten.
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2.1 Komplexe Funktionen

Beweisskizze. Die Richtung = haben wir im Groflen und Ganzen oben nachgerechnet.
Dort haben wir gesehen, dass f dann zumindest partiell differenzierbar ist und die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten. Reell differenzierbar folgt dann wegen
der speziellen Form der Jacobimatrix durch direktes Nachrechnen.

Fiir die Riickrichtung benutzt man, dass nach obiger Rechnung die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen implizieren, dass D4, ) f (Z;) ~ a-(hy +1iho) fur eine komplexe
Zahl a € C gilt (Hierbei ist ~ die Standardidentifikation von R? mit C). Reell dif-
ferenzierbar bedeutet f(zg + hi,y0 + h2) = f(zo,y0) + D(mo’yo)f(Z;) + o(|(h1, h2))).
Einsetzen in die Definition von komplex differenzierbar liefert die Behauptung. [

Komplexe Differenzierbarkeit ist also eine stirkere Forderung als reell differenzierbar.
Es lohnt sich komplexe Differenzierbarkeit anzuschauen, weil der Fakt, dass C ein
Korper ist, zu besseren Eigenschaften fithrt:

Summen, Produkte und Quotienten komplex differenzierbarer Funktionen sind wieder
komplex differenzierbar, solange der Nenner des Quotienten keine Nullstellen hat. Auch
die Hintereinanderausfithrung von komplex differenzierbaren Funktionen sind wieder
komplex differenzierbar. Das folgt direkt aus der Definition von komplex differenzierbar
und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen, wie in Analysis 1 bei reell differenzierbar
[1, S.44]. Die Rechenregeln fiir die Ableitung bleiben die gleichen:

Beispiel 2.1.3.

(i) f(z) = z ist komplex differenzierbar, da lim,_,,, f(Zz):iio(Zo) = 1. Damit sind

auch komplexe Polynome p(z) = Yj_,ap2” fiir a, € C (da durch endliche
Produkte und Summen aus f(z) = z gebaut) iiberall komplex differenzierbar mit

P(2) = Yoy bagh 1.

(i) f(z) = ﬁ, m € N5g, a € C, ist in allen z # a komplex differenzierbar mit
_ 1
f(z) = me—gym+t-
(iii) f(z) = e'* ist komplex differenzierbar mit f’(z) = ie'* . Es ist u(z,y) =
e Ycosz und v(z,y) = e ¥Ysinz. Damit gilt ,u = —e " ¥sina = dyv und Jyu =
—e Y cosx = —0,v. Also erfillt f die Cauchy-Riemann-Differentialgleichung und
ist somit in allen z € C komplex differenzierbar.

Definition 2.1.4. Sei 2 C C offen. Sei f: 2 — C und 2y € C. Dann heifit f in z
holomorph, wenn es eine offene Umgebung U um zg, so dass f in allen Punkten von
U komplex differenzierbar ist. Ist 2 = C und f holomorph, d.h. holomorph in allen
z € C, dann nennen wir f eine ganze Funktion.

In einem Punkt ist holomorph sein also mehr als komplex differenzierbar. Andererseits

bedeuten die Aussagen f: Q — C ist komplex differenzierbar und f ist holomorph
dasselbe (fiir 2 C C offen).
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2 Funktionentheorie
2.2 Cauchy Integralformel

Sei f(z) = u(z) + iv(z) fiir u,v: R? — R partiell differenzierbar. Dann folgt aus den
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen, dass f genau dann holomorph ist, wenn
V(z,y) = (v(z,y),u(x,y)) divergenz- und rotationsfrei ist.

Satz 2.2.1 (Cauchy Integralsatz). Sei f: Q@ C C — C holomorph. Sei D C C mit
D C Q und 0D = Bild~y fiir eine einfach geschlossene stetig differenzierbare Kurve
~v: 81—+ R2, die OD im mathematisch positiven Sinne durchliuft. Dann ist

/fdz=0
.

ist.

Beweis. UA33 — dort zeigen wir diesen Satz durch Anwendung des Divergenzsatz auf
geeignete Vektorfelder. O

Notation: Zukiinftig schreiben wir oft einfach direkt [, fdz fir D C C offen und
beschrinkt und meinen damit folgendes: Hat 0D nur eine Zusammenhangskomponente,
wird der Rand von D einmal im mathematisch positiven Sinne durch eine stiickweise
differenzierbare Kurve durchlaufen wird. Hat der Rand von 0D mehrere Zusammen-
hangskomponenten, vgl. Bild, wird der Rand so durchlaufen, dass das Gebiet D immer
links von der Durchlaufrichtung liegt (Der erste Fall mit nur einer Zusammenhangs-
komponente des Randes ist ein Spezialfall davon). Die Durchlaufrichtung &ndert nur
das Vorzeichen von komplexen Kurvenintegralen, vgl. Abschnitt 1.1.4.

& Im Bild schliesse ; jeweils die offene Menge U;
ein. Damit ist D = Uy \ (U2 U Us) und es gilt:

fdz:/ fdz + fdz+/ fdz
oD 71 2 3

_/E)Ulfdz—/aUQfdz—/aUSfdz

Beispiel 2.2.2. In Beispiel 1.1.13 haben wir berechnet: faB (20) C_%Udc = 2mi. Sei nun

1
a) (=20
Kurvenintegral direkt zu berechnen, wollen wir es mittels des Cauchy-Integralsatzes

auf das letzte Beispiel zuriickfiihren:

a € B, (zp). Wir interessieren uns fiir |, OB d(¢. Anstatt zu versuchen das komplexe
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2.2 Cauchy Integralformel

Es ist —— iiberall holomorph aufler in z. Damit gilt

zZ—Zz

nach dem Cauchy-Integralsatz:

1 1 1
0=/ d¢ = ¢ — ¢
o ou, € — 20 v €~ %0 o, €~ 20
- 1 1 1
0:/ ¢ = ac — ¢
aU, § — 20 va.r C— 20 yr §— 20
und somit

1 1 1
d¢ = d —d
/813T(a)<—20 ¢ LQ‘RC—ZO <+/YQ1LC—ZO ¢
1 1
_/Yl,R CiZOdC—*— Y1,L Cizodc

1
- / d¢ = 2mi.
9B, (z0) C — 20

Folgerung 2.2.3. Sei f: Q C C — C stetig und auf Q\ {p1,...,pn} holomorph. Sei
D C C offen mit D parametrisierbar durch eine stetig differenzierbare Kurve. Seien
pi € OD und pgy1,...,pn € D. WahleU; C Ci = 1,...,k, offen und paarweise disjunkt
derart, dass p; € U;, U; C D und sich OU; mittels einfach geschlossener stiickweise
differenzierbare Kurven parametrisieren lassen. Dann ist

k
fdz= fdz

oD

Beweisidee: Die Idee ist es diesen Satz auf den Cauchy-Integralsatz zuriickzufiihren.

Wir zeigen die Idee hier nur am Bild. Auf V, und V} und deren Rand ist die Funktion
holomorph und damit gilt dort der Cauchy-Integralsatz, also ist (Die Vorzeichen tracken

die Durchlaufrichtung.):
</+/+/a +/+/a JF/)fdzO
</%_/ﬁ3+/"‘2vb_/2+/oq,b_/l> fdz=0

In der Summe erhalten wir genau

([ Lo L)

= fdz+ fdz.
olog) Us

o7

Vorl.
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2 Funktionentheorie

Genauso funktioniert auch der allgemeine Fall. O

Fiir den Cauchy-Integralsatz ist es essentiell, dass f auf ganz D holomorph ist: Die
Funktion z +— 1 ist auf C\ {0} holomorph und faB,.(o) 1dz = 2ri (also nicht Null), vgl.
Beispiel 1.1.13. Dies wird auch in folgender Verallgemeinerung abgebildet:

Satz 2.2.4 (Cauchysche Integralformel). Sei Q) C C offen mit zo € Q und sei f: Q — C
holomorph. Seir > 0, so dass B.(z9) C § ist. Dann gilt fir alle z € B,.(z0):

o L 7<)

 2mi 9By (20) 6 — 2

dc.

Beweis. Hier ist der Integrand % auf 2\ {z} als Quotient zweier dort holomorpher
Funktionen, wo der Nenner keine Nullstelle hat, selbst wieder holomorph. Aber nicht
in z. Wir definieren

_JIEE cean(y
g“)"{ P =2

Da f komplex differenzierbar ist, ist g selbst wieder holomorph. Damit gilt nach dem
Cauchy Integralsatz

f(©) 1
- dc = I e - d
’ /33T(Z0) g(C) C /83,‘(z0) C -z C f(Z) /83T(zo) C -z C

Mit Beispiel 1.1.13 ist faB,.(zo) CledC = 27 fiir z € B,-(2p) und somit folgt die Cauchy
Integralformel. O

Beispiel 2.2.5. Es ist f(z) = 22 holomorph auf ganz C. Damit ist nach letztem Satz:
2% =5 OB (=) CE—ZOdC . Wir iiberpriifen das nochmal durch direktes Ausrechnen des

komplexen Kurvenintegrals: Sei v = zg + re'?. Dann ist

2 27 ip\2
/ ‘ ¢ = / o +77-1€ ) ire'?dy = 2mizg
9B, (20) C — 20 0 rel¥

(da [2™ e dip = 0 fiir k € 2\ {0}).

2.3 Erste Anwendungen

Wir werden in diesem Abschnitt einige Anwendungen der Cauchy-Integralformel sehen.
7.B. dass holomorphe Funktionen automatisch unendlich oft komplex differenzierbar
sind.

Dazu zuerst ein Hilfsresultat:
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2.3 Erste Anwendungen

Satz 2.3.1. Sei~: [a,b] — C ein stickweise stetig differenzierbare Kurve und f: Bildy —
C eine stetige Funktion. Sei fir m € N

Fm:ZGC\Bild’yH/&dCEC

o (C - Z>m
Dann ist F,, eine holomorphe Funktion mit F|, = mF, 1.
Bevor wir diesen Satz beweisen, wenden wir ihn gleich einmal an:

Folgerung 2.3.2 (Verallgemeinerte Cauchy-Integralformel). Sei Q C C offen und sei
f:Q — C holomorph. Sei U C C mit U C Q und v eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve, die OU einmal mathematisch positiv durchlauft. Dann ist f unendlich oft
differenzierbar und fir n > 1 und fir z € U gilt

f(n)(z) — E/&dg

27 )., (¢ — z)ntL

Diese Folgerung zeigt, wieviel starker komplex differenzierbar als reell differenzierbar
ist. Denn es gibt natiirlich reelle Funktion, die einmal aber nicht zweimal differenzierbar
sind.

Beweis. Wir verwenden Satz 2.3.1 fiir die holomorphe Funktion f: 2 C C — C. Dann
ist Fi|ly = ﬁ flu nach dem Cauchy Integralsatz. Nach dem letzten Satz ist damit f
auf U unendlich oft differenzierbar, und es gilt fir z € U:

£ = () = o [ LY

2mi J, (¢ —z)ntt
O

Beweisskizze von Satz 2.5.1. Stetigkeit von F,, folgt aus den Eigenschaften von Para-
meterintegralen [2, Satz 2.1.1]. Genauso ist

Fm(zi - j;m(ZO) = EZO /f(C) ((C ,1Z)m G 120)’”) “

1
_Z/'f _ m+1 Z(C—Zo)idc

auch wieder stetig in zo. Die letzte Gleichheit benutzt y ;" ¢* = ( ) fir g = CC =
D.h.
. Fn(2) = Fin(zo 1
1 m— = li -d
Ziglo Z— 20 zLHzlg / f — m+1 Z(C _ ZO)’L C

[yf(o(czlo)mﬂdg =mFy11(2)

M 1
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2 Funktionentheorie

Zum vorletzten Schritt: Man nachrechnen kann, dass die Folge der Integranden gleichmaé-
Big konvergiert. Damit diirfen Limes und Integral hier vertauscht werden [1, Satz 4.5.15].

Also ist F!, = mFy41. O

Folgerung 2.3.3 (Cauchy Ungleichung). Sei Q C C offen und sei f: Q — C holo-
morph, zo € Q und Br(z0) C Q. Dann gilt firn € N

1f™(20)] < - 1£(2)]-

R” zeaBR(zo)
Beweis. UA39.i — Anwendung von Folgerung 2.3.2 O
Folgerung 2.3.4 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
Beweis. UA39.ii — Anwendung von letzter Folgerung. O

Die vorletzte Folgerung impliziert insbesondere, dass fiir die Koeffizienten der Tay-
lorreihe Y 72 ax(z — 20)¥ von eine Funktion f holomorph in zy die Abschitzun-
gen |ax| < % fiir € > 0 mit Be(z0) C Q und ¢ = maxpp (s |f(2)|. Damit ist
| >0 an(z—20)F] < edp € ¥z —20|F < 0o (wegen |z — 2| < € und der Konvergenz
der geometrischen Reihe). Die Taylorreihe einer holomorphen Funktion konvergiert
also immer. Was wir jetzt noch nicht wissen ist, ob die Taylorreihe auch wieder gegen
die urspriingliche holomorphe Funktion konvergiert. Fiir reelle Funktionen kann das ja
auch schiefgehen. Bei holomorphen Funktionen ist die Antwort ja:

Satz 2.3.5. Sei Q C C eine offene Teilmenge und f: Q — C holomorph. Sei a € ().
Dann gilt fir alle r > 0 mit B,.(a) C 2, dass

< £ (g
:kZ:O k'( )(z—a)k

fir alle z € B,(a).

Beweisskizze. Sei p < r. Nach Folgerung 2.3.2 gilt f(")(z) = Pr faB ) = a)nﬂd( fiir

z € By(a).
Damit gilt fiir alle z € B,(a)

> f®)(a) / —a)k
Z k! Z a Z 27 dB,(a) *CL k+1 dC

k=0

Da f holomorph auf B,(a) und damit stetig ist, ist f auf B ( ) beschrankt, sagen wir
durch C. Damit ist der Integrand beschrankt durch

ol O —a)| _

— a)FtT

C ok
p
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2.3 Erste Anwendungen

fiir q::@. Wegen ¢ < 1, folgt, dass die Reihe > .7, % gleichméfig in
¢ € Bild v konvergiert und somit kdnnen wir in obiger Gleichheit Integral und unendliche
Summe vertauschen [1, Satz 4.5.15]. Also gilt:

[ Ba), 1 [ = (z—a)f
Xm0 g e e
|z—al<lc—al 1 [ f(C) 1 1 [ fQ) . satz224 z
= sa Vg_a1—2:3d§_2wiL§—ad<_ 224 f(2).0

Beispiel 2.3.6.
(i) e =>r; 'Z—T fur alle z € C.

(ii) Taylorreihe von f(z) = ﬁ ist >ope o (—1)kz2*. Mit Analysis I sehen wir: Quoti-
entenkriterium zeigt, dass die Reihe fiir alle |z| < 1 konvergiert. Dass dort diese
Reihe auch gegen f(z) konvergiert, miissten wir noch extra zeigen (hier nicht so
schwierig). Aber da die Funktion holomorph auf C\ {+i} ist, sagt uns der letzte
Satz, dass fiir alle B,.(0) C C\ {#i}, also fiir |z| < 1, diese Taylorreihe nicht nur
konvergiert sondern auch wirklich gegen f(z) konvergiert.

Ein Gebiet in C sei eine nichtleere, offene und zusammenhingende Teilmenge von C.

Satz 2.3.7 (Identititssatz). Seien G C C ein Gebiet und seien f,g: G — C holomorphe
Funktionen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f=g
(i) Die Menge {z € G | f(2) = g(2)} hat einen Haufungspunkt.
(iii) Es gibt ein zo € G mit {0 (zy) = ¢ (20) fiir alle n € N>o.

Beweis. (i) == (ii) ist klar. (ii) == (iii): Da f und g holomorph sind, sind sie
unendlich oft differenzierbar. Sei zg € G der Haufungspunkt aus (ii) und z; € {z €
G | f(z) = g(2)} mit z; — zp. Wegen Stetigkeit von f und g ist auch zy € {z €
G | f(z) = g(z)}. Dann ist

£ (ap) = tim LE) TG0 _ g, 9(E1) —0G0) _

, 20)-
i—00 Zi — 20 100 Zi — 20

(ili) = (i): Die Taylorreihen von f und g um z stimmen tiberein. Nach Satz 2.3.5
sind diese Potenreihen auf allen Béllen B,.(zy) C G gleich der holomorphen Funktion.
Also ist auf B,(z) schon f = g und in allen Punkten aus B,(z) gilt wieder (iii).
Iteratives Ausfithren dieses Argumentes liefert dann f = g auf ganz G (da G offen und
zusammenhéngend). O
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2 Funktionentheorie

2.4 Ausblick auf Riemannsche Flachen/mehrwertige
Funktionen

Wir wollen nun schauen, ob wir fiir einige Funktion f auf R oder einem Intervall I C R
analytische Fortsetzung dieser Funktion finden kénnen. Das bedeutet, wir fragen: Gibt
es eine offene Umgebung 2 C C von I und eine holomorphe Funktion F: Q — C
mit F|; = f. Fir Polynome, e*, sinxz und cosz geht das, wie wir schon gesehen
haben, indem man einfach 'z durch z ersetzt’, vgl. Beispiel 2.1.3 und UA34.ii. Der
Identitatssatz 2.3.7 sagt uns, dass diese Fortsetzungen eindeutig sind. Auch rationale
Funktionen kann man so erweitern und erhélt eine Funktion, die in allen Punkten bis
auf den Nullstellen des Nenners holomorph ist.

Was wir als notwendige Bedingung zur Existenz einer analytischen Erweiterung von
f wissen, vgl. Folgerung 2.3.2, dass f glatt sein muss und ihre Taylorreihe gegen f
konvergiert (solche f nennt man reell analytisch).

Als ein weiteres Beispiel wollen wir von f(z € (0,00)) = 1/z eine analytische Fortsetzung
finden: Betrachten wir die Gleichung 22 = w in C. Dann hat diese Gleichung fiir alle
w # 0 genau zwei Losungen: Ist w = re'® fiir ¢ € (—m,7), dann ist z = /re'? und
z= \/Fei@ eine Losung. Die erste Losung F(z) = y/re'? stimmt auf der positiven
2-Achse mit f iiberein und ist somit (da holomorph) eine analytische Fortsetzung von
fauf C\ {z] z € R,z < 0}. Diese analytische Fortsetzung kann nicht noch auf einen
groBeren Definitionsbereich erweitert werden. Dann holomorphe Funktionen sind immer
stetig und wiirde F' auf ein x < 0 holomorph erweitert werden kénnen, dann miisste
unter anderem F(y/]z[e!(=7*9)) — F(y/]z]el(™=9)) fiir € — 0 gegen Null gehen. Dies ist
aber nicht der Fall:

F(/|z]e ™)) — P({/|z[e!™=9) = —2iy/|| cosg — =2iy/|z| ase—0.

Die von uns hier gefundendene analytische Fortsetzung von f(z) = /x ist aber nicht
die einzige analytische Fortsetzung. In w = rel? hiitten wir auch ¢ € (a,a + 27)
mit a € (—2m,0) wahlen konnen. Dann wéire ¢ = 0 enthalten und dort w = r,
und z = /7 = f(r) eine Losung. Machen wir das gleiche wie oben nun fiir diese
Wahl des Bereiches von ¢, erhalten wir als analytische Fortsetzung von f nun wieder
Fy(z) = y/re'? allerdings mit Definitionsbereich C \ {re!*|r > 0}, vgl. Abbildung 2.1.
Auch hier ldsst sich mit analogem Argument wie oben die Erweiterung nicht auf den
fehlenden Strahl holomorph fortsetzen.

Beide Erweiterungen stimmen auf C\ {re'? | r > 0, € (a—2m, )} iiberein (sollte nach
dem Identitdtssatz auch so sein). Auf C\ {re!?|r > 0, € (7,27 — a)} unterscheiden
Sie sich durch das Vorzeichen: Sei z = rel¥ € C\ {re?|r > 0,¢ € (7,27 — a)}. Dann
ist F(z) = /reél(Z-™ = —\/rel? und Fy(z) = \/re'®.

Es gab aber oben noch eine zweite Losung von 22 = w bei gegebenen w # 0. Auf der

positiven z-Achse entspricht diese Losung der Funktion x — —+/z. Auch diese kann
man auf ganz C ohne einen gewédhlten Strahl der von Null ausgeht fortsetzen: Z.B:
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2.4 Ausblick auf Riemannsche Flédchen/mehrwertige Funktionen

Abbildung 2.1: f(x) = y/z ist auf der positiven reellen Achse definiert. Die analytische
Fortsetzung F(z = rel?) = \/re'* fiir ¢ € (—m, 7) von f ist definiert auf
C ohne den blauen Strahl. Die analytische Fortsetzung Fy(z = rel¥) =
Vrel? fir o € (a — 27, a) von f ist definiert auf C ohne den blauen
Strahl. Auf der roten Menge stimmen beide Fortsetzungen iiberein, auf
der weiflen Menge unterscheiden sie sich ums Vorzeichen.

F3(2) = —/re'T auf C\ {rel®|r > 0} fiir a # 0. Vergleicht man nun (fiir a # 7) F3 mit
F dann stimmen diese Funktionen auf C\ {re!?|r > 0,¢ € (7,27 — a)} iiberein und
auf C\ {re?|r > 0,9 € (a — 2m, )} unterscheiden sie sich durch das Vorzeichen.

Diese Uberlegungen legen nahe, dass man diese Losungen alle ‘zusammenkleben kann’

- Man erhilt so eine mehrwertigen (=multi-valued) Funktion w — y/w (mehrwertig,
weil man hier alle Lésungen von w = 22 als Bild von w nimmt. In diesem Fall also
i.A. zwei. Man kann diese mehrwertige Funktion auch anders auffassen, ndmlich als
Teilmenge von C? mittels: M = {(w,2) € C? | 22 = w} C C2. Als solche ist es eine
Untermannigfaltigkeit® von C? — diese wird dann Riemannsche Fliche genannt — vgl.
Abbildung 2.2.

Ahnlich kann man auch den Logarithmus x € (0,00) — Inz analytisch fortsetzen. Der
Logarithmus ist die Umkehrfunktion von der Exponentialfunktion. D.h. als Riemannsche
Fliche wird hier {(w,z) € C? | w # 0,w = e*} herauskommen. Wegen e* = e*+27* fiir
k € Z, gibt es fir die Gleichung w = e bei gegebenen w # 0 unendlich viele Lésungen,
die sich um ganzzahlige Vielfache von i27 unterscheiden. Als mehrwertige Funktion
w — Inw betrachtet, hat ein w(# 0) dann unendlich viele Bilder.

*Sowohl eine reelle zwei-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn man C? 2 R* identifiziert (sieht
man mit dem Kriterium vom reguliren Wert, als auch als komplexe Untermannigfaltigkeit vom C2.
Letzteres haben wir nicht definiert, geht aber sehr analog wie im reellen.
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2 Funktionentheorie

Abbildung 2.2: Diese Flache stellt die ersten drei reellen Koordinaten der Punkte der
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Menge {(w, z) € C? | 22 = w} C C? = R* dar. Die vierte Koordinate
wird durch die Farbe dargestellt. Anders ausgedriickt: Es ist das Bild
des Realteils mehrwertigen (=multi-valued) Funktion w — /w und die
Farbe entspricht dem Imaginérteil.
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