Erweiterung der Analysis Marius Amann, Nadine Grofle
WS 23/24

Ubungsblatt 13

622

Aufgabe 37. Sei f(z) = . Seien v;: [0,27] — C, i = 1,...,4, stetig differenzierbar, so dass diese die
Kurven im Bild einmal in angezeigter Durchlaufrichtung parametrisieren (Bei der roten Kurven wird im
Schnittpunkt ’in Laufrichtung weiter gelaufen — also nicht abbiegen’).

Bestimmen Sie f,y, fdz firi=1,...,4 und f,m %dz (jeweils mit Begriindung).

Aufgabe 38. Sei f = (f1, f2)7: R? — R? partiell differenzierbar mit 0, f> = —8,f1 und 9, f1 = 0, fo.
Parametrisiere 7: [0, 27] — R? eine glatte einfach geschlossene Kurve. Wir fassen f als komplexe Funktion
f: € — C auf. Zeigen Sie, dass dann das komplexe Kurvenintegral

/deZO
.

Hinweis: Verwenden Sie zweimal den Divergenzsatz fiir das von v eingeschlossene Gebiet, einmal mit dem Vektorfeld
Vi(z,y) = (fi(z,y), —fa(z,y))" und einmal mit Va(z,y) = (f2(z,y), f1(z, )"

ist.
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Abbildung 1: Die blaue Kurve (einmal durchlaufen) sei durch vz in Durchlaufrichtung der Pfeile parametrisiert.
Dabei nennen wir den Anteil der Kurve, die den Halbkreis parametrisiert ag.

Aufgabe 39. Fiillen Sie die Fehlstellen aus und fiihren Sie die Anweisung vom Rand aus.

Wir wollen ffooo I Jrlﬁ dx mittels komplexer Analysis berechnen. Da (arctan )’ = H% ist, wissen wir sogar
schon was rauskommen muss: ffooo T Jrle dx = arctan x|, = 7. Aber das folgende Vorgehen erméglicht auch

einige andere reelle Integrale auszurechnen, wo wir oft keine Stammfunktion angeben kénnen.

Es ist f(z) = 175z holomorph auf C'\ { }. Von den Stellen, in denen f nicht holomorph ist, liegt
nur zp = _ in der oberen Halbebene. Sei € > 0, so dass B.(zg) vollstandig in der oberen Halbebene liegt.

Es ist [77 72dr =limp o [ 13zde. Um das rechte Integral zu berechnen, betrachten wir die Kurve

yr wie in der Abbildung. Fiir R grofl genug, liegt Bc(20) vollstindig im Inneren der von g begrenzten Menge
U. Sei D offen mit U C D, so dass f auf D\ B(z) ist. Dann ist nach Folgerung 2.2.3

(2)dz :/BBE(ZO) f(z)dz
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Um die rechte Seite zu berechnen, zerlegen wir !
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Damit ist
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= Beispiel = nach Satz

Andererseits ist

/m f(2)dz =/_1; H%d@q— /QR F(2)dz.

Das heif3t, wir brauchen noch limp_; - faR f(2)dz. Dazu wollen wir dieses Integral abschétzen:

/aR f(z)dz

Zusammen ergibt sich somit [ rdr = limpg o0 (f'm f2)dz— [, f(z)dz) =T.

< L(ag) = — fiir R — oo.

Abgabe bis Mittwoch 31.01.24 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

!Das ist eine Partialbruchzerlegung, vgl. [Analysis 1, Kap. 4.5.3].



