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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1. Sei Py das Quadrat mit Seitenldnge 1. Wir definieren die Polygone P,, rekursiv wie folgt: P, 1
entsteht aus P,, indem jede Kante des Polygons geviertelt wird, auf den beiden mitteleren Vierteln jeweils
ein Quadrat mit Seitenléinge gleich dem dem Viertel der urspriinglichen Kante und zwar einmal nach aulen
und einmal nach innen gesetzt wird und dann dieses beiden mittlere Viertelkanten geloscht werden.

Py P

Sei £,, der Umfang des Polygons P, und A, der Flicheninhalt des Polygons P,.
(a) Bestimmen Sie ¢,, und zeigen Sie, dass lim,,_, £, = oo gilt.

(b) Zeigen Sie, dass A, fir n — oo konvergiert.

Aufgabe 2 (14+2.5+1.5). Sei v: ¢ € [0, ] — (cos?(t), —sin?(t))7.
(i) Skizzieren Sie 7.

(ii) Berechnen Sie die Bogenldnge s(t), das ist die Lange der Kurve  auf dem Intervall [0,¢] (Also s(0) =0
und s(5) = L(v)).

(iii) Die Funktion der Bogenlinge s: [0, £] — [0, L(7)] ist ein Homéomorphismus. Warum? Ist es auch ein
C'*-Diffeomorphismus Begriinden Sie?

Aufgabe 3 (2.54+2.5). Sei f: [a,b] — R eine Funktion. Die Variation V' (f) von f ist definiert als
V(F)i=sup 3 |f () = flas-1)l.
j=1

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen Z = (zg = a < 21 < ... < &, = b) des Intervalls [a, b] geht.

(i) Beweisen Sie: Sei v: [a,b] — R™ eine parametrisierte Kurve; y(t) = (y1(t), ..., v, (t))? fiir v;: [a,b] — R.
Dann ist v genau dann rektifizierbar, falls alle -y; beschrankte Variation haben, d.h. falls V(v;) < oo fiir
alle 1 <14 <n gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktion f: [0,1] - R

rcosT x€(0,1]

unbeschrinkte Variation hat.
Nach (i) ist dann somit die Kurve v(t) = (¢, f(¢))T mit f aus (ii) und ¢ € [0, 1] nicht rektifizierbar.
Was bedeutet das fiir die Lange der Kurve 7

Abgabe am Mittwoch, 25.10.23, bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 4 (1+1,5+1,5+1). Berechnen Sie
(i) f"/ fds fir f(z,y) = \/ﬁ fir v: t € [-1,2] = (t,1 —t3)T € R%

(i) [,V -ds fix V(z,y) = (—zy, 22)T, wobei v den Kreis um den Ursprung vom Radius R im mathematisch
positiven Drehsinne (= entgegen den Uhrzeigersinn) durchlauft.

(iii) fWV -ds fiir V(z,y,2) = (0,22 —y2)T entlang einer Kurve 7, die geradlinig von (4,—1,2)7 nach
(1,7, —1)T verliuft.

(iv) die Lénge des Funktionsgraphen einer stetig differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R.

Aufgabe 5. Sei g: C — C stetig und 7: [a,b] — C eine parametrisierte Kurve. Wir konnen g als Vektorfeld
V:R? 5 R?*  (x,y) — (Reg(z +iy),Img(x + iy))”

auffassen. Vergleichen Sie das Kurvenintegral zweiter Art f7 V - ds mit dem komplexen Kurvenintegral
fv g dz. Im Spezialfall, dass g nur reelle Werte annimmt, vergleichen Sie diese Integrale zusétzlich mit dem
Kurvenintegral fv g ds erster Art.

Aufgabe 6. Sei f: {(z,y)T € R? |y >0} C C — C stetig. Seiyg: 0 € [0, 7] — Rel® € C fiir R > 0. Sei a > 0,
9(z) = €% f(z) und Mg := max.epiid(yp) | f()]- Zeigen Sie: Aus limp_,o Mp = 0 folgt limp o [, g(2)dz =
0.

Hinweis: Schétzen Sie das Integral zunéchst fiir ein festes R ab. Benutzen Sie dazu die Eulersche Formel und
sinf > 26 fiir 0 € [0, 2] (Warum gilt die letzte Ungleichung?) und eine Symmetrie von sin.

Abgabe am Donnerstag 02.11.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 7 (3+2).

(i) (Linge in Polarkoordinaten) Sei v: I = [a,b] C R — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Diese
sei in Polarkoordinaten durch die Radiusfunktion r(¢) und die Winkelfunktion ¢(t) gegeben, d.h.
v(t) = (r(t) cos ¢(t),r(t) sin #(t))T. Rechnen Sie nach, dass die Léinge von v durch

b
L) = [ O erd:
gegeben ist.

Berechnen Sie damit die Lange der Kurve, die durch die implizite Vorschrift r(¢) = 2+2cos ¢, ¢ € [0, 27],
(in Polarkoordinaten) gegeben ist, und skizzieren Sie die Kurve.

(ii) (Lange in Kugelkoordinaten) Sei v: I = [a,b] C R — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Berechnen
Sie in Analogie zu (i) die Lénge von v in Kugelkoordinaten

v(t) = (r(t) cos (t) cos O(t), r(t) sin ¢(t) cos (t), r(t) sin 6(t)) 7.
Aufgabe 8 (2,54+2,5).
(i)

Berechnen Sie fy zdz, wobei v die blaue Kurve im Bild
einmal (in angezeigter Durchlaufrichtung) durchléuft.

(ii) Sei y(t € [0,1]) = r(t)e'*®) eine geschlossene stetig differenzierbare Kurve (in Polardarstellung) Rechnen
Sie nach' [ 1dz = ¢(1) — ¢(0). Welche Werte kann ¢(1) — ¢(0) annehmen? Zeichnen Sie jeweils ein
Beispiel einer solchen Kurve.

Aufgabe 9 (2,5+2,5).

T
(i) Sei ¢: R™ — R stetig differenzierbar. Sei V(x) := grad ¢(z) := (6—¢(x), e ﬁ(x)) . Fir z € R™ sei

oxq ? 0Ly,
vz(t € [0,1]) = tx. Rechnen Sie nach, dass fv V-ds = ¢(z) — ¢(0) gilt.
(Hinweis: Berechnen Sie % (¢07).)
Gilt das auch, wenn ~, eine beliebige stetige differenzierbare Kurve von 0 nach x ist?

(ii) Sei nun V: R™ — R" ein stetiges Vektorfeld, so dass fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Kurven
7z von 0 nach  der Wert von | ~V -ds nicht von der Wahl von +, abhéngt (von = wird es i.A. natiirlich

schon abhéngen). Zeigen Sie, dass es dann ein ¢: R” — R mit V = grad ¢ gibt.

(Hinweis: Verwenden Sie dann (i), benutzen Sie die Definition der partiellen Ableitung zum Berechnen des
Gradienten und nutzen Sie die Wegundabhéingigkeit des Integrals um den Integralsweg dann zu vereinfachen.)

Abgabe am Mittwoch 08.11.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

IDabei keine Sitze zu Kurvenintegrale verwenden, die wir noch nicht hatten.
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Aufgabe 10 (2+1+2).
(i) Sei 2 =QnN[0,1] C Q =[0,1]. Zeigen Sie, dass 1g nicht integrierbar ist.

(if) Sei € C R™ beschrankt, so dass 1q integrierbar ist und vol Q2 = 0. Sei A C Q. Zeigen Sie, dass dann
auch 14 integrierbar ist und vol A = 0 gilt.

(iii) Sei Q C [0,1]?> C R? das rechtwinklige, gleichschenklige Dreieck mit Kantenlinge 1, so dass die beiden
Katheten jeweils auf der z- bzw. y-Achse liegen. Bestimmen Sie Sj(1g) und S*(1g) und damit dann

(unter Verwendung der Definition der Integrierbarkeit) f[071]2 1qdvol.
Aufgabe 11. Sei V: R? — R? stetig differenzierbar. Es ist rot V(z,y) := (86‘3 (z,y) — aa\?/; (m,y)) fir
V = (V,V,). Parametrisieren Sie den Rand des Quadrates Q = [a1,b1] X [a2, b2] explizit mittels einer

stiickweise stetig differenzierbaren Kurve «, die den Rand entgegen den Uhrzeigersinn durchlauft, und zeigen

Sie, dass dann
/ rot Vdvol = / V-ds
Q Y
gilt.

Hinweis: Eine ’einfache Wahl’ von « verringert den Rechenaufwand. Dazu hilft es vielleicht erst einmal die linke
Seite teilweise auszurechnen.

Aufgabe 12 (3+2+2%). Wir haben einen Stahltriiger der Linge L und mit Querschnitt Q C R? wie im Bild
an den Enden aufgelegt und iiben auf diesen in der Mitte eine Kraft F' aus. Dabei verbiegt sich der Triger,
vgl. Bild, und w(x) sei die Auslenkung des Trigers in Abhéngigkeit vom Ort z. Es gilt

w”(z) = ]\%g:) )

Hierbei ist E die Elastizitdtskonstante des Materials des Trégers, also eine Materialkonstante. M, (z) ist das
Biegemoment — fiir z € [0, 5] ist dies gleich L2 und I, = [, z22dvol ist das Flichenmoment zweiten Grades
des Trigers bei Belastung in z-Richtung.!

(i) Berechnen Sie I,,.
(ii) Was ist die maximale Auslenkung des Tragers?

(*) Was ist die maximale Auslenkung fir L = 2m, Egan = 210GPa, ¢ = 4cm, b = 5cm, d = 3mm und

F =1kN?
1 ' Q "] _ld / AT
L
b z
h y
1 _Jd
AT w@l — A =
a

Abgabe am Mittwoch 15.11.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

IDer Nullpunkt der z-Koordinaten liegt dabei im Schwerpunkt von Q — also wie im Bild.



Erweiterung der Analysis Marius Amann, Nadine Grofle
WS 23/24

Ubungsblatt 5

Aufgabe 13 (14+2+2).

(i) Berechnen Sie f[o ] 1 8in(z + y)dvol.

x[-%,

(ii) Bestimmen und skizzieren Sie Q C [0,a] x [0,a] C R? , a > 1, so dass 1q integrierbar ist (begriinden Sie
dann auch, warum es integrierbar ist) und das Anwenden von Fubini

/deolz/oa</0xdy>dm

ergibt. Wenden Sie auf dieses {2 Fubini mit vertauschter Integrationsreihenfolge an (also erst nach dx
und dann nach dy integrieren) und bestimmen Sie somit die Integrationsgrenzen in

[awa= [ ( [ dx> "

(iii) Losen Sie (ii) noch einmal fiir

mit Q C [0,a] x [0,a?] fiir a > 1.

Aufgabe 14 (2,5+2,5). (Prinzip des Cavalieri)

(i) Seien ; C R™, i = 1,2, beschrinkt und so dass 1o, C R™ — R integrierbar sind. Fiir h € R fassen wir
Qin:=%N{z,=h} CR" x{z, =h} 2R"! als Teilmenge von R"~!. Sei nun fiir alle h € R die
Funktion 1o, , : R"" — R integrierbar. Sei vol,,_1€Q; 5 := [p.-1 1o, ,dvol (vgl. Bemerkung 1.2.4). Sei
vol ,—1€1,p = vol ,_1Qy j, fiir alle h € R. Zeigen Sie, dass dann vol 2, = vol 2y gilt.

(ii) (Serviettenring-Problem)

Sie haben eine Kugel von Radius r und stechen mittels
eines Zylinders, dessen Achse durch den Mittelpunkt
der Kugel geht, ein Teil der Kugel aus. Dann bleibt
(wenn der Radius des Zylinders kleiner r war) ein Rest
iibrig. Dieser Rest habe Hohe h. Zeigen Sie, dass das
Volumen dieses Restes nicht vom Radius der urspriing-
liches Kugel abhéngt.

Aufgabe 15. Sei @ C R™ ein Quader, f: @ — R beschrankt und integrierbar und g: @ — R stetig. Zeigen
Sie, dass dann auch fg: @ — R integrierbar ist.

Hinweis: Schiitzen Sie S*(fg) — Sk(fg) ab unter Verwendung, dass g automatisch gleichméBig stetig sein muss, da
Q kompakt ist.

Abgabe bis Mittwoch 22.11.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 16 (2,5+2,5). (Volumen von Rotationskérpern)

(i) Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Betrachten wir im R? in
der (z,z)-Ebene den Funktionsgraphen von = f(z) und drehen
diesen um die z-Achse. Dabei entsteht eine Rotationsflache, vgl. Abb.
Zwischen den Ebenen z = a und z = b schlie8t diese eine Menge
Q C R? ein. Geben Sie  in der Form {(x,y,2z) € R® | ...} an und
zeigen Sie:

b
VolQ:/ nf(2)%dz.

(ii) Berechnen Sie mittels (i) das Volumen einer Kugel mit Radius r.

Aufgabe 17 (2,5+2,5).

(i) © C R? ist das Innere, was durch die Menge i—z + Z—z + i—z = 1 beschrénkt wird. Skizzieren Sie {2 und
berechnen Sie das Volumen von €.

(ii) Berechnen Sie [, zdvol fir Q = {(z,y,2) € R? | 2* + 3> + 2* < 1,2 > 0}.

Aufgabe 18 (1,5+1,5+2).

(i) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt der blauen Fliche im Bild gleich dem Punkt 2bPitcdP

abred ist.

(ii) Wir betrachten eine Luftsdule mit rechteckiger Grundfliche @ (Seitenlangen seien a und b) und der
Hohe h. Die Dichte der Luft sei p(z,y, z) = poe~**. Berechnen Sie die Masse der Luftsaule.

(iii) Zwei Zahlen werden zufillig aus dem Intervall [0, 1] ausgewéhlt (uniform gleichverteilt). Das Maximum
der beiden Zahlen nennen wir X, das Minimum Y. Thre gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte! ist dann

2 falls0<y<zx<1
pxy(T,y) = 14 sonst

Was ist der Erwartungswert von X und was ist der Erwartungswert von X - Y'?

Abgabe bis Mittwoch 29.11.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

1Zur Info: px,y kann man sich wie folgt herleiten: Seien a, b die beiden gezogenen Zahlen. Dann berechnen sich X,Y aus a,b
mittels f: (a,b) € [0,1]2 = (X = max{a,b},Y = min{a,b}) € [0,1]2. Da a,b unanhingig voneinander sind und gleichverteilt
aus [0, 1] gezogen werden, ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von a,b gleich p,;, = 112 Wir wollen die
gemeinsame Verteilungsfunktion Fx y bestimmen und damit dann die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte mittels

82 :
,Y) = 50— F(x,y): Es ist
P Y) = 5y (2, y): Bs is {P(a <db<d) +Placcd,b<d +Pbe(cd,a<b)=2d—d 0<d<c<l1

Fxy(e,d)=P(X <cY <d)= Pla<cb<c)=c? sonst.
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Aufgabe 19. Sei Q@ C R" ein achsenparalleler Quader und f: @ — R stetig. Wir betrachten graph (f) =
{(z, f(z)) e R® x R R | z € Q} C R*"L. Zeigen Sie, dass vol,, 41 graph (f) = 0 ist.

Aufgabe 20.

Berechnen Sie den Schwerpunkt sowie das Tragheits-
moment der Pyramide (rechteckige Grundfléche) im
Bild bei Rotation um die z-Achse.

Aufgabe 21 (1,5+1,5+2). Sei
f:R? - R? (2,9)7 — (coshzcosy,sinhzsiny)?,

(i) Zeigen Sie, dass y € R — f(x,y) fiir fast jedes 2 € R eine Ellipse ist (s. nichste Seite fiir einen
Kurziiberblick zu Ellipsen und Hyperbeln). Was sind die Halbachsen und Brennpunkte? Fiir welche
stimmt das nicht und was ist dann das Bild?

(ii) Zeigen Sie, dass x € R+ f(z,y) fir fast jedes y € R eine Hyperbel ist. Was sind die Halbachsen und
Brennpunkte? Fiir welche y stimmt das nicht und was ist dann das Bild?

(iii) Finden Sie eine Teilmenge V C R? (méglichst zusammenhéngend), so dass f|y: V — R? bijektiv ist.
Ist f|y dann ein Hémodmorphismus? Finden Sie ein U C V offen derart, dass f|y: U — f(U) ein
Diffeomorphismus ist und U C V maximal mit dieser Eigenschaft ist.

Abgabe bis Mittwoch 06.12.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)



Kurziiberblick zu Ellipsen und Hyperbeln

Ellipsengleichung in 'Normalform’:

T oY 1 a>b>0

Hier sind Ay = (+va? — b%,0) die Brennpunkte der Ellipse.
2
Die Menge aller Punkte (z,y) € R? mit ﬁ—z + ¥ = 1 ist auch gleich

{alle Punkte p, deren Summe der Abstidnde zu den Brennpunkten A, gleich 2a ist}.

Das ist die sogenannte Gdrtnerkonstruktion der Ellipse, https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipse#G),
C3%A4rtnerkonstruktion.

Hyperbelgleichung in 'Normalform’:

2 2
z
72_3/7:1’
a b2

a,b>0

Hier sind Ay = (+va? + b%,0) die Brennpunkte der Hyperbel.

Die Asymptoten der Hyperbel (gepunktete Geraden im Bild) sind = igaz.
Anschaulich ist die Menge aller Punkte (x,%) € R? mit 2—2 — %—j =1 gleich

{alle Punkte p, mit ||pAy|— |pA,\‘ = 2a}.


https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipse#G%C3%A4rtnerkonstruktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipse#G%C3%A4rtnerkonstruktion
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Aufgabe 22 (1,5+2+1,5). (i) Wir betrachten f: R? — R, f(z,y) = 2* — 2% + y2. Die Losungsmenge von
f(z,y) =0 ist eine Lemniskate/ figure-eight Kurve.

Ist die Lemniskate eine Untermannigfaltigkeit? Wenn nicht, was ist die maximale Teilmenge, die eine
Untermannigfaltigkeit ist. Begriinden Sie.

(i) Sei a € R und f: R? — R, f(z,y) = 2 — 3az — y?. Finden Sie alle Werte b, so dass f~1(b) eine
Untermannigfaltigkeit von R? ist. Skizzieren Sie f~!(b) fiir einige Werte a und b, so dass qualitativ alle
"Typen’ von Mengen f~!(b) abgebildet werden.

(iii)
Sei ein Doppelpendel wie im Bild gegeben (d.h. der Aufhén-
gepunkt im Ursprung ist fest, die Langen ¢; und ¢5 der Stéabe
‘1 ist fest, sonst ist alles frei beweglich). Sei M C R? x R? =~ R4
die Menge aller (p1,p2) € R, die durch diese Konstruktion
Ly _>r1 erreichbar sind. Bestimmen Sie M und zeigen Sie, dass M

e eine Untermannigfaltigkeit von R* ist. Was ist die Dimension?

Aufgabe 23 (2.5+2.5). Geben Sie geniigend lokale Parametrisierungen an, um zu sehen, dass folgende
Mengen nach Satz 1.3.4 Untermannigfaltigkeiten sind. Skizzieren Sie die Mengen fiir m = 2, k = 1. Was ist
jeweils die Dimension?

(i) S™ ={x = (21,...,wmp)T €R™ | 22 = 13

(i) G = {x = (T1,s Tons 1y o, Tmak) L € RHE= | i = fi(@1, .y Ty)} fiir eine glatte Funktion
k
[ R™ — R-.



Aufgabe 24 (2+1+1+1).

(i)

(i)

(iii)

Sei f(x,y) = (ax,by) fiir a,b > 0. Sei Q C R? Jordan-messbar. Zeigen Sie (ohne Verwendung der
Transformationsformel/ einer Koordinatentransformation in R?), dass f(Q) := {f(z) | z € Q} Jordan-
messbar mit vol f(2) = abvol () ist.

Benutzen Sie (i) um den Flicheninhalt des Inneren einer Ellipse 2—2 + g—; =1 aus dem Flacheninhalt
eines Kreises zu berechnen.

Berechnen Sie alternativ den Flicheninhalt aus (ii), in dem Sie den Flicheninhalt im ersten Quadranten
unter der Ellipse direkt berechnen.

Die gleiche Methode hilft leider nicht den Umfang der Ellipse einfach zu berechnen. Rechnen Sie

nach, dass L =4 fog \/ a? cos?t + b2 sin? tdt der Umfang der Ellipse ist. Dies ist ein elliptisches Integral.
Schreiben Sie L als ein Vielfaches eines vollstindigen elliptisches Integral zweiter Art', d.h. der Form

c fog 1 — m?2sin? tdt, und lesen Sie mittels Abbildung 17.2 der FuBnote? ab, was die Linge einer Ellipse
mit @ = 2 und b = 1 ist (dazu muss natiirlich erst das zugehorige o dort bestimmt werden).

Abgabe bis Mittwoch 13.12.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

Ihttps://personal.math.ubc.ca/~cbm/aands/page_590.htm — 17.3.3
2https://personal .math.ubc.ca/~cbm/aands/page_592.htm


https://personal.math.ubc.ca/~cbm/aands/page_590.htm
https://personal.math.ubc.ca/~cbm/aands/page_592.htm
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Aufgabe 25. (141,542,5) Wahr oder falsch? Begrinden Sie.
(i) Jede endliche Menge M C R™ ist Jordan-messbar mit Volumen Null.
(ii) Jede abzéhlbare beschrankte Menge M C R™ ist Jordan-messbar mit Volumen Null.

(iii) Sei M C R™ beschrinkt und Jordan-messbar mit Volumen Null. Sei f: R™ — R* stetig. Dann ist auch
f(M) C R* Jordan-messbar mit Volumen Null.

Aufgabe 26.
Sei 2 C B,4(0) C R? Jordan-messbar und

S{(x,y,z)GRg‘xE{5,5]7(%2)69} : : /y

(d.h. S ist ein Stab der Linge ¢ und konstantem Quer- / :
schnitt ). Sei die Dichte des Stabes konstant und m \
seine Masse. Sei J das Tragheitsmoment von S bei 2
Drehung um die z-Achse.

T~
N

Zeigen Sie, dass dann

J=m (fz + O(d2)>

gilt.!

Aufgabe 27.

Sei @ = [—1,1]" C R™ der Einheitswiirfel in n Dimensionen. Wir packen 2"
n-dimensionale Bélle des Radius % so in den Wiirfel, dass Sie sich beriihren
kénnen aber nicht iiberlappen (Also in jede Ecke einen Ball, so dass dieser die
angrenzenden Wéande beriihrt), siehe Zeichnung fiir n = 2. Sei r der Radius
eines Balles mit Mittelpunkt im Ursprung (also der Mitte des Wiirfels), so
dass dieser Ball alle anderen Bélle beriihrt. Berechnen Sie r. Liegt dieser

Ball immer vollstdndig im Wiirfel?

Abgabe bis Mittwoch 20.12.23 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

2
st d sehr klein, verglichen zu ¢, nennt man S einen diinnen Stab und rechnet direkt mit J = %
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Aufgabe 28 (1,5+1,54+2). Sei
b1: (s,t) € R? i (s,ts) € R?
und
b2: (r,¢) € R? = (rcos ¢, rsin @) € R?
gegeben.

(i) Geben Sie fiir i € {1,2} jeweils eine maximale offene Teilmenge U; C R? an, so dass v; := ¢;|y, ein
Diffeomorphismus aufs Bild ist.

(ii) Sei das Dreieck A = {(z,y) | z € [0,a],0 < y < bz}, fir a,b > 0, gegeben. Skizzieren Sie jeweils w;l(A).

(iii) Benutzen Sie fiir jedes v; die Transformationsformel um den Flacheninhalt von A zu berechnen.

Aufgabe 29 (1,54+2+1,5). Berechnen Sie von folgenden Funktionen jeweils das Integral iiber Bg(0) = {u €
R? | |u| <1} C R3.

(i) f(u) = |uf?
(ii) f(u) ist das Quadrat des Abstandes von u zur z-Achse.

(iii) f(w) ist der Abstand von u zur z — y-Ebene.



wlg

vl

Aufgabe 30 (14+4+2%). Der Schleifensatz (ribbon theorem) besagt:

Schleifensatz. Die Fliche eines gekriimmen Gebietes konstanter Breiter ist gleich dieser Breite mal der
Lénge seiner Mediankurve, das ist die Kurve, die durch die Mittelpunkte der Breiten beschrieben wird, vgl.
Abbildung.

Wir wollen diesen Satz mittels der Transformationsformel beweisen. Dazu sei die Mediankurve durch eine
glatte Kurve «v: (a,b) — R? mit |§(s)| = 1 beschrieben und n(s) sei der Einheitsvektor, der durch Drehung
von #(s) in mathematisch positiver Drehrichtung entsteht. Sei w die konstante Breite.

Mittels dem Parameter der Kurve und eine Parameter entlang der Breite parametrisieren wir das Gebiet:

wow
F: (_5,5) x (a,b) = R, (£,5) s F(L, 5).
(i) Was ist hier F(¢,s)?
(ii) Benutzen Sie die Transformationsformel, um den Flicheninhalt des gekriimmten Gebietes auszurechnen.
Hinweis:
a) Uberlegen Sie sich, dass aus |n(s)| = 1 folgt, dass (n(s),n(s)) = 0 gilt.
b) Es sollte dann det D, ) F' = —1 — £]n(s)| sein. Benutzen Sie (vgl. Zusatzteil), dass ¢ |n(s)| <1 ist.

(iii*) Gilt die Bedingung % |n(s)| < 1 nicht, dann kann F' nicht injektiv sein. Veranschaulichen Sie sich die
Bedeutung, dieser Bedingung fiir den Fall, dass = einen Kreis vom Radius R beschreibt.

Abgabe bis Mittwoch 10.01.24 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 31. Wir betrachten noch einmal das Serviettenring-Problem aus Aufgabe 14. Dieses Mal wollen

wir das Volumen des Serviettenringes anders ausrechnen und zwar mit der Transformationsformel.
Benutzen Sie einmal Zylinderkoordinaten (wie links im Bild) und einmal Kugelkoordinaten (wie rechts im

Bild), um jeweils das Volumen des Serviettenrings der Hohe h entstanden aus einer Kugel vom Radius R zu

berechnen. z
NIFas ds?

| \ [—(m:,z) \ [—mwﬂ)

. o
”

6

~_ | 7 ~_ | 7

Aufgabe 32. (2,54+2,5)

(i) Sei f: (a,b) — Rsq eine glatte Funktion und S die Menge, welche durch Rotation der Kurve
{(f(2),0,2)T € R? | 2 € (a,b)} um die z-Achse entsteht. Dann ist

S ={(f(2)cos?, f(2)?,2)T €R® | z € (a,b), € R}.

Was muss bei den Fragezeichen stehen? Finden Sie geeignete Parametrisierungen, um zu zeigen, dass S
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im R? ist.

(ii) (Oberfliche von Rotationskorpern) Sei f: (a,b) — Rso und S wie in (i). Zeigen Sie, dass die Oberfliche

von S sich berechnet durch: )
27r/ FVf1(2)? + 1dz

Aufgabe 33 (2,54+2,5+2%). Sei 0 <7 < R. Sei T2 ; == {(2,y,2)T € R® | (Va2 + 3% — R)* + 22 = r?}.
(i) Zeigen Sie, dass ’JI’% r eine Untermannigfaltigkeit ist, skizzieren Sie diese und bestimmen Sie das Volumen
von A :={(z,y,2)T €R3| (/a2 +y% - R)> + 2% < r?} C R,
(ii) Sei F: U := (0,27) x (0,27) — R?
(R+ rcos¢)cosb
(¢,0) — | (R+rcos¢)sinf

rsin ¢

Uberpriifen Sie, dass F eine lokale Parametrisierung von ']I‘%V r ist. Bestimmen Sie ']1‘72"7 r \F(U) und das
Volumen der Untermannigfaltigkeit F/(U) C Tf, r (welches nach (iii*) dann gleich dem Oberflacheninhalt
von ganz ’JT% R ist.).

(iii*) Argumentieren Sie, dass Tf, r\F(U) C ’JT% r als Teilmenge der Untermannigfaltigkeit 'JI‘% r Volumen
Null hat, d.h. dass sz 12 R\F(U)dvol = 0 fiir die charakteristische Funktion 12 A\F(U) T? , — R ist.
™R s ™ ’

Abgabe bis Mittwoch 17.01.24 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 34. Berechnen Sie [((V, N)dvol fiir V = (yaz?, zy* — 32*, 2% + y?), wobei S ist der Rand von
{(z,y,2) | 22 +y?> + 22 < 16,2 < 0,y < 0} und N der duBere Einheitsnormalenvektor auf S ist — einmal
direkt und einmal mittels des Divergenzsatzes.

Aufgabe 35. Sei C = {(z,y,2) | 22+ y* + 22 = 1,2 > 1}. Sei 7 eine einfach geschlossene Kurve, welche
C N {z = 3} parametrisiert. Berechnen Sie f,y F-ds fir F = (sinx — %3’ cosy + %, xyz) einmal direkt und
einmal mittels des Rotationssatzes (=Satz von Stokes) unter Verwendung der Fliche C.

Aufgabe 36 (2,5+2,5).

(i) Zeigen Sie explizit mit der Definition der komplexen Differenzierbarkeit, dass fi(z) = 22 komplex
differenzierbar ist, fo(z) = z jedoch nicht.

(ii) Sei fi(z) =sinz und fo = cosz. Es ist sin(iz) = isinh z und cos(iz) = cosh z fiir € R. Nun folgt mit
sin z := sin(z + iy) und Additionstheorem fir den Sinus, dass sin z = sinz coshy + icos z siny. Analog
ist cos z := cos(z + iy).

Rechnen Sie explizit nach, dass f1(z) und fa(z) die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt und
damit holomorph ist. Was ist f{(z) und f5(2)?

Abgabe bis Mittwoch 24.01.24 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)
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Aufgabe 37. Sei f(z) = . Seien v;: [0,27] — C, i = 1,...,4, stetig differenzierbar, so dass diese die
Kurven im Bild einmal in angezeigter Durchlaufrichtung parametrisieren (Bei der roten Kurven wird im
Schnittpunkt ’in Laufrichtung weiter gelaufen — also nicht abbiegen’).

Bestimmen Sie f,y, fdz firi=1,...,4 und f,m %dz (jeweils mit Begriindung).

Aufgabe 38. Sei f = (f1, f2)7: R? — R? partiell differenzierbar mit 0, f> = —8,f1 und 9, f1 = 0, fo.
Parametrisiere 7: [0, 27] — R? eine glatte einfach geschlossene Kurve. Wir fassen f als komplexe Funktion
f: € — C auf. Zeigen Sie, dass dann das komplexe Kurvenintegral

/deZO
.

Hinweis: Verwenden Sie zweimal den Divergenzsatz fiir das von v eingeschlossene Gebiet, einmal mit dem Vektorfeld
Vi(z,y) = (fi(z,y), —fa(z,y))" und einmal mit Va(z,y) = (f2(z,y), f1(z, )"

ist.



T T
—R R

Abbildung 1: Die blaue Kurve (einmal durchlaufen) sei durch vz in Durchlaufrichtung der Pfeile parametrisiert.
Dabei nennen wir den Anteil der Kurve, die den Halbkreis parametrisiert ag.

Aufgabe 39. Fiillen Sie die Fehlstellen aus und fiihren Sie die Anweisung vom Rand aus.

Wir wollen ffooo I Jrlﬁ dx mittels komplexer Analysis berechnen. Da (arctan )’ = H% ist, wissen wir sogar
schon was rauskommen muss: ffooo T Jrle dx = arctan x|, = 7. Aber das folgende Vorgehen erméglicht auch

einige andere reelle Integrale auszurechnen, wo wir oft keine Stammfunktion angeben kénnen.

Es ist f(z) = 175z holomorph auf C'\ { }. Von den Stellen, in denen f nicht holomorph ist, liegt
nur zp = _ in der oberen Halbebene. Sei € > 0, so dass B.(zg) vollstandig in der oberen Halbebene liegt.

Es ist [77 72dr =limp o [ 13zde. Um das rechte Integral zu berechnen, betrachten wir die Kurve

yr wie in der Abbildung. Fiir R grofl genug, liegt Bc(20) vollstindig im Inneren der von g begrenzten Menge
U. Sei D offen mit U C D, so dass f auf D\ B(z) ist. Dann ist nach Folgerung 2.2.3

(2)dz :/BBE(ZO) f(z)dz

YR

Um die rechte Seite zu berechnen, zerlegen wir !

11 .
1422 2—z9 24+ )
Damit ist

1 1 1
/ f(z)dz :7/ ( + ) = — / dz +— / dz
R 9Bc(20) \Z — z+ 9Bc(20) Z 8B.(20) 2 T
— ——

= Beispiel = nach Satz

Andererseits ist

/m f(2)dz =/_1; H%d@q— /QR F(2)dz.

Das heif3t, wir brauchen noch limp_; - faR f(2)dz. Dazu wollen wir dieses Integral abschétzen:

/aR f(z)dz

Zusammen ergibt sich somit [ rdr = limpg o0 (f'm f2)dz— [, f(z)dz) =T.

< L(ag) = — fiir R — oo.

Abgabe bis Mittwoch 31.01.24 bis 10:30 Uhr in den Briefkasten der Vorlesung (im UG)

!Das ist eine Partialbruchzerlegung, vgl. [Analysis 1, Kap. 4.5.3].
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Aufgabe 40. Wir wollen [ Lsda noch einmal berechnen und dabei fast genau wie in Aufgabe 39
vorgehen — nur die Partialbruchzerlegung werden wir durch eine Verwendung des Cauchy-Integralsatzes
ersetzen:

Wir beginnen genau wie in Aufgabe 39 bis wir die Formel

(2)dz :/BBG(ZO) f(z)dz

TR
haben. Um nun die rechte Seite zu berechnen, setzen wir g(z) = Z+1 .Dann ist f(z) = zgfzz)o . Die Funktion ¢(z)
ist auf der abgeschlossenen oberen Halbebene . Damit folgt mit dem Cauchy-Integralsatz
/ f(z)dz :/ 9(2) dz =
TR yr % 0
Der Rest geht jetzt genau wie in Aufgabe 39 weiter.
Verwenden Sie diese Abwandlung des Vorgehens in Aufg. 39, um so auch ffooo mdx zu berechnen.

Aufgabe 41. Seipe C,ne N, R>0,¢ >0 und f: Bri(p) C C — C holomorph. Zeigen Sie, dass dann
gilt:
n!

1F™ ()] < max | f(z)].

R™ 2€0Br(p)



