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Aufgabe 34 (2.542.5). (i) Zeigen Sie explizit mit der Definition der komplexen Differenzierbarkeit, dass
f1(z) = 2% komplex differenzierbar ist, f2(z) = z jedoch nicht.

(ii) Sei f1(z) = sinz und fo = cosz. Es ist sin(iz) = isinhz und cos(iz) = coshz fir z € R. Nun folgt
mit sin z := sin(z + iy) und Additionstheorem fiir den Sinus, dass sinz = sinx coshy + icoszsiny.
Analog ist cos z := cos(z + iy).Rechnen Sie explizit nach, dass f1(z) und f(z) die Cauchy-Riemann-

Differentialgleichungen erfiillt und damit holomorph ist. Was ist f{(z) und f5(z)?

Aufgabe 35 (2.542.5). (i) Sei 2 C C offen und sei f: Q@ — C holomorph. Zeigen Sie: Ist Re f: @ —» R
eine konstante Abbildung, dann war schon f konstant.'

(ii) Sei © C C offen und sei f: @ — C holomorph. Zeigen Sie: Ist |f]:  — R eine konstante Abbildung,
dann war schon f konstant.

Aufgabe 36 ist auf der Riickseite.
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IDas gilt dann auch ganz analog fiir Im f: Q — R.
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Abbildung 1: Die blaue Kurve (einmal durchlaufen) sei durch vz in Durchlaufrichtung der Pfeile parametrisiert.

Dabei nennen wir den Anteil der Kurve, die den Halbkreis parametrisiert ag.

Aufgabe 36. Fiillen Sie die Fehlstellen aus und fithren Sie die Anweisung vom Rand aus.

Wir wollen f:o ﬁdm mittels komplexer Analysis berechnen. Da (arctanz)’ = H% ist, wissen wir sogar
9] 1 v 1.
schon was rauskommen muss: [~ 13707 = arctan x|, = m. Aber das folgende Vorgehen erméglicht auch

einige andere reelle Integrale auszurechnen, wo wir oft keine Stammfunktion angeben kénnen.

Esist f(z) = 1—5-% holomorph auf C\ { }. Von den Stellen, in denen f nicht holomorph ist, liegt
nur zp = _ in der oberen Halbebene. Sei € > 0, so dass B.(zg) vollstandig in der oberen Halbebene liegt.

Es ist [77 1+%dag =limp_oo [~ 1Jr%da:. Um das rechte Integral zu berechnen, betrachten wir die Kurve

vr wie in der Abbildung. Fiir R groff genug, liegt B.(zp) vollstandig im Inneren der von vg begrenzten Menge
U. Sei D offen mit U C D, so dass f auf D\ B(z) ist. Dann ist nach Folgerung 2.2.3
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Um die rechte Seite zu berechnen, zerlegen wir 2
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Damit ist
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= Beispiel = nach Satz

Andererseits ist

AR f(2)dz —/Z 1+1xde+/aR £(2)dz.

Das heif3t, wir brauchen noch limg_, o faR f(2)dz. Dazu wollen wir dieses Integral abschétzen:

/QR f(z)dz

Zusammen ergibt sich somit [~ L dr = limg_e (fﬂm fz)dz— [, f(z)dz) =T.

oo 1+x2

< L(ar) = — fiir R — oc.

2Das ist eine Partialbruchzerlegung, vgl. [Analysis 1, Kap. 4.5.3].



