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Ubungsblatt 2

Aufgabe 5. Ein normierter Vektorraum (X, ||.||) ist genau dann vollstindig, wenn fiir jede Folge (xg)xen
mit Yoo, |lzk|| < oo die Reihe Y 72z konvergiert.

Hinweis: Fiir y; Cauchyfolge zy = v, , — i, fiir eine geeignete Teilfolge benutzen.

Aufgabe 6. Sei (X,].||x) ein vollstdndig normierter Vektorraum (= Banachraum) und ¥ C X ein abge-
schlossener linearer Unterraum von X. Sei

X)Y:=X/ ~

mit z ~ y genau dann, wenn z —y € Y ist. Mit [z] + afy]:=[z + ay] fir z,y € X und A € C wird X/Y zu
einem Vektorraum. Sei
I[z]ll= inf flz —yllx.

Zeigen Sie, dass (X/Y, ||.||) ein Banachraum ist.

Berechnen Sie (X/Y, ||.||) fiir das Beispiel X = C°([0,1]) mit Supremumsnorm und Y = {f € X | f(0) = 0}.
Hinweis: UA5 verwenden.

Aufgabe 7 (2+3).

(i) Sei H ein Hilbertraum und S C H eine orthonormale Teilmenge. Zeigen Sie, dass S ist linear unabhéngig.

(ii) Sei H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum und {e, | n € N} eine orthonormale Teilmenge von H,
so dass der Abschluss dessen linearen Spans' ganz H ist. Zeigen Sie, dass

o0

€T = Z<$7 en>en

n=0
fir alle z € H gilt und aus z =Y~  Apep, dann A, = (z,e,) folgt.
Aufgabe 8 (1.5+1.5+2).
(i) Zeigen Sie, dass {e; | i € N} mit e;:=(d;;)jen eine orthonormale Hilbertbasis von /5 ist.
(ii) Berechnen Sie die Operatornorm des Linkshifts A: la — la, (ag, a1, az,...) — (a1,az2,as,...)

(iii) Sei A: dom A = H; — Hy ein beschréankter Operator zwischen den Hilbertrdumen H; und Hs. Zeigen
Sie:
[All = sup{[{Az, y)| | € Hy, ||lz|n, =1,y € Ha, ||ylla, =1}
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!Linearer Span = Menge aller endlichen Linearkombinationen



