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Ubungsblatt 4

Aufgabe 13 (242+1). Sei X ein normierter Raum.
(i) Zeigen Sie, dass [|z]|x = supgex=\ {0} W fir alle z € X gilt.
(ii) Sei U ein abgeschlossener linearer Unterraum, x € X \ U. Zeigen Sie, dass dann ein ¢ € X* mit ¢|y =0
und ¢(z) = 1 existiert.

(iii) Sei U ein linearer Unterraum. Zeigen Sie, dass dann U genau dann in X dicht ist, wenn aus ¢|y = 0 fiir
¢ € X* schon ¢ = 0 folgt.

Aufgabe 14. Sei X ein Banachraum und V C X ein abgeschlossener linearer Unterraum. Sei ¢: V — X die
Inklusionsabbildung. Zeigen Sie, dass dann sowohl

X VE SV o+ VE s (v 6(v))
als auch
A (X/V)* = VE (¢: X)V = C) = (1 d(z+V))

ein wohldefinierter Isomorphismus von Banachrdumen ist.

Definition. Ein Banachraum X heifit gleichmdf$ig konvez, falls es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass
lly — x| < € fur alle z,y € X mit ||z]| = ||y|| =1 und ||z + y|| > 2 — ¢ folgt.

Bemerkung. Eine Verallgemeinerung der Jensen-Ungleichung' lautet: Sei J: Ri::ij x Ry o — R stetig,
positiv homogen? und konvex®, Q C R™ Lebesgue-messbar und f;: {2 — R+ Lebesgue integrierbar. Dann gilt

J( /Q frdvol, /Q fzdvol> < /Q J(f1, f2)dvol.

Unter gleichen Voraussetzungen aber J konkav statt konvex, kehrt sich das Relationszeichen in der Ungleichung
um.

Mit Hilfe dieser Ungleichung kann man verschiedene andere Ungleichungen ableiten, z.B.
o Holder fir J(z,y) = x%y% und fi(z) = [u(2)|P, f2(z) = |v(z)P.
o Minkowski fiir J(z,y) = (27 +y7)P und f1(2) = |u(2)|P, fa(2) = [v(2)P.

Aufgabe 15 (142+2). Zeigen Sie:
(i) Alle Hilbertrdume sind gleichméBig konvex.
(ii) Fir Q C R™ Lebesgue-messbar ist LP(Q) fir 2 < p < oo gleichmiBig konvex. (Die Aussage gilt auch fir
pe(L,2)h)

Hinweis: Fir p > 2: Zeigen Sie zunéchst die Hanner-Ungleichungen mittels einem geeignetem J: Fiir alle
u,v € LP(Q) gilt
[+ [z + llu —ollp < (ullp + llvllp)” + Hluly = [0l

(ili) Zeigen Sie, dass L'(Q) und L> () (fiir Q C R™ offen) nicht gleichméBig konvex sind.
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2d.h. J(tz,ty) = tJ(z,y) fir alle (z,y) € Ra_ und t > 0
3Ein positiv homogenes J ist genau dann konvex, wenn j(z) = J(1,z) fiir alle > 0 konvex ist.

4Fiir p € (1,2) gilt die inverse Ungleichung wie im Hinweis (mit gleichem J erhalten). Setzt man dann u =
folgt 2 > f(llullp, llvllp) mit

und v = £5¥

zty
2
f:R2 SR, (a,b) — (a+b)P + |a—b|P
f ist in jeder Variablen steng monoton steigend. D.h. nehmen wir an ||z —y|lp > ¢, folgt 2 > f(||ullp, 5). Mit f(0, 5) = 2;—:, <
2 < f(1, 5) und Stetigkeit von f folgt, dass es ein § > 0 mit f(1—6/2, 5) = 2 gibt. Wahlen wir also fiir das gegebene ¢ dieses
9, folgt aus ||z +yllp > 2—0 dann 2 < f(||ullp, §), was den Widerspruch gibt und damit die gleichméaBige Konvexitit beweist.



Aufgabe 16. Sei 2 C R" Lebesgue-messbar. Sei 1 < p < oo und % + é = 1. Zeigen Sie, dass dann

O: fel’(Q)— (g € L1(Q) — / fgdvol) € (LI(Q))"
Q
ein isometrischer bijektiver Operator, also ein Banachisomorphismus, ist.

Fiir den Surjektivitétsteil des Beweises kénnten Sie z.B. folgenden Liickentext ausfiillen und die "Warums’
beantworten:

(i) Fiir alle ¢ € (L4(2))" mit ||¢|| = 1 gibt es ein f € LI(Q) mit ||f|| =1 und ¢(f) = 1:
Wegen der Definition der Norm von (L%(Q2))" gibt es eine Folge f; € L4(Q) mit ||fx|l, = 1 und
lo(fr)] — fir k& — oo. O.B.d.A. kdénnen wir ¢(fr) > 0 annehmen, da wir sonst f; einfach
. Sei nun € > 0. Der Raum L9()
ist nach letzter Aufgabe gleichméfig konvex ist. Sei 6 > 0 das Delta zu € aus der gleichméaflig-konvex-
Definition. Sei nun kg € N so, dass ¢(fi) > 1 — /2 fiir alle k > ko. Dann gilt fiir alle k, ¢ > ko

‘fk"‘fé ‘a<fk‘2|'fé>' 16/,

2
Aus der gleichméfliigen Konvexitét folgt somit || fx — fell, < . Also ist fi eine LP- und
damit gibt es

ot

(ii) Sei f € L1(2) und
_! fz) =
Ane={
Dann ist A(f) € LP(Q).
(iii) Sei ¢ € (L9(2))" mit ||¢|| =1 und f wie in (i). Dann gilt ®(A(f)) = ¢:
Fiir alle h € LI(Q) ist

o= Ly et d, 11+ to(h)] (1)
AtV f+thll, At T\ F +thl,

In der letzten Zeile folgt die erste Gleichheit, da

Es gilt
i| Il f + thl|4 —/ i| dvol = qRe und damit
dt'"=° @ o dt'"=° =4

i|t:0‘|f+th||q :Re/A( ) dvol sowie

d d
Zle=oll + to(h)|? = und damit —[i—o| 1+ t¢(h)| =
Insgesamt ergibt sich damit aus (1)

Re¢(h) = Re ®(A(f))(R).

Die analoge Ungleichung mit Im statt Re ergibt sich, indem man A durch ersetzt. Also ist ¢ =

(A(f))-
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5Tnsgesamt haben wir in (i) dann sogar gezeigt: In gleichméBig konvexen Banachriumen X wird das Supremum in der Definition
von ||¢||x+ fir ¢ € X* immer angenommen.



