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Aufgabe 25 (3+2). Sei k ∈ L2(Rn × Rn) und

Tk : L2(Rn)→ L2(Rn), (Tkf)(x):=
∫
Rn
k(x, y)f(y)dvoly.

(i) Sei k(x, y) = χA(x)χB(y) für messbare Mengen A,B ⊂ Rn mit endlichem Maß. Zeigen Sie, dass Tk ein
Operator endlichen Ranges ist.

(ii) Zeigen Sie, dass Tk für allgemeines k ∈ L2(Rn × Rn) ein kompakter Operator ist.
Hinweis: Der Span von χA(x)χB(y), für messbare Mengen A,B ⊂ Rn mit endlichem Maß, ist dicht in L2(Rn×Rn).

Aufgabe 26. Sei H ein Hilbertraum und A : H → H. Zeigen Sie, dass dann A∗A genau dann kompakt ist,
wenn A kompakt.

Ist A : `2 → `2, (x1, x2, . . .) 7→ (0, x1, x2, . . .) kompakt?

Aufgabe 27. Sei λ = (λi)i ∈ `∞ und p ∈ [1,∞]. Wir definieren

Aλ : (xi)i ∈ `p 7→ (λixi)i ∈ `p.

Zeigen Sie, dass λ ∈ c0 eine notwendige und hinreichende Bedingung ist, damit Aλ kompakt ist.

Sei α ∈ (0, 1), Ω ⊂ Rn der Abschluss einer offenen und beschränkten Teilmenge. Sei Ck,α(Ω) die Menge aller
f ∈ Ck(Ω) mit

‖f‖Ck,α = ‖f‖Ck +
∑

γ∈Nn,|γ|=k

sup
x 6=y

|Dγf(x)−Dγf(y)|
|x− y|α

.

Man kann nachrechnen, dass dann Ck,α(Ω) mit der Norm ‖.‖Ck,α ein Banachraum ist.

Aufgabe 28 (2.5+2.5). (i) Sei β ∈ R und

f : [−1, 1]→ R, x 7→
{

0 x ≤ 0
xβ x > 0

Für welche α ist f ∈ C0,α([−1, 1])? Für welche α und k ∈ N gilt f ∈ Ck,α([−1, 1])?

(ii) Zeigen Sie, dass die Inklusion Ck,α([−1, 1]) ↪→ Ck([−1, 1]) ein kompakter Operator ist.
Hinweis: Mit k = 0 starten.
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