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Ubungsblatt 10

Aufgabe 37 (2.5+2.5). Sei X ein Banachraum und A, B € £(X). Zeigen Sie
() Ra(A) = Ru(A) = (j— \)Ra(A)Ry(A) fiir alle A, € p(A).
(ii) Rx(A) — Rx(B) = Rx(A)(A — B)R\(B) fiir alle A € p(A) N p(B).

Aufgabe 38 (2+3). Sei h: R — C 2m-periodisch und hlp 24 € L?([0,27]. Sei T}, die Faltung mit h, d.h.
1 2
Ty, : L*([0,27]) — L*([0,27]), Tnf(z)= 5 F(t)h(t — s)dt.
T Jo
(i) Zeigen Sie, dass Tj, normal und kompakt ist.
(ii) Bestimmen Sie die Eigenwerte von T}, und die zugehorigen Eigenvektoren'

Hinweis: Entwickeln Sie h in eine Fourierreihe (Analysis 3)

Aufgabe 39/40 (1+2+41+2+242). Wir betrachten das Sturm-Liouville-Problem

d d
(Lu)(e)i= = =3 (o) u(e) ) + ata)uta)
fir p > 0, p € C*([a, b)), ¢, 9 € C°([a,b]) mit den Randbedingungen
Riu:=aiu(a) + azu’(a)
Rgu::ﬁlu(b) + Bz’u/(b)
flr [o 78 51 e C.
Sei uq,us ein Fundamentalsystem von Lu = 0 mit Ryu; = 0 und Rous = 0 (gibt es wegen?)
1
_ Jou(©Qua(z) z>¢& 2 € a,b]
L&) = {Cw(oul(w) 1 <€ lab)

mit ¢ = p(z)(uy (x)uy(z) — uz(x)u)(z)) (Dann hingt ¢ nicht von x ab und verschwindet nicht. Warum?) Die
Funktion I': [a,b]? — R heifit Greenfunktion assoziiert zu L mit den Randbedingungen R;.

(i) Zeigen Sie, dass I stetig und weg von x = £ zweimal stetig differenzierbar ist, und dass RiT'(.,&) =
RoI(., &) = 0 fir alle € € [a, b] gilt.

(i) Sei g € C°([a,b]) und u(z) = f: [(z,&)g(€)dE. Zeigen Sie, dass u € C? ist und Lu = g mit Rju =
Rou = 0 erfiillt.

(ili) Zeigen Sie, dass T: C°([a,b]) — C%([a,b]), (Tf)(:c):f;J I(x, &) f(€)d¢ sich zu einem Operator von
L?([a,b]) — L?([a,b]) stetig fortsetzen lisst.

(iv) Zeigen Sie, dass dann T': L*([a,b]) — L*([a,b]) aus (iii) kompakt und selbst-adjungiert ist.
(v) Zeigen Sie, dass R;(Tf) =0 und L(Tf) = f fiir alle f € C°([a, b]) gillt.

(vi) Verwenden Sie den Spektralsatz fiir T', um zu zeigen, dass es eine Zerlegung von L?([a,b]) in Eigenfunk-
tionen von L mit Randbedingungen R;u = 0 gibt.

Abgabe am Mittwoch 13.07.22 bis 14 Uhr

IDa es sich dabei selbst wieder um Funktionen handelt, sagt man hier auch Eigenfunktionen.



