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Worum geht es?
Vorl. 1Ein Hauptgegenstand der Funktionalanalysis sind Funktionenräume, wie z.B. C0pra, bsq

und L2pRq, und Abbildungen zwischen denen. Man überträgt geometrische Konzepte
wie Punkt in einem Raum, offene Mengen, etc. auf Funktionenräume, also Räume
deren Punkte selbst wieder Funktionen (oft mit besonderen Eigenschaften) sind. I.A.
sind dies Vektorräume und mit einer Norm ausgestattet, wie wir es schon bei C0pra, bsq
und L2pRq getan haben. Die betrachteten Abbildungen sind normalerweise lineare
Abbildungen. In diesem Sinne kann man dies als Weiterführung der linearen Algebra
auf unendlich dimensionale normierte Räume verstehen. Allerdings werden dabei vor
allem analytische und topologische Eigenschaften untersucht. Dabei werden wir recht
abstrakte Sätze kennenlernen, die sich dann aber auf sehr konkrete Probleme anwenden
lassen. Vor allem wird Funktionalanalysis bei der Analyse von Differentialoperatoren
verwendet und bei der Untersuchung partieller Differentialgleichungen. Außerdem ist
Funktionalanalysis der mathematische Rahmen für die Quantenmechanik.

Ein konkretes Problem für dessen Lösung man i.A. Funktionalanalysis verwendet, ist
das Dirichlet-Problem des Laplace-Operators:

Sei Ω Ă Rn offen und beschränkt mit BΩ nett genug (z.B. eine glatte Untermannigfal-
tigkeit des Rn). Dann ist

Ω
∆u:=´

n
ÿ

i“1

B2u

Bx2
i

“f P C0pΩ̄q auf Ω

u|BΩ “0 auf BΩ

das Dirichlet-Problem des Laplace auf Ω und beschreibt z.B. stationäre Wärmevertei-
lung auf Ω, dessen Wand konstant auf gegebener Temperatur (hier Null) ist. Mittels
funktionalanalytischen Sätzen kann man zeigen, dass für gegebenes f P C0pΩ̄q dieses
Problem immer genau eine Lösung besitzt. Dies ist i.A. nur ein abstraktes Existenzre-
sultat und man kann die Lösung meist nicht einfach hinschreiben. Aber wir können
etwas über Eigenschaften dieser Lösung aussagen. So ist hier in diesem Fall u P C2pΩq
und man erhält auch Abschätzungen für die C2-Norm von u in Abhängigkeit von f .
Solche Abschätzungen nennt man apriori-Abschätzung.∗ Solche Apriori-Abschätzung
spielen in PDEs eine große Rolle, sowohl in der Theorie als auch in der Numerik (dort
um Konvergenzaussagen für numerische Algorithmen zu erhalten).

∗Apriori-Abschätzung „ ohne die Lösung zu kennen, hat man Abschätzung an geeignete Normen,
falls die Lösung existiert.
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Der Laplace wird in der Funktionalanalysis als lineare Abbildung auf geeigneten Funk-
tionenräumen verstanden. Für obiges Problem wollen wir zwar am Ende Lösungen in
C2, aber es wird sich ein als nützlich erweisen, den Laplace auf anderen Funktionen-
räumen zu betrachten – sogenannten Sobolevräumen. Das sind Verallgemeinerungen
von Lp-Räumen bei denen auch noch die Ableitungen (im geeigneten Sinne) in Lp sind.
Elemente in diesen Räumen sind zwar i.A. nicht genügend differenzierbar als das man
im herkömmlichen Sinne (=klassischen Sinne) dort den Laplace anwenden kann. Aber
wir werden dem Problem noch immer Sinn geben (das werden dann Ableitungen im
’schwachen Sinne’ sein), so dass wir für das analoge Problem von oben in Sobolevräumen
auch Existenz von Lösungen zeigen werden können. Das wird (nach Einführung aller
Definitionen) dann auch gar nicht mehr so schwer sein - deshalb der Übergang zu
Sobolevräumen (Hauptunterschied: Normen auf Sobolevräumen, wie bei Lp werden
über Integration gebildet, während Normen auf Ck sind mit Suprema. Suprema sind
aber erst einmal schwerer zu kontrollieren als integrierte Größen. Man sagt, man handelt
Regularität (wie oft ist etwas diffenzierbar) gegen Integrabilität∗. Natürlich reicht es
einem am Ende dann nicht, zu wissen, dass man eine Lösung im schwachen Sinne hat.
Sondern möchte wieder mit Abschätzungen zeigen, dass diese dann doch schon in C2

ist und damit eine Lösung wie ursprünglich gesucht ist. Das wird mit sogenannten
Einbettungenssätzen erreicht, welche untersuchen, welche Funktionenräume (Sobolev-
und Ck-Räume) wie ineinander enthalten sind.

Dies ist ein Problem auf das wir im Laufe der Vorlesung funktionalanalytische Sätze und
Konzepte anwenden werden. Ein anderes oft auftretendes Problem ist eine Weiterfüh-
rung der Untersuchungen linearer Abbildungen von einem Vektorraum in sich selbst. Im
Falle eines endlich-dimensionalen Vektorraumes hat man in lineare Algebra das Konzept
der Eigenwerte und Eigenvektoren kennengelernt und gesehen, dass für nett-genuge
Matrizen man darüber eine Eigenbasis-Zerlegung des Vektorraumes erhält. Dies ist ein
Konzept, was sich auf nett-genuge lineare Abbildungen von einem Hilbertraum in sich
selbst verallgemeinern. Ein solches Beispiel haben wir in Wirklichkeit schon gesehen in
Analysis 3 gesehen mit Fourierreihen:
Jedes f P L2pr´π, πsq kann man schreiben als fpxq “

ř

kPZ cke
ikx. Die Basiselemente

eikx kann man als Eigenvektoren (hier Eigenfunktionen) der linearen Abbildung

A : f geeignete Funktion auf S1 ÞÑ f2

verstehen: Aeikx “ ´k2eikx. Ein Unterschied zu LA: Basis bedeutet hier nicht wie
in Lineare Algebra: Jedes Element lässt sich als endliche Linearkombination von
Basisvektoren schreiben (=Hamelbasis). Sondern: Jedes Element lässt sich als unendliche
Linearkombination von Basisvektoren schreiben, wobei die Reihe bzgl. der Norm des
Hilbertraumes konvergiert. (=Hilbertbasis)). Ein anderer Unterschied: Auch wenn A
gar nicht auf ganz L2pr´π, πsq definiert werden kann, sondern nur auf einer dichten
Teilmenge, erhalten wir am Ende eine Zerlegung von ganz L2pr´π, πsq vor.

∗Natürlich kann man z.B. auch auf C0pΩ̄q die Lp-Norm betrachten, hat nur den Nachteil, dass C0

mit dieser Norm nicht vollständig ist. (Fast) Alles, was wir in Funktionalanalysis machen werden, wird
auf vollständigen normierten Räumen stattfinden – auf Banachräumen und oft sogar auf Hilberträumen
(= die Norm kommt von einem inneren Produkt)
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Solche Eigenwertprobleme kommen in verschiedenen Kontexten vor, z.B: Betrachten wir
den Laplaceoperator ∆ dieses Mal auf ganz R2 und wieder ∆u “ 0. In Polarkoordinaten
ist der Laplace:

∆ “
B2

Br2 `
1
r

B

Br
`

1
r2
B2

Bϕ2

ist.

Nehmen wir mal an, eine Lösung habe die Form upr, ϕq “ fprq cospνϕq für ν P Z
(Separationsansatz). Dann löst dieses u genau dann ∆u “ µu, wenn

r2f2prq ` rf 1prq “ ν2fprq

gilt. Diese GDGL ist die Bessel-Differentialgleichung (vgl. auch [3, Abschnitt 3.7]). Für
alle ν P Z erhält man hier Lösungen aufgespannt durch Besselfunnktionen erster Art
(diese sind in L2 und führen zu einer Eigenbasis von L2) und Besselfunktionen zweiter
Art (nicht in L2 und es kommt aufs konkrete Problem an, ob die relevant sind oder die
erster Art ausreichen, vgl. Wasserstoffatom weiter unten).

Diese zwei Beispiele (Bessel und Fourier) sind Spezialfälle sogenannter Sturm-Liouville
Probleme. In 1836-1837 Sturm und Liouville haben in einer Reihe von Papern lineare
GDGL zweiter Ordnung (ggf. mit Randwerten) untersicht. Das ist historisch gesehen
einer der Anfänge der Funktionalanalysis und führt bei den zugehörigen Eigenfunktionen
zur Untersuchtung spezieller Funktionen. Während die genauen Eigenschaften der
Lösungen von dem konkreten Problem abhängen, kann man durch abstrakte Resultate
Zerlegunsresultate und Summierungseigenschaften direkt ablesen ohne es jedesmal neu
nachzurechnen.

Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet für Funktionalanalysis ist die mathematische
Formulierung von Quantenmechanik: Ein physikalisches System wird grob gesagt i.A.
durch Zustände, Observablen (’misst den Wert von Zuständen’) und deren Dynamik
(zeitliche Entwicklung) beschrieben. Klassisch sind Zustände Punkte im Phasenraum
(„ Orts- und Impulsraum) und Observablen sind reell-wertige Funktionen auf die-
sem. Quantenmechanisch werden Zustände von Teilchen als Wellenfunktion darge-
stellt, deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt, mit der sich
das Teilchen an diesem Punkt aufhält. Oft sind Zustände dann Elemente in einem
Hilbertraum (= ein vollständiger Vektorraum mit innerem Produkt, z.B. L2pR3q.)
Observablen sind geeignete (selbstadjungierte) lineare Abbildungen auf dem Zustands-
raum (=Raum der Zustände). Die Dynamik wird durch dann durch zeitabhängie (eine
Ein-Parameter-Gruppe) unitäre Abbildungen auf diesem Hilbertraum beschrieben.
Auch hier spielen Eigenwert-Zerlegungen bzw. deren Verallgemeinerungen eine große
Rolle. Z.B. wird das Wasserstoffatom∗ mittels des Laplaceoperators plus einem Po-
tentialterm („ 1{Abstand zum Kern = Coloumbpotential) beschrieben. Betrachtet
man diesen Operator auf L2 entsprechen Eigenfunktionen, die wirklich in L2 sind,
gebundenen Zuständen (Elektron und Kern bilden wirklich das Atom – ’das Elektron
ist nicht zu weit weg und wird durch die Anziehung nicht beim Kern gehalten’). Der

∗Annahme: Kern ist fix im Ursprung und wir suchen den Zustand/die Wellenfunktion des Elektrons
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Eigenwert entspricht dann der Energie des Zustandes. Allerdings werden hier diese
L2-Eigenfunktionen nicht mehr zu einer (Hilbert-)Basis führen. Interessiert einem das
L2 aber nicht dann gibt es viel mehr Eigenfunktionen (Die, wenn sie nicht L2 sind,∗
ungebundenen Zuständen/Streuzuständen.) beschreiben. Da gibt es mathematisch
(min.) zwei Möglichkeiten diesen Problem zu behandeln: Erstens – man bleibt beim
L2-Hilbertraum und verallgemeinert den Begriff eines Eigenwertes (Spektrum) und
erhalt dann in Verallgemeinerung der Eigenwertzerlegung aus Lineare Algebra eine
sogenannte Spektralzerlegung. Nachteil: Die ungebundenen Zustände sind dann nicht
nur appromativ in diesem Rahmen enthalten, aber deren Energie ist im Spektrum noch
ablesbar. Zweitens – man vergrößert L2 geeignet, so dass die ungebundenen Zustände als
Eigenfunktionen in dem Raum enthalten sind (Gelfandtripel/Rigged spaces). Nachteil:
Kein Hilbertraum mehr.

Bei der konkreten Berechnung der Eigenzustände des Wasserstoffatoms kann man
(wegen der Rotationssymmetrie des Potentials) auch wieder einen Separationsansatz
machen und erhält auch wieder ein Sturm-Liouville-Problem.

∗In der Mathematik nennen wir diese dann zur Abgrenzung verallgemeinerte Eigenfunktionen.
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1. Hilberträume

1.1. Grundlegende Begriffe
Definition 1.1.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer Vektorraum V mit einer positiv de-
finiten hermitischen Sesquilinearform∗ x., .yV , so dass V bzgl. der Norm }x}V :=

a

xx, xyV
vollständig† ist.

Wenn der Hilbertraum sich aus dem Kontext ergibt, wird der Index bei der Norm
und der Sesquilinearform auch oft weggelassen. Statt Sesquilinearform sagen wir im
folgenden auch oft inneres Produkt.

Man kann auch reelle Hilberträume definieren, in dem einen reellen Vektorraum mit
vollständigem Skalarprodukt betrachtet. Die allermeisten Sachen gehen da genau
analog.

Beispiel 1.1.2.

(i) Cn mit der Standard-Sesquilinearform

xz “ pz1, . . . , znq, y “ py1, . . . , ynqy:=
n
ÿ

i“1
ziyi

ist ein Hilbertraum, [2, Folg. 3.9.8 und Lem. 3.9.13].

(ii) L2pRn,Cq:=C0
c pRn,Cq

}.}2
“ C8c pRn,Cq

}.}2 , hierbei ist }c}2:=
`ş

Rn |c|
2dvol

˘
1
2 für

c P C0
c pRn,Cq als Mehrfachintegral wie in [3, Satz 2.4.4], ist mit der fortgesetzten

Norm }.}2 auf die Vervollständigung ein Hilbertraum [4, S.41]. Alle anderen
Lp-Räume für p ‰ 2 sind mit der Lp-Norm keine Hilberträume [4, ÜA24].

Vergleiche auch Appendix A.

(iii) Sei f P C8c pRn,Cq. Wir setzen‡ für k P N

pf, gqHk :=
ÿ

αPNn,|α|ďk
pDαf,DαgqL2 .

∗Hier immer komplex antilinear in der ersten Komponente
†vollständig = jede Cauchyfolge konvergiert
‡Hier benutzen wir die Multiindex-Notation, vgl. [3, S. 22]: α “ pα1, . . . , αnq, xα “ xα1

1 . . . xαnn .
Dann ist |α| “

řn
i“1 αi und Dα “

Bα1
Bx
α1
1

. . . B
αn

Bx
αn
n

.
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Damit ist C8c pRn,Cq ein komplexer Vektorraum mit der Sesquilinearform p., .qHk .
Es ist p., .qH0 “ p., .qL2 . Wie für k “ 0 ist auch für alle höheren k C8c pRn,Cq mit
der Hk-Norm nicht vollständig.

Die Vervollständigung HkpRn,Cq:=C8c pRn,Cq
}.}
Hk ist ein Hilbertraum, s. [4,

Satz 1.3.4 und ÜA 24].

(iv) `2 ist die Menge komplexer Folgen paiqiPN mit
ř8

i“0 |ai|
2 ă 8 mit der Sesquiline-

arform
ppaiqi, pbiqiq`2 :=

8
ÿ

i“0
aibi

ist ein Hilbertraum. (Vollständigkeit = ÜA1.)

(v) (Direkte Summe) Seien Hi, i P N, Hilberträume mit Sesquilinearform x., .yi. Dann
ist H1 ‘H2 versehen mit

xpx1, y1q, px2, y2qy “ xx1, x2yH1 ` xy1, y2yH2

ein Hilbertraum (ÜA1).

Sei H die Menge von Folgen pxiqiPN mit xi P Hi und
ř8

i“0 }xi}
2
Hi
ă 8 ist

zusammen mit
xpxiqi, pyiqiy:=

8
ÿ

i“0
xxi, yiyHi

ein Hilbertraum (Argument wie im letzten Fall) und wird mit H “:
À8

i“0Hi

bezeichnet.

Im Folgenden werden wir in L2pRn,Cq, C0
c pRn,Cq, . . . den Wertebereich C i.A. nicht

mehr mitschreiben. Aber da wir (wenn nicht anders gesagt) mit komplexen Vektorräu-
men arbeiten, ist das dann immer gemeint.

Vorl. 2 Eine große Rolle werden Operatoren zwischen Hilberträumen spielen:

Definition 1.1.3. Seien H1, H2 Hilberträume. Ein Operator A : domA Ă H1 Ñ H2
ist eine lineare Abbildung definiert auf einem linearen Unterraum∗ domA Ă H1.

!! Achtung: Selbst, wenn von einem Operator A : H1 Ñ H2 gesprochen wird (wie
meistens der Fall), heißt das nicht, dass der Definitionsbereich ganz H1 ist. Oft wird
das domA nicht mitgeschrieben. !!
Beispiel 1.1.4.

(i) Eine komplexe Matrix definiert eine lineare Abbildung A : Cn Ñ Cm, v ÞÑ Av
und damit einen Operator.

∗dom= domain (Definitionsbereich)

6
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(ii) Ortsoperator∗ H “ L2pRq. Sei domT Ă L2pRq die Menge aller ϕ P L2pRq mit
ş

R x
2|ϕpxq|2dx ă 8 und pTϕqpxq:=xϕpxq.

(iii) Impulsoperator† H “ L2pRq. Sei domT die Menge der ϕ P L2pRq X C1pRq mit
ş

R |ϕ
1pxq|2dx ă 8 (also ϕ1 P L2pRq) und pTϕqpxq:=iϕ1pxq.‡

(iv) Seien H1, H2 zwei normierte Räume. Einen Operator A : dom A “ H1 Ñ H2, so
dass die Operatornorm§

}A}:= sup
|x|H1“1

}Ax}H2 ă 8

ist, nennen wir beschränkt. Die Menge aller beschränkten Operatoren von H1 nach
H2 bezeichnen wir mit LpH1, H2q. Diese Menge ist selber wieder ein C-Vektorraum
und }.} eine Norm darauf. (Falls H2 vollständig ist, wird pLpH1, H2q, }.}q zu einem
Banachraum, vgl. Beispiel 2.1.1.v).

(i) ist ein beschränkter Operator. (ii) und (iii) können nicht Einschränkungen
eines beschränktes Operators von L2pRq auf sich selbst sein, s. ÜA2+3.
Die Operatornorm hängt davon ab, auf welchen Räumen der Operator betrachtet
wird, vgl. ÜA3. I.A. sind die Räume aus dem Kontext klar, wenn nicht schreiben
wir }A}H1ÑH2 .

(v) Multiplikationsoperator Mf : Sei f : RÑ R stetig und beschränkt und

domMf :=tϕ P L2pRnq | fϕ P L2pRnqu¶.

Sei Mf : domMf Ă L2pRnq Ñ L2pRnq, ϕ ÞÑ fϕ. Ist f beschränkt, dann ist
domMf “ L2pRq und Mf ein beschränkter Operator:

• domMf “ L2pRq folgt aus }fϕ}2 ď sup |f | ¨ }ϕ}2 ă 8.
• Aus der letzten Ungleichung folgt auch }Mf } ď sup |f | und damit Mf

beschränkt.

∗Der Ortsoperator gehört in der Quantenmechanik zur Ortsmessung von Teilchen. Der Zustand
eines Teilchens wird durch ein Element ψ P L2pR3q mit L2-Norm eins beschrieben. Interpreatiation:
ş

K |ψ|
2dvol ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen, beschrieben durch ψ, im Gebiet K Ă R3

aufhält. pTψ, ψqL2 “
ş

Rn x|ψ|
2dvol gibt dann den Erwartungswert für den Ort des Teilchens. Der

Operator im Beispiel ist die eindimensionale Version.
†Der Impulssoperator gehört in der Quantenmechanik zur Impulsmessung von Teilchen – dort

eigentlich pi “ ´i~Bxi , i “ 1, 2, 3, mit ~ das Plancksche Wirkungsquantum (Naturkonstante)
‡Wir werden später sehen, dass die Multiplikation mit i dazu gut ist, dass der Operator T

symmetrisch wird (das ist die Verallgemeinerung symmetrischer Matrizen (im reellen Fall) bzw.
hermitischer Matrizen (im komplexen Fall)).

§Man rechnet direkt nach, dass dies wirklich eine Norm ist.
¶Hierbei ist fϕ als punktweise Multiplikation von f mit einer Realisierung von f zu verstehen

und falls die dadurch entstandene Funktion wieder Realisierung eines Elementes in L2pRnq ist, ist
fϕ P L2pRnq

7



1. Hilberträume

Es gilt sogar }Mf } “ sup |f |: Ist f “ 0, dann
ist die Aussage klar richtig. Sei nun f nicht
die Nullfunktion. Für ε P p0, sup |f |{2q sei
xε P R derart, dass |f |px0q ą sup |f | ´ ε ist.
Sei nun δ ą 0, so dass |f | ą sup |f | ´ 2ε
für alle x P px0 ´ δ, x0 ` δq ist. Wir wäh-
len ϕ “ 1

2δχx0´δ,x0`δ. Dann ist }fϕ}2L2 “
şx0`δ

x0´δ
|f |2dx ě psup |f | ´ 2εq2 und damit

}Mf } ě sup |f | ´ 2ε. Für ε Ñ 0 folgt die Be-
hauptung.

sup |f|

x0 ` δx0 ´ δ

sup |f| ´ 2ε

1
2δ

Definition 1.1.5. Zwei Hilberträume H1 und H2 heißen isomorph, falls es es einen
surjektiven Operator U : dom U “ H1 Ñ H2 mit xUx,UyyH2 “ xx, yyH1 für alle
x, y P H1. Solch einen Operator U nennt man unitär.

Beim Überprüfen der Definition reicht es }Ux}H2 “ }x}H1 für alle x P H1 statt
xUx,UyyH2 “ xx, yyH1 nachzurechnen, da dies dann durch Polarisation mit

4xx, yy “ }x` y}2 ´ }x´ y}2 ´ i}x` iy}2 ` i}x´ iy}2

folgt.∗

Beispiel 1.1.6.

(i) Die Abbildung L2pr´π, πsq Ñ `2, f ÞÑ pf̂pkqqkPZ, mit f̂pkq “ 1?
2π

şπ

´π
fpxqeikxdx

den Fourierreihenkoeffizienten, ist ein Isomorphismus von Hilberträumen, [4,
Folg. 2.1.4].

(ii) Sei ι : Zˆ ZÑ Z eine Bijektion (existiert, da beides abzählbar ist, [2, Abschnitt
3.10]). Sei

U : L2pRq Ñ `2, f ÞÑ
´

f̂mpkq
¯

ιpk,mq

mit f̂mpkq ist der k.te Fourierkoeffizient von f |r2mπ´π,2mπ`πs multipliziert mit
}f}2

}f |r2mπ´π,2mπ`πs}2
falls f |r2mπ´π,2mπ`πs ‰ 0 sonst gleich Null. Dann ist U ein

Isomorphismus von Hilberträumen:

• Operator mark
• }Uf}`2 “ }f}2 folgt aus (i) und der Wahl des Vorfaktors in f̂mpkq.
• Surjektiv: Für festes m P Z ist f |r2mπ´π,2mπ`πs P L2pr2mπ ´ π, 2mπ ` πsq

eindeutig durch pf̂mpkqqk bestimmt. Damit haben wir über alle m P Z einen
Kandidaten für f . Noch zu zeigen f P L2pRq: Es ist

}f}2 “
ÿ

mPZ
}f |r2mπ´π,2mπ`πs}2

piq
“

ÿ

k,mPZ
}f̂mpkq}2 ă 8.

∗Die Variante für reelle Vektorräume kam in der Berechnung von [4, ÜA24] vor. Die komplexe
Variante sieht etwas komplizierter aus, kann man aber auch einfach direkt nachrechnen.
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1.2. Riesz-Theorem

Wir werden später noch andere (nützlichere) Isomorphismus von L2pRq mit `2
kennenlernen. Aber diesen hier konnten wir mit (i) recht einfach hinschreiben.

Wir werden später sehen, dass jeder Hilbertraum, der eine abzählbare unendliche Basis∗

besitzt (das nennt man dann separabel), isomorph zu `2 ist.

1.2. Riesz-Theorem
Sei H hier und im Weiteren immer ein Hilbertraum. Dann haben wir mit dem inneren
Produkt aus der linearen Algebra die folgenden Begriffe:

Definition 1.2.1.

(i) x, y P H sind orthogonal, x K y, genau dann, wenn xx, yy “ 0.

(ii) Sei M Ă H. Dann ist das orthogonale Komplement

MK:=ty P H | xx, yy “ 0 @x PMu.

Außerdem gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|xx, yy| ď }x} }y},

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhängig sind, vgl. [2, Lem. 3.9.3 –
Beweis für allgemeine Vektorräume mit innerem Produkt analog], und die Parallelo-
grammidentität [4, ÜA24]

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2p}x}2 ` }y}2q.

Lemma 1.2.2. Für alle x P H sind die Abbildungen y P H ÞÑ xx, yy P C und
y P H ÞÑ xy, xy P C stetig.†Auch die Abbildung y P H Ñ }y} P R ist stetig.

Nach unserer Konvention für das innere Produkt ist y P H ÞÑ xx, yy linear und
y P H ÞÑ xy, xy antilinear.

Beweis. Da jeder normierte Raum mit dpx, yq:=}x´ y} ein metrischer Raum ist, reicht
es Folgenstetigkeit zu überprüfen: Sei yi Ñ y in H. Dann gilt

|xx, yiy ´ xx, yy| “ |xx, yi ´ yy| ď }x} }yi ´ y} Ñ 0 für iÑ8.

Die Stetigkeit der zweiten Abbildung folgt analog (oder da die komplexe Konjugation
stetig ist).

Die Stetigkeit der Norm folgt direkt aus |}yi} ´ }y}| ď }yi ´ y}.

∗Basis hier nicht im Sinne der linearen Algebra, sondern als Hilbertbasis wie bei den Fourierreihen
in [4, S. 57]

†Jeweils stetig als Abbildung des normierten Raumes pH, }.} “
a

x., .yq nach C, vgl. [3, Def. 1.1.2].
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1. Hilberträume

Lemma 1.2.3. Sei M Ă H. Dann ist MK ein abgeschlossener linearer Unterraum∗

von H mit M XMK P tt0u,∅u. Damit ist MK mit der Norm von H insbesondere selbst
wieder ein Hilbertraum.

Beweis. Linearer Unterraum folgt aus der Linearität des inneren Produkts in der
zweiten Komponente. Um zu zeigen, dass MK abgeschlossen ist, betrachten wir eine
Folge pyiqi in MK, welche gegen ein y P H konvergiert. Wegen Stetigkeit des inneren
Produkts folgt, 0 “ xx, yiy Ñ xx, yy für alle x PM und damit y PMK.

Sei nun x PMXMK. Dann ist }x}2 “ xx, xy “ 0. Ist also 0 PM , dann istMXMK “ t0u;
sonst ist der Schnitt leer.

Lemma 1.2.4. Sei H ein Hilbertraum. Sei M ein abgeschlossener linearer Unterraum
von H und sei x P H. Dann existiert ein eindeutiges Element z, welches den Abstand
}x´ z} unter allen z PM minimiert (also am nähesten an x ist).

Beweis. Sei yi eine Folge in M mit }x ´ yi} Ñ d:= infyPM }x ´ y}. Wir zeigen, dass
dann die yi eine Cauchyfolge bilden: Es gilt

}yi ´ yj}
2 “}yi ´ x` x´ yj}

2 Parall.
“ 2}yi ´ x}2 ` 2}yj ´ x}2 ´ }yi ` yj ´ 2x}2

“2}yi ´ x}2 ` 2}yj ´ x}2 ´ 4}x´ 1
2 pyi ` yjq}

2

ď2}yi ´ x}2 ` 2}yj ´ x}2 ´ 4d2

und für i, j Ñ8 konvergiert die linke Seite gegen 0.

Da H vollständig ist, gibt es ein z P H mit yi Ñ z. Da M abgeschlossen ist, ist z PM .
Wegen Stetigkeit der Norm folgt }x ´ yi} Ñ }x ´ z}, also }x ´ z} “ d. Dieses z ist
eindeutig: Angenommen es gibt noch einen Minimierer z̄, dann ist zi gegeben durch
z2i “ yi und z2i`1 “ z̄ auch eine minimierende Folge von infyPM }x´ y}. Damit folgt
aus obigen, dass zi konvergiert. Damit müssen z und z̄ als Grenzwerte von Teilfolgen
übereinstimmen.

Satz 1.2.5 (Projektionssatz).Vorl. 3 Ist M Ă H ein abgeschlossener linearer Unterraum,

H “ tx` y | x PM,y PMKu.

Die Zerlegung eines Elementes von H in diese Form x` y ist eindeutig.

Beweis. Die Ă-Inklusion ist klar. Sei nun z P H. Sei x PM das Element aus letztem
Lemma, welches z am nächsten ist. Es ist zu zeigen, dass z ´ x PMK: Auf Grund der
Wahl von x gilt für alle u PM und alle t P R

}x´ z}2 ď }x´ pz ` tuq}2 “ }x´ z}2 ´ 2tRe xx´ z, uy ` t2}u}2

und damit
t2}u}2 ě 2tRe xx´ z, uy.

∗linearer Unterraum = Untervektorraum
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1.2. Riesz-Theorem

Da t im Betrag beliebig klein gewählt werden kann, folgt Re xx ´ z, uy “ 0 für alle
u PM . Das analoge Argument für x´ pz ` tiuq liefert Im xx´ z, uy “ 0 für alle u PM
und damit x´ z PMK.
Zur Eindeutigkeit sei x1 ` y1 “ x2 ` y2 mit xi P M und yi P M

K. Dann ist M Q

x1 ´ x2 “ y2 ´ y1 PM
K. Wegen M XMK “ t0u folgt x1 “ x2 und y1 “ y2.

Der letzte Satz impliziert die Isomorphie der Hilberträume H und M ‘MK. Wir
schreiben dafür kurz H “M ‘MK.

Definition 1.2.6. Die Menge H˚:=LpH,Cq heißt Dualraum von H. Die Elemente
von H˚ nennt man stetige lineare Funktionale∗.

Satz 1.2.7 (Riesz-Theorem). Für alle A P H˚ gibt es genau ein yA P H mit Ax “
xyA, xy für alle x P H.† Außerdem gilt }yA}H “ }A}. Die Abbildung A ÞÑ yA ist
antilinear und bijektiv mit antilinearem Inversem

H Ñ H˚, y ÞÑ xy, .y.

Die letzte Abbildung nennen wir den kanonisch antilinearen Isomorphismus von H nach
H˚.

Für L2pRn,Rq hatten wir dies in einer reellwertigen Version in [4, Satz 1.8.9] skizziert.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von yA folgt, da das innere Produkt nicht
entartet ist. Falls yA “ 0 ist, folgt A “ 0. Sei nun yA ‰ 0. Dann gilt

}yA}H “
|xyA, yAy|

}yA}H

x“yA
ď sup

xPXzt0u

|Ax| “ |xyA, xy|

}x}H
loooooooooooooomoooooooooooooon

“}A}

Cauchy-Schwarz
ď }yA}H ,

woraus }yA}H “ }A} folgt.
Die Antilinearität von A ÞÑ yA kommt daher, dass yA in der ersten Komponente des
inneren Produkts steht – genauer gilt:

xyA ` αyB , xy “ xyA, xy ` αxyB , xy “ Ax` αBpxq “ pA` αBqpxq “ xyA`αB , xy

für alle A,B P H˚ und α P C.
Man rechnet direkt nach, dass die zweite Abbildung die Inverse ist.

Folgerung 1.2.8. Sei B : H ˆ H Ñ C eine Sesquilinearform‡. Außerdem sei B
beschränkt, d.h. DC ą 0 : |Bpx, yq| ď C}x} }y}. Dann gibt es einen eindeutigen
beschränkten Operator A : H Ñ H mit

Bpx, yq “ xx,Ayy.
∗Wir werden später sehen, dass bei Operatoren (lineare Abbildungen) Beschränktheit und Stetigkeit

dasselbe ist, daher der Name.
†Das x muss hier in der zweiten Komponente stehen und nicht in der ersten, da sonst A nicht

linear sein könnte.
‡linear in der zweiten und antilinear in der ersten Komponente
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1. Hilberträume

Beweis. Für y P H definiert x ÞÑ Bpx, yq einen Operator, der beschränkt ist, da
B beschränkt ist. Damit ist es ein Element in B̃ P H˚ zu dem es nach letztem
Satz ein Element gibt, welches wir Ay nennen, mit Bpx, yq “ B̃x “ xAy, xy, also
Bpx, yq “ xx,Ayy. Die dadurch definierte Abbildung y ÞÑ Ay ist linear, da B linear
in der zweiten Komponente ist. Eindeutigkeit folgt aus der Nichtdegeneriertheit des
inneren Produkts, da für ein A1 mit den gleichen Eigenschaften xx,Ay ´ Ãyy “ 0 für
alle x, y P H und damit Ay “ Ãy folgt.
Es bleibt die Beschränktheit von A zu zeigen:

}Ay}2 “ BpAy, yq ď C}Ay} }y} und damit }A} ď C.

1.3. Orthonormalbasen
Definition 1.3.1. Sei H ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S Ă H heißt orthonormal,
falls xx, yy “ 0 und }x} “ 1 für alle x, y P S mit x ‰ y gilt. Eine orthonormale Teilmenge
S heißt eine orthonormale (Hilbert)Basis/ ein vollständiges Orthonormalsystem von
H, falls es keine orthonormale Teilmenge S1 Ă H mit S Ă S1 und S ‰ S1 gibt.

Mit dem Auswahlaxiom (Zornsches Lemma) sieht man leicht, dass jeder Hilbertraum
eine solche Basis besitzt. Wir werden den Begriff aber nur für Hilberträume mit
abzählbarer Basis, sogenannte separable Hilberträume, verwenden.

Lemma 1.3.2 (Pythagoras). Sei S “ txk | 1 ď k ď Nu eine orthonormale Teilmenge
eines Hilbertraumes H. Dann gilt für alle x P H

}x}2 “
N
ÿ

k“1
|xx, xky|

2 `

›

›

›

›

›

x´
N
ÿ

k“1
xx, xkyxk

›

›

›

›

›

2

.

Beweis. Ansatz: x “
řN
k“1xx, xkyxk `

´

x´
řN
k“1xx, xkyxk

¯

und nachrechnen.

Satz 1.3.3. Sei H ein separabler Hilbertraum und pekqkPN eine orthonormale Basis
von H. Dann gilt für alle y P H

y “
8
ÿ

k“0
xxk, yyxk und }y}2 “

8
ÿ

k“0
|xxk, yy|

2.

Beweis. Die zweite Gleichheit folgt direkt aus der ersten und der Orthonormalität.

Nach letztem Lemma ist
řN
k“0 |xxk, yy|

2 ď }y}2 für alle N . Also ist
´

řN
k“0 |xxk, yy|

2
¯

N
eine monoton steigende beschränkte Folge und konvergiert somit.
Sei nun yn:=

řn
k“0xxk, yyxk Dann gilt für n ą m

}yn ´ ym}
2 “

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“m`1
xxk, yyxk

›

›

›

›

›

2

“

n
ÿ

i“m`1
|xxk, yy|

2,
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1.3. Orthonormalbasen

Also ist yn eine Cauchyfolge in H und konvergiert gegen ein ŷ P H.
Es bleibt y “ ŷ zu zeigen. Dies folgt, da für alle Basiselemente gilt:

xy ´ ŷ, x`y “ lim
kÑ8

xy ´
n
ÿ

k“1
xxk, yyxk, x`y “ xy, x`y ´ xy, x`y “ 0.

Wäre nun y´ ŷ ‰ 0, dann wäre tekukPNYt y´ŷ
}y´ŷ}u eine größere orthonormale Teilmenge,

was der Definition der Orthonormalbasis widerspricht.

Lemma 1.3.4. Ist tenunPN eine orthonormale Teilmenge eines Hilbertraumes H, so
dass es für alle y P H eine komplexe Folge pαnqn mit y “

ř8

n“0 αnen gibt, dann ist
tenunPN eine Orthonormal(hilbert)basis.

Beweis. ÜA7

Beispiel 1.3.5. pek:= 1?
2π e

ikxqkPZ ist eine orthonormale Hilbertbasis von L2pr´π, πsq:

Orthonomalität folgt wegen

pek, e`qL2 “
1
2k

ż π

´π

eip`´kqxdx “ δkl.

Die Fourierreihe [4, Abschnitt 2.1.2] ist die Darstellung jedes Elementes aus L2pr´π, πsq
bezüglich dieser ek, also muss es nach letztem Lemma eine Orthonormalbasis sein.
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2. Banachräume
Allgemeiner als Hilberträume ist der Begriff der Banachräume, der schon in Analysis 2
und 3 eine Rolle gespielt hat:

Ein Banachraum ist ein vollständig normierter Vektorraum.

Operatoren zwischen Banachräumen und die Operatornorm sind ganz analog wie auf
Hilberträumen definiert. Zwei Banachräume heißen isomorph, wenn es eine isometrische
bijektive lineare Abbildung zwischen diesen gibt.

Wir beschränken uns hier wieder auf komplexe Vektorräume.

2.1. Beispiele
Wir sammeln hier einige wichtige Banachräume:

Beispiel 2.1.1.

(i) Lp-Räume (p P r1,8q) sind per Konstruktion Banachräume: LppRnq “ C0
c pRnq}.}p

mit }c P C0
c pRnq}p “

`ş

Rn |c|
pdvol

˘
1
p , vgl. Appendix A.

(ii) L8 mit der Supremumsnorm }.}8 ist ein Banachraum [7, S.20].

(iii) Sei D Ă Rn offen. C0pDq:=tc : D Ñ C stetig | }c}C0 ă 8u zusammen mit der
Supremumsnorm }c}C0 :=}c}8:= supxPRn |cpxq| ist ein Banachraum, vgl. für den
Fall C0pra, bsq [3, Bsp. 3.3.3] – allgemeiner Beweis ist analog.

C0pDq ist ein abgeschlossener Unterraum von L8pDq∗.

(iv) CkpDq:=tc : D Ñ C k ´mal stetig differenzierbar | }c}Ck ă 8u† mit

}c}Ck :=
ÿ

αPNn,|α|ďk
sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B|α|

Bxα
fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Für C1pra, bsq siehe Beweisstrategie in [3, ÜA2], so geht auch der allgemeine Fall.

∗Das gilt sogar für alle D Ă Rn Lebesgue-messbar.
†Vgl. mit [4, Def. 2.2.7] – dort heißt CkpRnq allerdings Ckb pR

nq.
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2. Banachräume

(v) Sei X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Dann ist LpX,Y q zusammen
mit der Operatornorm (s. Beispiel 1.1.4.iv) ein Banachraum:

Sei Ai eine Cauchyfolge in LpX,Y q. Dann ist nach Definition der Operatornorm
Aix für jedes x P X eine Cauchyfolge in Y . Setze Ax:= limiÑ8Aix – existiert da
Y vollständig ist.

A ist der Kandidat für den Grenzwert der Ai. Zunächst zeigen wir, dass A P

LpX,Y q ist: Die Linearität von A ist klar. Wir zeigen als nächstes, dass A
beschränkt ist: Es gilt nach der Dreiecksungleichung für Normen

|}Ai} ´ }Aj}| ď }Ai ´Aj}.

Also ist p}Ai}qi eine Cauchyfolge in R. Der Grenzwert sei a. Dann folgt }Ax}Y “
limiÑ8 }Aix}Y ď limiÑ8 }Ai}}x}X ď a}x}X , also ist A beschränkt.

Es bleibt }A´Ai} Ñ 0 zu zeigen: Für alle ε ą 0 gibt es ein i0, so dass }Aj´Ai} ă ε
für alle i, j ą i0. Dann ist

}Ax´Aix}Y “ lim
jÑ8

}Ajx´Aix}Y ď lim
jÑ8

}Aj ´Ai}}x}X ă ε}x}X

und somit }A´Ai} ď ε.

(vi)Vorl. 4 (Folgenräume) Die Folgenräume

`8:=
"

pakqkPN | }pakqk}8:= sup
k
|ak| ă 8

*

c0:=
"

pakqkPN | lim
kÑ8

ak “ 0
*

`p:=

$

&

%

pakqkPN | }pakqk}p:=
˜

8
ÿ

k“0
|ak|

p

¸
1
p

ă 8

,

.

-

mit der gliedweisen Addition und skalaren Multiplikation und der Supremumsnorm
}.}8 für die Räume `8 und c0 und der Lp-Norm (1 ď p ă 8) }.}p für `p sind
Banachräume [7, S. 8-14].

(vii) Seien pXi, }.}iq, i “ 1, 2, Banachräume. Dann ist X1 ‘X2 mit

}px, yq}:=}x}1 ` }y}2
wieder ein Banachraum (bzw. wie die Hilbertraumversion).

!! Vergleich zur Hilbertraumversion aus Beispiel 1.1.2.v: Dort ist die Norm auf
H1‘H2 gegeben durch }px, yq} “

a

}x}1 ` }y}2 äquivalent zur obigen Norm. Der
Unterschied ist, dass die von einem inneren Produkt kommt und damit H1 ‘H2
wieder zu einem Hilbertraum macht. Für die obige Norm auf X1 ‘X2 stimmt
das nicht, selbst wenn die Normen auf Xi selbst von inneren Produkten kommen
(Das sieht man, in dem man nachrechnet, dass die Parallelogrammidentität, S. 9,
nicht gilt. !!
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2.2. Separabilität

(viii) Sei X ein Banachraum und U ein linearer Unterraum von X. Dann ist U mit der
induzierten Norm genau dann vollständig, wenn er abgeschlossen ist:

U ist mit der Norm von X wieder ein normierter Raum. Ist U vollständig, muss
er automatisch abgeschlossen sein. Da eine Folge in U , die in X konvergiert, eine
Cauchyfolge in U ist und damit dort schon konvergieren musste. Sei andererseits
U abgeschlossen und xi eine Cauchyfolge in U . Dann ist diese auch Cauchyfolge
in X und muss dort gegen ein x P X konvergieren. Da U aber abgeschlossen was,
muss schon x P U gelten. Also ist U vollständig.

Die analoge Aussage gilt auch für Hilberträume – gleicher Beweis.

(ix) Sei U ein abgeschlossener linearer Unterraum von einem Banachraum X. Dann
ist X{U zusammen mit der Norm

}x` U}:= inf
uPU

}x` u}Xp“ distpx, Uqq

wieder ein Banachraum: ÜA6

Ein wichtiges Kriterium zur Überprüfung von Vollständigkeit ist: (wird z.B. für (ii)
von oben benutzt)

Lemma 2.1.2. Ein normierter Vektorraum pX, }.}q ist genau dann vollständig, wenn
für jede Folge pxkqkPN mit

ř8

k“0 }xk} ă 8 die Reihe
ř8

k“0 xk konvergiert.

Beweis. ÜA5

2.2. Separabilität
Definition 2.2.1. Ein metrischer Raum heißt separabel, falls es eine abzählbare dichte
Teilmenge gibt.

Wir müssen natürlich am Ende noch sehen, dass dieses ’separabel’ mit dem Begriff
’separabel’ für Hilberträume kompatibel ist. Zunächst überlegen wir uns:

Lemma 2.2.2. Für einen normierten Raum X sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) X ist separabel.

(ii) Es gibt eine abzählbare Teilmenge U Ă X mit X “ spanU .

Beweis. (i) ùñ (ii) klar.
(ii) ùñ (i) Da U abzählbar ist, sagen wir U “ tu1, u2, . . .u, ist auch

V “

#

n
ÿ

i“1
λiui | n P N, λi P QˆQ

+

abzählbar. Da Q dicht in R und damit QˆQ P C liegt, liegt V dicht in spanU . Also
liegt V dicht in X.
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2. Banachräume

Beispiel 2.2.3.

(i) `p, 1 ď p ă 8, ist separabel: Wähle A:=tei | i P Nu, wobei ei “ p0, . . . , 0, 1, 0, . . .q
mit 1 an der i.ten Stelle ist. Dann ist `p “ spanA}.}`p : Für paiqi P `p gilt

}paiqi ´
n
ÿ

k“0
aiei}`p “ }

8
ÿ

k“n`1
aiei}`p “

˜

8
ÿ

k“n`1
|ai|

p

¸
1
p

Ñ 0.

(ii) c0 ist separabel: Beweis analog zu (i).

(iii) `8 sind nicht separabel: Für M Ă N sei χM definiert durch χM pnq “ 1 für n PM
und Null sonst. Dann ist Z “ tχM |M Ă Nu Ă `8 überabzählbar, [2, Satz 3.10.5],
und }χM ´ χM 1}`8 “ 1 für alle M ‰ M 1. Sei A Ă `8 abzählbar. Dann kann
nach Dreiecksungleichung für jedes x P A die Menge ty P `8 | }x ´ y}`8 ă

1
4u

höchstens ein y P Z enthalten. Somit kann A nicht dicht liegen.

(iv) Sei pX, dq ein separabler metrischer Raum. Sei A Ă X abgeschlossen. Dann ist
pA, dq ebenfalls separabel:

Da X separabel ist, gibt es eine abzählbar dichte Teilmenge B Ă X. Sei ε ą 0.
Dann gilt YxPBBεpxq “ X. Zu jedem x P B und jedem n P N für welches
B 1
n
pxq X A ‰ ∅, wähle ein Element in dieser Menge. Alle solch erhaltenen

Elemente vereinigt bilden die Menge C. Diese ist noch immer abzählbar, da B
und N abzählbar sind. Dann gilt C “ A: Sei x P A Ă X. Dann gibt es eine Folge
xi P B mit xi Ñ x. Für n0 gross genug, gibt es für alle i ě n0 ein yi P C mit
dpxi, yiq ă

1
i . Dann gilt

dpyi, xq ď dpxi, yiq ` dpxi, xq Ñ 0.

(v) L8pr0, 1sq und somit L8pRq sind nicht separabel:

Da wir L8pr0, 1sq durch Nullfortsetzung als abgeschlossene Teilmenge von L8pRq
auffassen können, reicht es nach letztem Punkt zu zeigen, dass L8pr0, 1sq nicht
separabel ist.

Wir betrachten
Φ: `8 Ñ L8pr0, 1sq, pynqně0 ÞÑ f,

mit fpxq “ yk auf x P p 1
k`1 ,

1
k s und fp0q “ 0. Dann ist Φ injektiv und es gilt

}Φppynqnq}8 “ }pynqn}`8 . Also können wir `8 als Unterraum von L8pr0, 1sq
auffassen. Da `8 nicht separabel ist, ist auch L8pr0, 1sq nicht separabel.

(vi) Andere separable Räume sind CkpRnq, LppRnq für 1 ď p ă 8.

Lemma 2.2.4. Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn er eine abzählbare
Orthonormalbasis besitzt.
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Das letzte Lemma impliziert insbesondere, dass jeder separable unendlich-dimensionale
Hilbertraum isometrisch zum Hilbertraum `2 ist.

Beweis. Falls der Hilbertraum eine abzählbare Orthonormalbasis besitzt, folgt separabel
mit Lemma 2.2.2.
Falls der HilbertraumH separabel ist, dann gibt es nach letztem Lemma eine abzählbare
Teilmenge U mit H “ spanA. Sei A “ ta1, a2, . . .u. Dann führt man iterativ Gram-
Schmidt auf A aus. Dabei bleibt der Span erhalten und man hat am Ende eine
Orthonormalbasis.

2.3. Hahn-Banach
Als nächstes werden wir den Satz von Hahn-Banach, der in seiner Form auf normierten
Räumen X, sicherstellt, dass X˚ ’genügend’ Elemente enthält, um bei vielen Exis-
tenzresultaten hilfreich zu sein. Er wird leider nur für separable normierte Räume
konstruktiv sein, sonst benutzt es das Lemma von Zorn.
Wir beginnen mit einer Version noch ohne Norm:

Satz 2.3.1 (Hahn-Banach – lineare Algebraversion in reell). Sei X ein reeller Vektor-
raum und p : X Ñ R sublinear, d.h.

ppλxq “λppxq @λ ě 0, x P X
ppx` yq ďppxq ` ppyq @x, y P X

Sei V Ă X ein linearer Unterraum und ϕ : V Ñ R linear mit ϕpvq ď ppvq für alle
v P V . Dann gibt es eine lineare Abbildung ψ : X Ñ R mit ψ|V “ ϕ und ψ ď p auf
ganz X.

Für X separabel ist der folgende Beweis konstruktiv. Im Allgemeinen braucht man das
Auswahlaxiom.

Beweis. Sei zunächst X “ V ‘ Rx für ein x R V . Dann muss wegen Linearität und
ψ|V “ ϕ die gesuchte Fortsetzung die Form ψpv ` αxq “ ϕpvq ` αs für ein geeignetes
s P R haben. Die noch fehlende Bedingung ψ ď p ist dann

ppv ` αxq ě ϕpvq ` αs

für alle v P V und α P R. Für α “ 0 ist das unabhängig von s wahr. Sei nun α ‰ 0. Da
V ein linearer Unterraum und ϕ linear ist, reicht es α P t˘1u zu betrachten, da dann
für alle β ą 0

ppv ˘ βxq “ βppβ´1v ˘ xq ě ϕpvq ˘ βs

folgt. Wir brauchen also für s: ppv ` xq ´ ϕpvq ě s ě ϕpvq ´ ppv ´ xq für alle v P V .
Aus der Sublinearität von p und ϕ ě p|V folgt für alle v, w P V

ppv ` xq ` ppw ´ xq ě ppv ` wq ě ϕpv ` wq “ ϕpvq ` ϕpwq
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2. Banachräume

und damit
inf
vPV

ppv ` xq ´ ϕpvq ě sup
wPV

ϕpwq ´ ppw ` xq.

Hieraus folgt die Existenz des gesuchten s.
Vorl. 5 Sei nun X separabel und X “ V ‘V K für die Wahl eines Skalarproduktes auf X. Dann

ist nach Beispiel 2.2.3.iv auch V K separabel und es gibt eine abzählbare Teilmenge
A “ tx1, x2, . . .u die dicht in V K ist. Wir führen iterativ obige Konstruktion zunächst
für X1:=V ‘ Rx1 aus. Sei i0 das kleinste i mit xi R X1. Dann obige Konstruktion
für X2:=X1 ‘ Rxi und so weiter. Am Ende haben wir eine lineare Fortsetzung auf
ψ : V ‘ span Ñ R mit den gesuchten Eigenschaften.
Ist X nicht unbedingt separabel, können wir das Zornsche Lemma verwenden: Sei C die
Menge aller pU,ψ : U Ñ Rq mit U Ă X linearer Unterraum mit V Ă U und ψ linear,
so dass ψ|V “ ϕ und ψ ď p|U gilt. Auf C definiert

pU1, ψ1q ď pU2, ψ2q genau dann, wenn U1 Ă U2 und ψ2|U1 “ ψ1

eine partielle Ordnung∗. Sei C1 Ă C eine total geordnete Teilmenge. Dann sieht man
direkt, dass C1 eine obere Schranke mit U :=YpUi,ψiqPC1 Ui und ψ : U Ñ R, ψ|Ui “ ψi
für alle pUi, ψiq P C1 besitzt. Außerdem ist C nicht-leer, da pV, ϕq P C ist. Nach Lemma
von Zorn hat also C ein maximales Element pU,ψq. Wäre U ‰ X, dann könnten wir
die Konstruktion vom Anfang auf ein x P XzU und pU,ψq anwenden und dies würde
der Maximalität von pU,ψq widersprechen.

Satz 2.3.2 (Hahn-Banach – lineare Algebraversion in komplex). Sei X ein komplexer
Vektorraum und p : X Ñ R sublinear. Sei V Ă X ein linearer Unterraum und ϕ : V Ñ C
C-linear mit Reϕpvq ď ppvq für alle v P V . Dann gibt es eine C-lineare Abbildung
ψ : X Ñ C mit ψ|V “ ϕ und Reψ ď p auf ganz X.

Beweis. Betrachten wir X zunächst als reellen Vektorraum, gibt uns die reelle Version
eine R-lineare Abbildung F : X Ñ R mit F |V “ Reϕ und F ď p. Wir setzen ψpxq “
F pxq ´ iF pixq. Dann ist Reψ “ F , ψ|V “ ϕ (da V komplexer Untervektorraum) und
man kann nachrechnen, dass ψ : X Ñ C C-linear ist: Es ist ψpixq “ F pixq ´ iF piixq “
ipF pxq ´ iF pxqq “ iψpxq. Der Rest folgt mit der R-Linearität von F .

Satz 2.3.3 (Hahn-Banach für lineare Funktionale). Sei X ein normierter reeller oder
komplexer Vektorraum. Sei V Ă X ein linearer Unterraum mit der induzierten Norm.
Dann gibt es für alle ϕ P V ˚ ein ψ P X˚ mit ψ|V “ ϕ und }ψ}X˚ “ }ϕ}V ˚

Beweis. Sei X zunächst ein reeller Vektorraum. Wir setzen ppx P Xq “ }ϕ}V ˚ }x}X .
Wegen der Eigenschaften ist dann p sublinear. Außerdem gilt |ϕpxq| ď }ϕ}V ˚ }x}X “
ppxq für alle x P V . Nach Satz 2.3.1 erhalten wir eine R-lineare Abbildung ψ : X Ñ R
mit ψpxq ď ppxq für alle x P X. Wir haben sogar |ψpxq| ď ppxq “ }ϕ}V ˚ }x}X , denn
´ψpxq “ ψp´xq ď pp´xq “ ppxq. Also folgt }ψ}X˚ ď }ϕ}V ˚ . Zusammen mit

}ϕ}V ˚ “ sup
xPV zt0u

|ϕpxq|

}x}X
“ sup
xPV zt0u

|ψpxq|

}x}X
ď sup
xPXzt0u

|ψpxq|

}x}X
“ }ψ}X˚ .

∗partielle Odnung: transitiv, reflexiv und antisymmetrisch
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2.3. Hahn-Banach

Zusammen ist demnach }ψ}X˚ “ }ϕ}V ˚ .
Sei nunX ein komplexer Vektorraum. Dann betrachten wirX zunächst wieder als reellen
Vektorraum und definieren p wie oben und erhalten zunächst eine R-lineare Fortsetzung,
aus der wir wie im Beweis des letzten Satzes wieder eine C-lineare Fortsetzung ψ P X˚
mit }Reψ}X˚ “ }ϕ}V ˚ . Es bleibt }Reψ}X˚ “ }ψ}X˚ zu zeigen: Für x P X existiert
ein λpxq P C mit |λpxq| “ 1 und ψpxq “ λpxq|ψpxq|. Dann ist |ψpxq| “ λpxq´1ψpxq “
ψpλpxq´1xq “ |Reψpλpxq´1xq| und damit

}ψ}X˚ “ sup
xPXzt0u

|ψpxq|

}x}X
“ sup
xPXzt0u

|Reψpλpxq´1xq|

}λpxq´1x}X
ď }Reψ}X˚ .

Die inverse Ungleichung folgt mit |Reψ| ď |ψ|.

Aus der letzten Folgerung ergibt sich umgehend:

Folgerung 2.3.4.

(i) Sei X ein normierter Raum und x P X, x ‰ 0. Dann gibt es ein ϕ P X˚ mit
ϕpxq “ 1 und }ϕ}X˚ “ }x}´1

X .

(ii) Sei X ein normierter Raum und x P X. Dann ist x “ 0 genau dann, wenn
ϕpxq “ 0 für alle ϕ P X˚.

(iii) Sei X ein normierter Raum und x1, x2 P X mit x1 ‰ x2. Dann gibt es ϕ P X˚
mit ϕpx1q ‰ ϕpx2q.

Zu (iii) sagt man: X˚ trennt die Punkte von X.

Beweis. (i) Sei V “ spantxu. Sei ψ P V ˚ definiert durch ψpxq “ 1. Dann ist }ψ}V ˚ “
}x}´1

X . Nach letztem Satz gibt es ein ϕ P X˚ mit }ϕ}X˚ “ }x}X .
(ii) Folgt aus (i).
(iii) Hahn-Banach angewendet auf V “ spantx1, x2u und ϕ P V ˚ definiert durch
ψpx1q “ 1 und ψpx2q “ ´1.

Folgerung 2.3.5. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt

}x}X “ sup
ϕPX˚zt0u

|ϕpxq|

}ϕ}X˚

Beweis. ÜA

Folgerung 2.3.6. Sei X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener linearer Unter-
raum, x P XzU . Dann gibt es ein ϕ P X˚ mit ϕ|U “ 0 und ϕpxq “ 1.

Beweis. ÜA

Folgerung 2.3.7. Sei X ein normierter Raum und U ein linearer Unterraum. Dann
liegt U genau dann in X dicht ist, wenn aus ϕ|U “ 0 für ϕ P X˚ schon ϕ “ 0 folgt.

Beweis. ÜA
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2. Banachräume

2.4. Vergleich zu Hilberträumen
Einige Begriffe, die wir bei Hilberträumen kennengelernt haben, gelten auch noch für
Banachräume – Operator und beschränkter Operator. Aber dadurch, dass i.A. die
Norm nicht von einem inneren Produkt kommt, gehen manche Sachen nicht mehr:

2.4.1. Reflexivität
Für Hilberträume H folgt aus dem Riesztheorem 1.2.7, dass H Ñ H˚ Ñ H˚˚:=pH˚q˚
als Hintereinanderausführung zweier antilinearer bijektiver normerhaltener Abbildungen
ein Hilbertraumisomorphismus ist.

Für Banachräume X hat man i.A. immer noch eine kanonische Inklusion

J : X Ñ X˚˚:=pX˚q˚, x ÞÑ pϕ P X˚ ÞÑ ϕpxqq.

Dies ist ein injektiver isometrischer Operator. Injektivität folgt, da aus Jpxq “ 0 folgt,
ϕpxq “ 0 für alle x und damit x “ 0 nach Folgerung 2.3.4.ii. Isometrisch folgt mit:

|Jpxqpϕ P X˚q| “ |ϕpxq| ď }ϕ}X˚}x}X

und damit }Jpxq}X˚˚ ď }x}X . Die umgekehrte Ungleichung folgt mit Folgerung 2.3.4.i
– dort erhält man für x P Xzt0u ein ϕ P X˚ mit ϕpxq “ 1 und }ϕ}X˚}x}X “ 1 und
damit

}Jpxq}X˚˚ ě
|ϕpxq|

}ϕ}X˚
“ }x}X .

I.A. ist aber J nicht surjektiv.

Definition 2.4.1. Ein Banachraum X heißt reflexiv, falls X˚˚ als Banachraum iso-
morph zu X ist.

Lemma 2.4.2. Ein normierter Raum mit separablem Dualraum ist selbst separabel.

Beweis.Vorl. 6 Sei X der normierte Raum und X˚ sei separabel. Nach Beispiel 2.2.3.iv
ist dann SX

˚

1 p0q:=tϕ P X˚ | }ϕ}X˚ “ 1u als Teilmenge wieder separabel. Damit
gibt es tϕ1, ϕ2, . . . , u Ă SX

˚

1 p0q, welche in SX
˚

1 p0q dicht liegt. Sei xi P SX1 p0q:=tx P
X | }x}X “ 1u so gewählt, dass |ϕipxiq| ě 1

2 ist (möglich, da }ϕ}X˚ “ 1). Wir zeigen,
dass A “ tx1, x2, . . .u dicht in X ist: Dazu sei ϕ P X˚ mit ϕ|A “ 0. Angenommen
ϕ ‰ 0. O.B.d.A. sei dann }ϕ}X˚ “ 1. Da die ϕi in SX

˚

1 p0q dicht liegen, gibt es dann
ein ϕk mit }ϕ´ ϕk}X˚ ď 1

4 . Somit gilt:

1
2 ď |ϕkpxkq| “ |ϕkpxkq ´ ϕpxkq| ď }ϕ´ ϕk}X

˚}xk}X ď
1
4 ,

was den Widerspruch gibt. Also muss schon ϕ ” 0, damit nach Folgerung 2.3.7 spanA
dicht in X und somit nach Lemma 2.2.2 X separabel sein.
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2.4. Vergleich zu Hilberträumen

Beispiel 2.4.3.

(i) Sei 1 ă p ă 8 und 1
p `

1
q “ 1. Die lineare Abbildung

ϕ : `p Ñ p`qq
˚, pxnqn ÞÑ

˜

pynqn P `q ÞÑ
8
ÿ

n“0
xnyn

¸

ist ein isometrischer bijektiver Operator, also ein Banachraum isomorphismus:

Wohldefiniert folgt mit
ˇ

ˇ

ř8

n“0 xnyn
ˇ

ˇ ď }pxnqn}`p}pynqn}`q .

Injektivität folgt aus ϕppxnqnqpemq “ xm für alle m.

Surjektivität: Sei ψ P `˚q . Setze xn:=ψpenq. Dann ist wegen

}pxnqn}
p
`p
“

8
ÿ

k“0
|xk|

p “
ÿ

k,xk‰0
xk
|xk|

p

xk
“

ÿ

k,xk‰0
ψpekq

|xk|
p

xk

“ψ

˜

ÿ

k,xk‰0

|xk|
p

xk
ek

¸

ď }ψ}`˚q

˜

8
ÿ

k“0
p|xk|p´1qq

¸
1
q

“}ψ}`˚q }pxkqk}
p
q

`p
ă 8

Also ist pxnqn P `p. Außerdem ist ϕppxnqnqpynqn “
ř8

n“0 ψpenqyn “ ψppynqnq, wo
der letzte Schritt benutzt, dass en eine Basis von `q ist. Also ist ϕ surjektiv.

Isometrie: Aus obigem folgt }pxnqn}`p ď }ϕppxnqnq}`˚q . Die andere Ungleichung
folgt mittels Hölder:

}ϕppxnqnq}`˚q “ sup
pynqnP`q

|ϕppxnqnqpynqn|

}pynqn}`q
ď }pxnqn}`p .

Somit haben wir gesehen, dass p`qq˚ als Banachraum isomorph zu `p ist und
damit das Bidual p`qq˚˚ isomorph zu p`pq˚ und damit zu `q ist. Also sind die `p
für 1 ă p ă 8.

(ii) Der Beweis aus (i) funktioniert auch für p “ 8 und q “ 1, also ist der Dualraum
von `1 isomorph zu `8: Es geht alles genau so, nur bei der Surjektivität muss
man noch nachrechnen, dass bei ψ P `˚1 und xn:=ψpenq wirklich pxnqn P `8 ist.
Dazu ist

}pxnqn}`8 “ sup
n
|ψpenq| ď }ψ}`˚1

sup
n
|en| “ }ψ}`˚1

.

Allerdings kann der Dualraum von `8 nicht `1 sein, da `1 separabel ist, `8 nicht
und es damit Lemma 2.4.2 widersprechen würde.

Der Dualraum von c0 ist isomorph zu `1, ÜA12. Also ist pc0q˚˚ isomorph zu `8.
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2. Banachräume

(iii) Der Dualraum von LppΩ Ă Rnq für 1 ă p ă 8 ist LqpΩ Ă Rnq, Ω Ă Rn Lebesgue-
messbar und 1

q `
1
p “ 1, ÜA16. Also sind diese Räume reflexiv. Der Dualraum

von L1 ist L8, aber der Dualraum von L8 ist größer als L1. Also sind L1 und
L8 beide nicht reflexiv.

(iv) Abgeschlossene Unterräume reflexiver Räume sind wieder reflexiv:

Beweis. Sei X reflexiv und U Ă X abgeschlossen. Es ist zu zeigen, dass J : U Ñ
U˚˚ surjektiv ist. Dazu sei u2 P U˚˚. Wir setzen ϕ : x1 P X˚ ÞÑ u2px1|U q P C.
Wegen

|ϕpx1q “ u2px1|U q| ď }u
2}U˚˚ }x

1|U }U˚ ď }u
2}U˚˚ }x

1}X˚

ist ϕ P X˚˚. Da X reflexiv ist, gibt es ein x P X mit

x1pxq “ ϕpx1q “ u2px1|U q für alle x1 P X˚.

Es ist x P U : Wäre x R U , dann gebe es nach Folgerung 2.3.6 ein x1 P X˚ mit
x1|U “ 0 und x1pxq “ 1, was der Wahl von x widerspricht.

Es bleibt u2pu1q “ u1pxq für alle u1 P U˚ zu zeigen: Dazu sei u1 P U˚. Dann gibt
es ein x1 P X˚ mit x1|U “ u1. Daraus folgt u2pu1q “ u2px1|U q “ x1px P Uq “
u1pxq.

2.4.2. Annihilatoren
Ein weiterer Unterschied zu Hilberträumen: Da i.A. die Norm nicht von einem inneren
Produkt kommt, gibt es den Begriff von orthogonal bzw. orthogonalem Komplement so
erst einmal nicht. Das fehlende orthogonale Komplement kann man aber in gewissem
Sinne ersetzen. Statt diesem sind folgende Begriffe manchmal nützlich:
Annihilator von U Ă X

UK:=tx˚ P X˚ | x˚puq “ 0 @u P Uu

Prä-Annihilator von V Ă X˚

VK:=tx P X | vpxq “ 0 @ v P V u

UK und VK sind jeweils lineare Unterräume von X˚ bzw. X.
UK Ă X und VK Ă X˚ sind jeweils abgeschlossene linearer Unterräume.
Lemma 2.4.4. Sei X ein Banachraum und V Ă X ein abgeschlossener linearer
Unterraum. Dann ist

X˚{V K Ñ V ˚, ϕ` V K ÞÑ pv ÞÑ ϕpvqq

als auch
pX{V q˚ Ñ V K, pϕ : X{V Ñ Cq ÞÑ px ÞÑ ϕpx` V qq

ein wohldefinierter Isomorphismus von Banachräumen ist.

Beweis. ÜA14
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2.5. Noch ein bisschen Topologie auf
metrischen/normierten Räumen

Wir sammeln noch ein paar ’topologischere’ Resultate, diee wir in Zukunft öfter
brauchen werden.

2.5.1. Zu normierten Räumen
Lemma 2.5.1 (Rieszsches Lemma). Sei pX, }.}q ein normierter Raum. Sei U Ă X
ein abgeschlossener Unterraum mit U ‰ X. Sei δ P p0, 1q. Dann gibt es ein x P X mit
}x} “ 1 und }x´ u} ě 1´ δ für alle u P U .

Beweis. Sei y P XzU . Da U abgeschlossen ist, ist dpy, Uq:= inft}y ´ u} | u P Uu ą 0.
Dann gibt es ein u P U mit }y ´ u} ă dpy,Uq

1´δ . Wir setzen

x:= y ´ u

}y ´ u}
.

Dann ist }x} “ 1 und für alle v P U gilt

}x´ v} “
1

}y ´ u}
}y ´ pu` }y ´ u}v

loooooomoooooon

PU

q} ě
dpy, Uq

}y ´ u}
ą 1´ δ.

Zum Kompaktheitsbegriff: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heißt (folgen-
)kompakt, falls jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt. Für metrische
Räume ist dies äquivalent zum Begriff überdeckungskompakt: Eine Teilmenge A eines
metrischen Raumes heißt (überdeckungs-)kompakt, falls es jede offene Überdeckung
von A eine endliche Teilüberdeckung besitzt, d.h für jede Familie tUαuαPI von offenen
Teilmengen in X mit A Ă YαUα eine endliche Teilmenge ti1, . . . , iju Ă I mit A Ă

Y
j
k“1Uik gibt, [3, ].

Lemma 2.5.2. Der Abschluss des Einheitsballs B1p0q in einem normierten Raum ist
genau dann kompakt, wenn der Raum endlichdimensional ist.

Dass der Abschluss des Einheitsballs in `p nicht kompakt ist, sieht man z.B. direkt,
indem man die Folge penqn in `p betrachtet. Hier gilt }en}`p “ 1. Würde eine Teilfolge
von penqn konvergieren, konvergiert auch die Teilfolge jedes Eintrages. D.h. wenn es
konvergiert, dann gegen die Nullfolge. Doch }en ´ 0}`p “ 1, was den Widerspruch gibt.

Vorl. 7- S. 101

Beweis. Vorl. 8Ist der Vektorraum endlich dimensional, also isomorph zu Rn, dann folgt die
Kompaktheit des Einheitsballs mittels Bolzano-Weierstrass.

Sei nun B1p0q Ă V kompakt. Angenommen dimX “ 8. Dann erhalten wir mittels
des Rieszschen Lemma 2.5.1 iterativ eine Folge ei, i P N, in X mit }ei} “ 1 und
}ei´ ej} ě

1
2 für alle i, j P N mit i ‰ j wie folgt: Sei e1 mit }e1} “ 1. Sei nun ei für alle
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1 ď i ď k mit obigen Eigenschaften gegeben. Das Rieszsche Lemma angewendet auf
spantei | 1 ď i ď ku gibt ek`1 mit den gesuchten Eigenschaften. Die beschränkte Folge
ei kann somit keine Cauchyteilfolge und damit keine konvergente Teilfolge besitzen.
Also kann B1p0q nicht kompakt sein.

2.5.2. Satz von Baire
Satz 2.5.3 (Satz von Baire). Sei pX, dq ein vollständiger metrischer Raum. Jede
Vereinigung von abzählbar vielen abgeschlossenen Mengen ohne innere Punkte hat
keinen inneren Punkt.

Beweis. Seien Ak, k P Ną0, abgeschlossene Mengen. Wir führen einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an alle Ak enthalten keine innere Punkte, aber Y8k“1Ak enthalte
einen offenen Ball B0. Wir definieren nun induktiv für k ě 1: Sei rk P p0, 1

k q und
xk P X derart, dass Bk:=Brkpxkq Ă Bk´1zAk gilt. Das ist möglich, da Bk´1zAk offen
und nichtleer ist. Somit gilt nun dpxk, x`q ă 1

k . Also ist xk eine Cauchyfolge. Da X
vollständig ist, konvergiert xk gegen ein x P X mit x P Bk und damit x R Ak für alle k.
Mit x P B1 Ă B0 und der Wahl von B0 ergibt sich der Widerspruch.

2.5.3. Gleichgradige Stetigkeit
Definition 2.5.4. Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei F eine Familie
von Funktionen von X nach Y . Die Familie F heißt gleichgradig stetig, falls

@ε ą 0 @x P X Dδ ą 0 @f P F @x1 P X mit dXpx, x1q ă δ : dY pfpxq, fpx
1qq ă ε.

Die Familie F heißt gleichmäßig gleichgradig stetig, falls

@ε ą 0 Dδ ą 0 @f P F @x, x1 P X mit dXpx, x1q ă δ : dY pfpxq, fpx
1qq ă ε.

Satz 2.5.5 (Arzela-Ascoli). Seien X ein kompakter metrischer Raum und Y ein
Banachraum. Sei F eine Familie stetiger Abbildungen von X nach Y (versehen mit
der Supremumsnorm }f}C0 “ supxPX }fpxq}Y ). Sei F ist gleichgradig stetig für jedes
x P X und für jedes x P X ist tfpxq | f P Fu Ă Y relativ kompakt∗. Dann ist F ist
relativ kompakt in F .

Beweis. Der kompakte metrische Raum X ist separabel: Es ist für alle n YxPXB 1
n
pxq

eine offene Überdeckung von X und hat deswegen eine endliche Teilüberdeckung
Y
kpnq
i“1 B 1

n
pxinq. Dann ist txin | n P N, 1 ď i ď kpnqu eine abzählbare dichte Teilmenge

von X.

Sei nun fn eine Folge in F und sei D “ td1, d2, . . .u eine abzählbare dichte Teilmenge
von X. Wir zeigen als nächstes, dass es eine Teilfolge von fn gibt, die eingeschränkt
auf D punktweise gegen ein f : D Ñ Y konvergiert. Da tfpxq | f P Fu für jedes x P X
relativ kompakt ist, hat pfnpd1qqn eine konvergente Teilfolge fnk , Grenzwert heiße fpd1q.

∗A ist relativ kompakt in X = der Abschluss von A in X ist kompakt
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2.5. Noch ein bisschen Topologie auf metrischen/normierten Räumen

Diese Teilfolge nennen wir auch wieder fn. Dann hat auch pfnkpd2qqk eine konvergente
Teilfolge, Grenzwert heiße fpd2q. . . . So erhalten wir iterativ die Funktion f : D Ñ Y ,
die punktweiser Grenzwert einer Teilfolge von pfn|Dqn ist.

Diese Teilfolge nennen wir ab jetzt selbst wieder fn und zeigen, dass dann fn : X Ñ Y
sogar gleichmäßig auf ganz X konvergiert. Dann wäre F relativ kompakt in Y und
wir wären fertig: Dazu sei ε ą 0. Wir müssen zeigen, dass es ein N P N gibt, so dass
|fnpxq ´ fmpxq| ă ε für alle n,m ě N gibt.
Zunächst haben wir für jedes d P D ein Npdq, so dass |fnpdq ´ fmpdq| ă ε{5 für alle
n,m ě Npdq haben.
Aus der gleichgradigen Stetigkeit folgt: Für jedes x P X gibt es ein δpxq ą 0, so dass
|fnpxq ´ fnpyq| ă ε{5 für alle n und alle y P Bδpxqpxq gilt. Wegen Kompaktheit von
X gibt es eine endliche Teilüberdeckung von X “ YxPXBδpxqpxq – diese sei durch die
Bälle um tx1, . . . , xMu gegeben. Da D dicht in X liegt, gibt es für alle i mit 1 ď i ďM
ein dkpiq P D XBδpxiqpxiq.
Sei nun x P X. Dann gibt es ein i mit x P Bδpxiqpxiq. Wir setzen N :=maxtNpdiq | 1 ď
i ďMu und erhalten für alle m,n ě N :

|fnpxq ´ fmpxq| ď|fnpxq ´ fnpxiq| ` |fnpxiq ´ fnpdkpiqq| ` |fnpdkpiqq ´ fmpdkpiqq|

` |fmpdkpiqq ´ fmpxiq| ` |fmpxiq ´ fmpxq| ă ε

Als Spezialfall erhalten wir:

Satz 2.5.6 (Satz von Ascoli). Sei fn eine Folge gleichmäßig beschränkter, gleichgradig
stetiger Funktionen auf r0, 1s. Dann gibt es eine Teilfolge, die gleichmäßig auf r0, 1s
konvergiert.

Beweis. Wir setzen F “ tfn | n P Nu Ă C0pr0, 1sq. Da fn gleichmäßig beschränkt
ist, ist tfpxq | f P Fu Ă C für jedes x P r0, 1s beschränkt und damit als Teilmenge
von C relativ kompakt (Heine-Borel, [2, Satz 4.1.31]). Zusammen mit der gleichgra-
digen Stetigkeit können wir Arzela-Ascoli anwenden und erhälten, dass pfnqn eine in
C0pr0, 1sq konvergente Teilfolge besitzt. Konvergenz in C0pr0, 1sq ist genau gleichmäßige
Konvergenz von Funktionenfolgen.
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3. Beschränkte Operatoren
Ab sofort (wenn nicht anders dazu gesagt) sind X,Y immer Banachräume.

3.1. Beschränkheit und Stetigkeit
Die Beschränktheit eines Operators zwischen Banachräumen ist äquivalent zu seiner
Stetigkeit. Dies gilt allgemein für lineare Abbildungen zwischen normierten Räumen:

Lemma 3.1.1 (Stetigkeit ” Beschränktheit). Seien pX, }.}Xq und pY, }.}Y q normier-
te Räume und sei A : domA “ X Ñ Y linear. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) A ist beschränkt, also }A} ă 8.

(ii) A ist stetig.

(iii) A ist stetig in 0 P X.

Beweis. Aus (ii) folgt klarerweise (iii). Gelte nun (i). Dann folgt die Stetigkeit, also (ii),
mit }Ax´Ay}Y “ }Apx´ yq}Y ď }A} }x´ y}X (Das zeigt, dass A sogar Lipschitz ist).

Sei nun A in 0 stetig. Dann gibt es zu ε “ 1 ein δ ą 0, so dass }Ax´A0 “ Ax}Y ď 1
für alle x P X mit }x}X ď δ ist. Damit folgt für alle x P X mit }x}X “ 1

}Ax}Y “
1
δ
}Apδxq}Y ď

1
δ

und damit }A} ď 1
δ .

Auch bei Sequilinearformen auf normierten Räumen entspricht Beschränktheit Stetigkeit.
Der Beweis ist sehr ähnlich.

Beispiel 3.1.2.

(i) Ein Operator A : X Ñ Y mit dimX ă 8 ist automatisch beschränkt:
Es ist X – Cn. Sei ei eine Basis von X. Da X endlich dimensional ist, gibt es ein
C ą 0 mit C max1ďiďn |αi| ď }

řn
i“1 αiei}X , nach ÜA4. Dann folgt

}A} “ sup
x“

řn
i“1 αieiPXzt0u

}
řn
i“1 αiAei}Y

}
řn
i“1 αiei}X

ď sup
x“

řn
i“1 αieiPXzt0u

řn
i“1 |αi|}Aei}Y

C max1ďiďn |αi|

ď
n

C
max

i“1,...,n
}Aei}Y ă 8.
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3. Beschränkte Operatoren

(ii) Ein Integraloperator ist ein Operator der Form

K : ϕ ÞÑ
ˆ

x ÞÑ

ż

Rn
kpx, yqϕpyqdvoly

˙

.

Die Funktion k auf Rn ˆ Rn nennt man Integralkern. Ist ϕ komplexwertig, wird
k auch komplexwertig sein. Allgemeiner könnte z.B. ϕ Werte in Cm annehmen,
dann würde k in komplexe mˆm-Matrizen abbilden.

Sei hier nun ϕ P L2pRnq und k P L2pRn ˆ Rnq. Dann ist dank der Hölder-
Ungleichung das Integral wohldefiniert, K : L2pRq Ñ L2pRq, und der Operator K
ist beschränkt:

}Kϕ}2 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
kpx, yqϕpyqdvoly

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
}y ÞÑ kpx, yq}2L2pRnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2

}ϕ}2

ď}k}L2pRnˆRnq}ϕ}2,

wo wir im vorletzten Schritt Hölder auf das innere Integral und im letzten Schritt
Fubini [4, Satz 1.7.1 und Satz 1.8.5] verwendet haben. Also ist }K} ď }k}L2pRnˆRnq.

(iii) Betrachten wir periodische Funktionen mit Periode 1 als Funktionen auf S1. Also
sei CkpS1q die Menge der 1-periodischen Ck-Funktionen auf R zusammen mit der
Norm }c}CkpS1q:=}c|r0,1s}Ck . Das ist auch ein Banachraum. Wir betrachten

Bx : CkpS1q Ñ Ck´1pS1q.

Dieser Operator ist beschränkt.

Betrachten wir diesen Ableitungsoperator allerdings z.B. als Operator von L2pS1q
nach L2pS1q mit Definitionsbereich CkpS1q. Dann ist der Operator unbeschränkt,
vgl. auch ÜA3.

(iv) Seien X1, X2, Y1, Y2 Banachräume und Aij P LpXi, Yjq. Dann ist

A:=
ˆ

A11 A21
A12 A22

˙

: X1 ‘X2 Ñ Y1 ‘ Y2

auch beschränkt.

(v) Sei A P LpX,Y q. Dann ist kerA Ă X abgeschlossen und damit X{kerA auch
wieder ein Banachraum. Dann ist x` kerA ÞÑ Ax ebenfalls beschränkt, ÜA11.ii.

Als wir Operatoren A : X Ñ Y definiert haben, haben wir gesagt, dass der Definitions-
raum i.A. nur ein linearer Unterraum von X sein wird. Für beschränkte Operatoren
haben wir aber dom A “ X gefordert. Das nächste Lemma sagt, dass bei dichtem
Definitionsbereich Beschränktheit als Operator auf dem Definitionsbereich automatisch
zu Beschränkheit auf X führt (nach stetiger Fortsetzung):
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3.1. Beschränkheit und Stetigkeit

Lemma 3.1.3. Sei D Ă X ein dichter linearer Unterraum und A P LpD,Y q. Dann
gibt es genau dann eine stetige Fortsetzung Ã P LpX,Y q. Außerdem gilt }Ã} “ }A}.

Beweis. Vorl. 9Sei x P X. Dann gibt es eine Folge xn P D mit xn Ñ x in X. Insbesondere
ist damit xn eine Cauchyfolge in X. Aus der Beschränktheit von A folgt, dass dann
Axn eine Cauchyfolge in Y ist und somit konvergiert. Wir setzen Ãx “ limnÑ8Axn.

Wohldefiniertheit: Sei yn eine weitere Folge in D mit xn Ñ x. Dann konvergiert
xn ´ yn Ñ 0 und damit Axn ´Ayn Ñ 0.

Fortsetzung von A: Für x P D wähle xn “ x.

Eindeutigkeit: Für jede stetige Fortsetzung muss Ãx “ limnÑ8Axn für xn Ñ x gelten.

Normgleichheit: }A} ď }Ã} folgt da D Ă X und Ã|D “ A ist. Die andere Un-
gleichung folgt, da aus obiger Konstruktion von Ã folgt: }Ãx} “ limnÑ8 }Axn} ď
}A} limnÑ8 }xn} “ }A} }x}.

Die Hintereinanderausführung (sofern definiert) beschränkter Operatoren ist wieder
beschränkt:

Lemma 3.1.4. Sei A P LpX,Y q und B P LpY, Zq. Dann ist BA P LpX,Zq mit
}BA} ď }B} }A}.

Beweis.

}BA} “ sup
}x}X“1

}BAx}Z “ sup
}x}X“1,Ax‰0

}Ax}Y

›

›

›

›

B
Ax

}Ax}Y

›

›

›

›

Z

ď sup
}x}X“1

}Ax}Y sup
}y}Y “1

}By}Z “ }A} }B}.

Oft wird es wichtig sein Informationen über das Bild eines Operators zu erhalten. Der
nächste Satz gibt ein Kriterium für Surjektivität. Danach sehen wir erste Kriterien,
wann das Bild zumindest abgeschlossen ist:

Satz 3.1.5 (Satz der offenen Abbildung). Ein beschränkter Operator zwischen zwei
Banachräumen ist genau dann surjektiv, wenn er offen ist, d.h. er bildet offene Mengen
auf offene Mengen ab.

Beweis. Sei A P LpX,Y q. Ist A offen, dann muss insbesondere das Bild von A in Y
offen sein. Da das Bild aber immer ein linearer Unterraum von Y ist, muss es dann
schon automatisch Y sein. Also ist A surjektiv.

Sei nun A surjektiv. Wegen Linearität reicht es die Aussage für offene Teilmengen um
0 P X zu zeigen: ApBrpxqq “ Apxq `ApBrp0qq. Wir müssen also zeigen, dass ApBrp0qq
eine Umgebung von 0 P Y ist. Da A linear ist, reicht es wegen Skalierung diese Aussage
für ein r ą 0 zu zeigen.

Wir zeigen als erstes, dass es ein δ ą 0 mit Bδp0q Ă ApB1p0qq gibt: Da A surjektiv
ist, gilt Y “ Y8k“1ApBkp0qq “ Y8k“1ApBkp0qq. Nach dem Satz 2.5.3 von Baire muss
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3. Beschränkte Operatoren

mindestens ein ApBkp0qq einen inneren Punkt enthalten. Also gibt es ein k P N, ε ą 0
und ein y0 P Y mit Bεpy0q Ă ApBkp0qq.
Sei nun z P Bεp0q. Dann gibt es eine Folge xj P Bkp0q mit Apxjq Ñ y0 ` z P Bεpy0q

und eine Folge wj P Bkp0q mit Apwjq Ñ y0. Dann ist xj´wj
2k P B1p0q und somit

A

ˆ

xj ´ wj
2k

˙

“
1
2k pApxjq ´Apwjqq Ñ

z

2k für j Ñ8.

Daraus folgt B ε
2k
p0q Ă ApB1p0qq. Die Behauptung ist also für δ “ ε

2k erfüllt.

Da A linear ist, liefert Skalierung: B δ

2`
p0q Ă ApB 1

2`
p0qq. Damit gibt es für jedes

z P B δ

2`
p0q ein }x} ă 1

2` mit }z´Ax} ă δ
2``1 . Wir verwenden dies induktiv und starten

mit z “ y P Bδp0q und erhalten ein x0 P B1p0q mit }y ´Ax0} ă
δ
2 . Im `` 1.ten Schritt

verwenden wir z “ y´
ř`
j“0Axj P B δ

2`
p0q und erhalten ein x``1 mit }x``1} ă

1
2``1 mit

}z ´
ř``1
j“0Axj} ă

δ
2``2 . Also ist z “

ř8

j“0Ax` und
ř

j“0 }x`} ď 2. Da X vollständig
ist, folgt aus Lemma 2.1.2, dass

ř8

j“0 x` konvergiert. Der Grenzwert sei x. Dann ist
x P B2p0q Ă B3p0q und y “ Ax. Also ist Bδp0q Ă AB3p0q

Lemma 3.1.6. Sei A P LpX,Y q.

(i) A hat genau dann abgeschlossenes Bild, wenn es ein c ą 0 mit

}Ax}Y ě c inf
vPkerA

}x` v}X .

(ii) Hat A endlich dimensionalen Kokern cokerA:=Y {BildA, dann ist BildA Ă Y
abgeschlossen.

Beweis. (i) ÜA11
(ii) Seien y1, . . . , yn P Y derart, dass yi`BildA eine Basis von cokerA ist. Wir definieren
den Operator

Ã : X ‘ Cn ÞÑ Y, px, λ “ pλ1, . . . , λnqq ÞÑ Ax`
n
ÿ

i“1
λiyi.

Es ist Ã P LpX‘Cn, Y q. Nach Konstruktion ist Ã surjektiv (und hat damit insbesondere
abgeschlossenes Bild) und es gilt ker Ã “ kerAˆ t0u. Nach (i) gibt es somit ein c ą 0
mit

}Ãpx, λq}Y ě c inf
vPkerA

p}x` v}X ` }λ}Cnq

für alle x P X und λ P Cn. Für λ “ 0 ergibt sich

}Ax}Y ě c inf
vPkerA

}x` v}X

und damit nach (i), dass BildA abgeschlossen ist.
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3.2. Inverse

3.2. Inverse
Ein beschränkter Operator heißt invertierbar, wenn er bijektiv ist.

Satz 3.2.1 (Satz der beschränkten Inversen). Die Inverse eines beschränkten bijektiven
Operator A zwischen zwei Banachräumen ist ein beschränkter Operator mit }A´1} ě
}A}´1.

Beweis. Dass A´1 selbst wieder linear ist, folgt direkt aus ApA´1pxq ` λA´1pyqq “
x` λy für alle x, y P X und λ P C.
Da A beschränkt und surjektiv ist, bildet A nach Satz 3.1.5 der offenen Abbildung offene
Teilmengen auf offene Teilmengen ab. Also ist A´1 stetig und damit nach Lemma 3.1.1
beschränkt.
Mit Id “ A ¨A´1 und Lemma 3.1.4 folgt }A}´1 ď }A´1}.

I.A. gilt nicht Gleichheit in der Normungleichung: Z.B. A “ diagp1, 2q. Hier ist }A} “ 2
und }A´1} “ 1.
Aus obigen Satz folgt, dass für einen invertierbaren Operator A P LpX,Y q folgt, dass
es ein c ą 0 (das größtmögliche wäre }A´1}´1) mit

}Ax} ě c}x} @x P X

gibt. In folgenden Sinne gilt auch die Umkehrung:

Lemma 3.2.2. Sei A P LpX,Y q derart, dass }Ax} ě c}x} für ein c ą 0 und alle x P X
gilt. Dann ist BildA abgeschlossen und A als Operator von X nach BildA invertierbar
mit }A´1} ď c´1.

Beweis. Aus }Ax} ě c}x} folgt direkt, dass A injektiv ist. Nach Lemmea 3.1.6 hat A
abgeschlossenes Bild. Also ist A : X Ñ BildA bijektive Abbildung zwischen Banachräu-
men und damit invertierbar.

Folgerung 3.2.3. Invertierbarkeit ist auf LpX,Y q eine offene Eigenschaft, d.h.: Sei
A P LpX,Y q invertierbar. Dann gibt es ein ε ą 0, so dass alle B P LpX,Y q mit
}B ´A} ă ε invertierbar sind.

Beweis. Da A invertierbar ist, gibt es ein c ą 0 mit }Ax} ě c}x} für alle x P X. Sei
ε P p0, cq. Dann gilt für alle B : LpX,Y q mit }B ´A} ă ε:

}Bx} ě }Ax} ´ }pB ´Aqx} ě c}x} ´ }B ´A} }x} ě pc´ εq}x}.

Nach letztem Lemma ist somit B : X Ñ BildB invertierbar.
Es bleibt zu zeigen, dass für ε klein genug schon BildB “ Y gilt: Nach Lemma 3.1.6.ii
und obiger Abschätzung ist BildB Ă Y abgeschlossen. Angenommen BildB ‰ Y . Dann
wäre Y zBildB offen und nichtleer. Dann gibt es δ ą 0 und z P Y mit Bδpzq Ă Y zBildB.
Sei x P X mit Ax “ z. Dann ist }Bx´ z} “ }pB ´Aqx} ď ε}x}. Für ε ă δ ist dies ein
Widerspruch zu Bδpzq Ă Y zBildB.
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3. Beschränkte Operatoren

Sei nun An:=A ˝A ˝ . . . ˝A mit n Faktoren für n ą 0 und A0 “ Id.

Satz 3.2.4. Sei A P LpXq. Konvergiert
ř8

n“0A
n in LpXq, dann ist Id´A invertierbar

mit Inversem

pId´Aq´1 “
8
ÿ

n“0
An.

Falls zusätzlich }A} ă 1 ist, gilt }pId´Aq´1} ď p1´ }A}q´1.

Hier wird
ř8

n“0A
n Neumann-Reihe genannt.

Beweis. Mittels einer Teleskopsumme sehen wir

pId´Aq
m
ÿ

n“0
An “

m
ÿ

n“0
AnpId´Aq “ Id´Am`1.

Da
ř8

n“0A
n konvergiert, muss }An} Ñ 0 für nÑ8 sein. Damit folgt

Id “ lim
mÑ8

pId´Am`1q “ pId´Aq lim
mÑ8

m
ÿ

n“0
An “ pId´Aq

8
ÿ

n“0
An

und analog Id “
ř8

n“0A
npId´Aq. Somit ist pId´Aq´1 “

ř8

n“0A
n.

Ist }A} ă 1, dann ist

}pId´Aq´1} ď
8
ÿ

n“0
}An}

Lem. 3.1.4
ď

8
ÿ

n“0
}A}n “ p1´ }A}q´1.

3.3. Der Adjungierte eines beschränkten Operators
Vorl. 10 Wie es in der linearen Algebra den Begriff der dualen Abbildung gibt, gibt es in diesem

Sinne auch die duale Abbildung zu einem (beschränkten) Operator – das heißt dann
Adjungierte:

Definition 3.3.1. Sei A P LpX,Y q. Der Operator A1 : Y ˚ Ñ X˚ definiert durch
pA1yqpxq:=ypAxq für alle x P X und y P Y ˚ heißt der zu A adjungierte Operator.
Sind H1 und H2 Hilberträume und A P LpH1, H2q. Dann ist der (im Hilbertraumsinne)
adjungierte Operator A˚ : H2 Ñ H1 definiert durch:

xAx, yyH2 “ xx,A
˚yyH1 @x P H1, y P H2.

Diese Definition gilt so erst einmal wirklich nur für beschränkte Operatoren. Allgemein
ist diese Definition komplizierter, kommt später.
Man überprüft direkt die Linearität von A1 bzw. A˚ – es ist also wirklich ein Operator.
Außerdem ist A1 selbst wieder beschränkt mit }A1} “ }A}, ÜA21¸
Die Abbildung A P LpX,Y q ÞÑ A1 P LpY ˚, X˚q ist linear, die Abbildung A P

LpH1, H2q ÞÑ A˚ P LpH2, H1q hingegen antilinear.
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3.3. Der Adjungierte eines beschränkten Operators

Beispiel 3.3.2. Sei f P L8pRnq und Mf : LppRnq Ñ LppRnq, ϕ ÞÑ fϕ, 1 ă p ă 8.
Wegen }fϕ}p ď }f}8}ϕ}p ist der Multiplikationsoperator Mf beschränkt. Dann ist

pMf q
1pα1 P pLpq˚qpϕ P Lpq “ αpfϕq.

Identifizieren wir ψ P Lq ÞÑ pα : ϕ ÞÑ
ş

Rn ϕψdvolq P pLpq˚ für 1
p `

1
q “ 1, wie in ÜA16,

dann ist pMf q
1pψ P Lqq “ fψ.

Im Fall p “ 2 können wir auch die Adjungierte im Hilbertraumsinne berechnen: Für
ϕ,ψ P L2pRnq

pMfϕ,ψqL2 “

ż

Rn
fϕψdvol “

ż

Rn
ϕpfψqdvol “ pϕ, fψqL2 ,

also ist pMf q
1pψq “ fψ, vgl. auch Lemma 3.3.8.

Zweimal Adjungieren gibt im Prinzip den Operator A wieder zurück – modulo dessen,
dass die Banachräume nicht reflexiv sein müssen:

Lemma 3.3.3. Sei A P LpX,Y q. Seien JX : X Ñ X˚˚ und JY : Y Ñ Y ˚˚ die
kanonischen Inklusionen aus Abschnitt 2.4.1. Dann gilt A2 ˝ JX “ JY ˝A.

Beweis. A2 ˝ JXpxqpψ P Y ˚q “ JXpxqpA
1ψq “ pA1ψqpxq “ ψpAxq “ JY pAxqpψq.

Lemma 3.3.4. Sei A P LpX,Y q und B P LpY,Zq. Dann ist pBAq1 “ A1B1

Beweis. Für z1 P Z˚ und x P X gilt ppBAq1z1qpxq “ z1pBpApxqqq “ pB1z1qpAxq “
pA1B1z1qpxq.

Kommen wir nun wieder zur Frage, wann der Operator abgeschlossenes Bild hat. Dazu
zunächst:

Lemma 3.3.5. Sei A P LpX,Y q. Dann gilt BildA “ pkerA1qK und BildA1 “ pkerAqK.

Beweis. Sei y P BildA. Falls y P BildA war, gibt es ein z P X mit y “ Az. Dann ist
x1pyq “ x1pAzq “ pA1x1qpzq “ 0 für alle x1 P kerA1 und damit y P pkerA1qK.

Sei nun y P BildA. Dann gibt es eine Folge yi P BildA mit yi Ñ y. Aus obigen
Überlegungen folgt yi P pkerA1qK. Für x1 P kerA1 ist somit x1pyiq “ 0 Ñ xpyq. Also ist
y P pkerA1qK. Somit ist BildA Ă pkerA1qK.

Sei nun y R BildA. Dann gibt es nach Hahn-Banach ein ϕ P Y ˚ mit ϕpyq “ 1 und
ϕ|BildA “ 0. Doch dann ist pA1ϕqpxq “ ϕpAxq “ 0 für alle x P X und somit ϕ P kerA1.
Doch dann muss y R pkerA1qK sein, was BildA Ă pkerA1qK impliziert.

BildA1 “ pkerAqK wird ganz analog gezeigt.

Lemma 3.3.6. Sei A P LpX,Y q. Dann ist A genau dann invertierbar, wenn A1

invertierbar ist.
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3. Beschränkte Operatoren

Beweis. Sei A invertierbar. Dann gilt AA´1 “ Id und damit nach Lemma 3.3.4
pA´1q1A1 “ Id1 “ Id. Analog folgt aus A´1A “ Id dann A1pA´1q1 “ Id. Also ist
A1 invertierbar mit Inverser pA´1q1.

Sei A1 invertierbar. Da A1 injektiv ist, muss BildA “ Y sein. Wegen der Surjektivität
von A1 ist A1 nach Satz 3.1.5 offen. Also gibt es ein c ą 0 mit BX˚c p0q Ă A1BY

˚

1 p0q.
Dann gilt

}Ax}Y
ÜA 13(i)
“ sup

}ϕ}Y˚“1
|ϕpAxq| “ sup

}ϕ}Y˚“1
|pA1ϕqpxq|

BX
˚

c p0qĂA1BY
˚

1 p0q
ě sup

x1PBX˚c p0q
|x1pxq| “ c}x}.

Nach Lemma 3.2.2 ist dann BildA abgeschlossen und A injektiv. Also ist BildA “ Y
und A insgesamt bijektiv.

Satz 3.3.7 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Sei A P LpX,Y q. Dann BildA Ă Y
genau dann abgeschlossen, wenn BildA1 Ă X˚ abgeschlossen ist.

Beweis. Sei zunächst BildA abgeschlossen. Wir werden zeigen, dass pkerAqK Ă BildA1
ist, woraus mit Lemma 3.3.5 folgt, dass BildA1 abgeschlossen ist. Dazu sei α P

pkerAqK Ă X˚. Wir definieren ϕ : BildAÑ C, y ÞÑ αpxq für ein x P X mit Ax “ y. Dies
ist eine wohldefinierte Abbildung, da mindestens ein x existieren muss, da y P BildA
ist und da aus Ax1 “ Ax2 “ y, x1 ´ x2 P kerA und damit αpx1 ´ x2q “ 0 folgt.

ϕ ist beschränkt: Es ist |ϕpyq| “ |αpxq| ď }α}X˚}x}X und damit

|ϕpyq| ď }α}X˚ inf
vPkerA

}x` v}X .

Da BildA abgeschlossen ist, folgt mit Lemma 3.1.6, dass es ein C ą 0 mit

|ϕpyq| ď C}α}X˚}Ax “ y}Y

und damit ϕ beschränkt ist.

Sei nun ψ P Y ˚ eine Fortsetzung von ϕ (existiert nach Hahn-Banach). Dann gilt für
alle x P X

αpxq “ ϕpAxq “ ψpAxq “ pA1ψqpxq

und somit α P BildA1.

Sei nun BildA1 abgeschlossen und Z:=BildA Ă Y (Z also ein Banachraum). Sei

C : X Ñ Z, Cx:=Ax.

Es ist Bild pC 1 : Z˚ Ñ X˚q “ Bild pA1 : Y ˚ Ñ X˚q: Dies folgt mit pA1y1qpxq “ y1pAxq “
y1pCxq “ y1|ZpCxq “ C 1py1|Zxq und Hahn-Banach (wonach jedes Element in Z˚ als
ein y1|Z mit y1 P Y ˚ darstellbar ist).
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3.3. Der Adjungierte eines beschränkten Operators

Damit ist BildC 1 Ă X˚ abgeschlossen. Nach Konstruktion hat C dichtes Bild, also
ist nach (i) pkerC 1qK “ Z. Dann ist nach Folgerung 2.3.4.ii kerC 1 “ t0u und damit
ist C 1 : Z˚ Ñ BildC 1 injektiv und somit invertierbar. Nach letztem Lemma ist dann
aber auch C invertierbar. Insbesondere ist damit BildC “ BildC und somit BildA
abgeschlossen.

Zur Hilbertraumadjungierten Seien H1, H2, H Hilberträume.

Lemma 3.3.8. Sei A P LpH1, H2q. Seien Φi : Hi Ñ H˚i die kanonisch antilinearen
isometrischen Isomorphismen aus Satz 1.2.7. Dann gilt:

(i) A˚ “ Φ´1
1 A1Φ2 und }A˚} “ }A1} “ }A}

(ii) pA˚q˚ “ A

(iii) }A˚A} “ }AA˚} “ }A}2

Beweis. (i) Für x P H2 und z P H1 haben wir

A1pΦ2pxqqpzq
Def. A1
“ Φ2pxqpAzq

Def. Φ2
“ xx,Azy

Def. A˚
“ xA˚x, zy

Def. Φ1
“ Φ1pA

˚xqpzq.

Die Normgleichheit von A1 und A˚ folgt, da die Φi Isometrien sind und }A1} “ }A}
gilt.

(ii) Folgt aus xAx, yy “ xx,A˚yy “ xpA˚q˚x, yy für alle x P H1 und y P H2.

(iv) Es ist }Ax}2 “ xx,A˚Axy ď }x} }A˚Ax} und damit

}A}2 ď }A˚A}
Lem. 3.1.4
ď }A˚}}A}

piq
“ }A}2.

Also ist }A˚A} “ }A}2. Die Gleichheit mit }AA˚} folgt, indem man A durch A˚

ersetzt.

Definition 3.3.9. Sei A P LpH1, H2q

(i) A heißt unitär, falls A invertierbar mit A´1 “ A˚ ist.

(ii) Sei H1 “ H2. Dann heißt A selbstadjungiert, falls A “ A˚ ist.

(iii) Sei H1 “ H2. Dann heißt A normal, falls AA˚ “ A˚A ist.

Das unitär hier ist das gleiche wie in Definition 1.1.5, vgl. ÜA24. Dort heißt ein lineares
U : H1 Ñ H2 unitär, wenn U surjektiv mit xUx,UyyH2 “ xx, yyH1 für alle x, y P H1
ist.
Unitäre Operatoren mit H1 “ H2 und selbstadjungierte Operatoren sind normal.
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3. Beschränkte Operatoren

3.4. Kompakte Operatoren
Definition 3.4.1.Vorl. 11 Ein Operator K P LpX,Y q heißt kompakt, falls die Folge pKxiqiPN
für jede beschränkte Folge pxiqiPN eine konvergente Teilfolge besitzt. Die Menge der
kompakten Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit KpX,Y q.

Beispiel 3.4.2.

(i) Sei A : domA “ X Ñ Y ein Operator mit dimX ă 8. Dann ist A kompakt:

Nach Beispiel 3.1.2.i ist A beschränkt und damit nach Lemma 3.1.1 stetig. Sei
xi eine beschränkte Folge in X. O.B.d.A. sei }xi}X “ 1. Dann gibt es nach
Lemma 2.5.2 eine konvergente Teilfolge xik . Wegen der Stetigkeit von A konvergiert
dann auch Axik . Also ist A kompakt.

(ii) Sei A P LpX,Y q mit dim BildA ă 8. Dann ist A kompakt:

Wegen dim BildA ă 8, ist BildA ein endlich dimensionaler normierter Vektor-
raum. Sei xi eine beschränkte Folge in X. Da A beschränkt ist, ist Axi eine
beschränkte Folge. Wegen Bolzano-Weierstrass und da auf endlich dimensionalen
Vektorräumen alle Normen äquivalent sind, folgt, dass Axi eine konvergente
Teilfolge besitzt. Also ist A kompakt.

Solche Operatoren heißen Operatoren endlichen Ranges.

(iii) Die Identität Id: X Ñ X auf einem Banachraum X ist genau dann kompakt,
wenn X endlich dimensional ist:

Die Identität ist immer beschränkt. Ist X endlich dimensional, folgt Kompaktheit
aus (i). Sei nun Id kompakt. Wäre X nicht endlich dimensional, dann ist nach
Lemma 2.5.2 B1p0q nicht kompakt. Also gibt es eine beschränkte Teilfolge in X,
die keine konvergente Teilfolge hat, was den Widerspruch zur Kompaktheit der
Identität gibt.

(iv) Sei Ω Ă Rn eine kompakte Lebesgue-messbare Menge. Dann sind Integraloperato-
ren auf C0pΩq mit stetigem Kern k P C0pΩ2

q sind kompakt:

Sei pKϕqpxq:=
ş

Ω kpx, yqϕpyqdvoly. Dann ist K : C0pΩq Ñ C0pΩq beschränkt. Sei
ϕi eine durch C ą 0 beschränkte Folge in C0pΩq. Da k stetig auf der kompakten
Menge Ω2 ist, ist k gleichmäßig stetig. Damit gibt es für jedes ε ą 0 ein δ ą 0, so
dass |kpx, yq ´ kpx1, yq| ă ε für alle x, x1, y P Ω mit |x´ x1| ă δ gilt. Damit folgt

|pKϕiqpxq ´ pKϕiqpx
1q| ă εvol pΩ̄q}ϕi}C0 ď Cε.

Also ist tKϕiu gleichmäßig gleichgradig stetig. Nach dem Satz 2.5.5 von Arzela-
Ascoli ist tKϕiuiPN in C0pΩq kompakt und damit besitzt Kϕi eine in C0pΩq
konvergente Teilfolge.
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3.4. Kompakte Operatoren

(v) Die Inklusion C1pr0, 1sq ãÑ C0pr0, 1sq ist kompakt: Beschränkt und linear ist klar.
Nach dem Satz 2.5.6 von Ascoli folgt dann die Kompaktheit:

Sei fi P C1pr0, 1sq beschränkt. Gleichgradige Stetigkeit folgt mit

|fipxq ´ fipx
1q| ď sup

zPr0,1s
|f 1ipzq||x´ x

1| ď C|x´ x1|.

Eine Inklusion zwischen Banachräumen, die beschränkt ist, nennt man stetige
Einbettung. Ist sie sogar kompakt, nennt man sie kompakte Einbettung.

Lemma 3.4.3. Der Operator K P LpX,Y q ist genau dann kompakt, wenn für alle
beschränkten Teilmengen B Ă X die Menge KpBq Ă Y kompakt ist.

Beweis. Sei K kompakt. Sei B Ă X beschränkt und yi eine Folge in KpBq. Dann
gibt es für jedes i P N ein xi P B mit }yi ´ Kpxiq} ă

1
i . Da xi beschränkt und K

kompakt ist, gibt es eine Teilfolge xij , so dass Kxij konvergiert. Dann muss auch yi in
Y konvergiert und der Grenzwert in KpBq sein, da diese Menge abgschlossen ist. Also
ist KpBq kompakt.
Sei andererseits KpBq für jedes beschränkte B Ă X kompakt. Sei xi eine beschränkte
Folge in X. Setze B “ txi | i P Nu. Dann besitzt Kxi als beschränkte Folge im
kompakten KpBq eine konvergente Teilfolge. Also ist K kompakt.

Lemma 3.4.4. KpX,Y q ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von LpX,Y q und
damit insbesondere selbst ein Banachraum.

Sei A P LpX,Y q und B P LpY, Zq. Ist A oder B kompakt, dann ist auch BA kompakt.∗

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass KpX,Y q ein linearer Unterraum ist. Dazu seien
S, T P KpX,Y q und α P C. Sei xi eine beschränkte Folge in X. Dann gibt es eine
Teilfolge xij , so dass Sxij konvergiert. Da diese Teilfolge selbst wieder beschränkt sein
muss, gibt es davon eine Teilfolge xijk , so dass Txijk und somit auch pαS ` T qxijk
konvergiert. Also ist αS ` T auch wieder kompakt.
Um die Abgeschlossenheit der kompakten Operatoren in LpX,Y q zu zeigen, sei Si P
KpX,Y q und S P LpX,Y q mit Si Ñ S. Sei pxkqkPN eine beschränkte Folge in X. Wir
konstruieren ein Diagonalfolgenargument: Da S1 kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
xk,1 von xk, so dass S1xk,1 konvergiert. Da pxk,1q beschränkt und S2 kompakt ist,
gibt es eine Teilfolge xk,2 von xk,1, so dass S2xk,2 konvergiert. Iterativ erhalten wir
so beschränkte Teilfolgen xk,` mit S`xk,` konvergiert. Sei nun zk “ xk,k. Dann ist zk
per Konstruktion eine Teilfolge von xk, für die pSnzkqk für alle n konvergiert. Wir
zeigen nun, dass Szk eine Cauchyfolge ist und somit konvergiert: Sei ε ą 0, n P N mit
}Sn ´ S} ă ε und i0 P N mit }Snzk ´ Snz`} ă ε für alle k, ` ě i0. Dann ist

}Szk ´ Sz`} ď}pS ´ Snqzk} ` }Snpzk ´ z`q} ` }pS ´ Snqz`}

ď2C}S ´ Sn} ` ε ď p2C ` 1qε
∗KpX,Xq bildet damit insbesondere ein Ideal in LpX,Xq.
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3. Beschränkte Operatoren

und somit konvergiert Szk.

Für die verbleibende Aussage sei xk eine beschränkte Folge in X. Sei zunächst A
kompakt. Dann gibt es eine Teilfolge xkj , so dass Axkj konvergiert. Da B beschränkt
und damit stetig ist, konvergiert BAxkj . Also ist BA kompakt.

Ist hingegen B kompakt, dann folgt aus A beschränkt, dass Axk beschränkt ist und
somit BAxk eine konvergente Teilfolge besitzt.

Da Operatoren endlichen Ranges kompakt sind und nach letztem Satz KpX,Y q voll-
ständig ist, folgt direkt:

Folgerung 3.4.5. Ist A P LpX,Y q Grenzwert einer Folge Operatoren An P LpX,Y q
endlichen Ranges, dann ist A kompakt.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht, nicht jeder kompakter Operator ist Grenzwert von
Operatoren endlichen Ranges. Aber sie gilt z.B. für kompakte Operatoren auf Hilber-
träumen.

Satz 3.4.6. Jeder kompakte Operator zwischen Hilberträumen ist Grenzwert einer
Folge von Operatoren endlichen Ranges.

Beweis. Sei A P KpH1, H2q. Dann ist K:=AB1p0q Ă H2 nach Lemma 3.4.3 kompakt.
Sei ε ą 0. Dann gibt es eine endliche Menge Fε “ txi | i “ 1, . . . , Nu mit K Ă

YNi“1Bεpxiq Ă H2. Somit gibt es für jedes x P BH1
1 p0q ein fx P F mit }Ax´ fx} ă ε.

Außerdem ist Gε “ spanFε ein endlichdimensionaler und damit abgeschlossener linearer
Unterraum von H2. Nach Satz 1.2.5 ist dann H2 “ Gε ‘ GKε als Hilberträume. Sei
Pε : H Ñ Gε die zugehörige Projektion. Dann ist PεA ein beschränkter Operator
endlichen Ranges mit }Pε} “ 1. Somit ist }PεAx´fx} “ }PεAx´Pεfx} ă ε. Zusammen
ist dann }PεAx´Ax} ă 2ε für alle x P BH1

1 p0q und damit }PεA´A} ă 2ε. Für ε “ 1
n

erhalten wir mit P 1
n
A damit eine Folge von Operatoren endlichen Ranges, die gegen A

konvergieren.

Lemma 3.4.7. Sei A P LpX,Y q. Dann ist A genau dann kompakt, wenn A1 P
LpY ˚, X˚q kompakt ist.

Sind X,Y zusätzlich Hilberträume, dann gilt auch A˚ P KpY,Xq.

Beweis. Sei A kompakt. Dann ist K:=ABX1 p0q kompakt. Sei ϕi eine beschränkte Folge
in Y ˚. Wir wollen zeigen, dass dann A1ϕi eine konvergente Teilfolge besitzt. Dazu
wollen wir Arzela-Ascoli (Satz 2.5.5) anwenden:

Wir betrachten die Folge ψi:=ϕi|K in C0pK,Cq. Diese ist beschränkt, da ϕi beschränkt
war und wegen

|ψipyq ´ ψipy
1q| ď sup

i
}ϕi}Y ˚}y ´ yi}Y

gleichgradig stetig. Damit gibt es nach Arzela-Ascoli eine in C0pK,Cq konvergente
Teilfolge ψij . Damit gilt nun
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3.5. Fredholmoperatoren

}A1ϕij ´A
1ϕik}X˚ “ sup

xPBX1 p0q
|pA1ϕij ´A

1ϕikqpxq| “ sup
xPBX1 p0q

|pϕij ´ ϕikqpAxq|

Da jedoch ABX1 p0q dicht in K liegt, ist die rechte Seite gleich supyPK |pϕij ´ϕikqpyq| “
}ψij ´ ψik}C0 . Also ist A1ϕij eine Cauchyfolge in X˚ und damit konvergent.
Sei nun A1 kompakt. Dann ist nach obigen A2 kompakt und somit nach Lemma 3.4.4
und 3.3.3 auch JY ˝A “ A2JX : X Ñ Y ˚˚.
Sei nun xi eine beschränkte Folge in X. Dann besitzt JYAxi eine in Y ˚˚ konvergente
Teilfolge JYAxij . Da JY isometrisch ist, ist Axij dann eine Cauchyfolge in Y und
damit auch konvergent.
Der Zusatz für Hilberträume folgt direkt mit Lemma 3.4.4 und 3.3.8(i).

3.5. Fredholmoperatoren
Vorl. 12Aus der linearen Algebra kennen wir den Rangsatz für lineare Abbildungen f : V ÑW

zwischen endlichdimensionalen Vektorräumen: dim ker f `dim Bild f “ dimV . D.h. die
linke Seite hängt gar nicht vom genauen f sondern nur von der Dimension des Definiti-
onsbereiches ab. Für lineare Abbildungen auf unendlich dimensionalen Vektorräumen
ist das keine interessante Aussage mehr (da auf beiden Seiten trivialerweise unendlich
steht). Mit Hilfe des Kokerns coker f “W {Bild f lässt sich der Rangsatz umschreiben,
als dim ker f ´ dim coker f “ dimV ´ dimW . D.h. die interessante von f unabhängige
Größe (sondern nur von dimV und dimW abhängige Größe ist dim ker f ´dim coker f .
Das ist für bestimmte Operatoren, sogenannte Fredholmoperatoren, auch weg von
endlichdimensionalen Vektorräumen eine interessante Größe.
Definition 3.5.1. Ein beschränkter Operator A : X Ñ Y ist ein Fredholmoperator,
falls die Dimension des Kerns von A und die des Kokerns von A cokerA:=Y {BildA
endlich sind. Die Menge der Fredholmoperatoren von X nach Y bezeichenen wir mit
FredpX,Y q.
Der Fredholmindex von A ist dann definiert als

indA “ dim kerA´ dim cokerA P Z

Nach Lemma 3.1.6.ii ist für einen Fredholmoperator das Bild immer abgeschlossen.
Damit folgt nach Lemma 3.3.5 BildA “ pkerA1qK.
Beispiel 3.5.2.
(i) Ist A P LpX,Y q bijektiv, dann ist indA “ 0.

(ii) Jede lineare Abbildung A : V ÑW zwischen endlich dimensionalen Vektorräumen
ist Fredholm mit

indA “dim kerA´ dim cokerA
Bild abgeschl.

“ dim kerA` dim BildA´ dimW “ dimV ´ dimW.
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3. Beschränkte Operatoren

(iii) Für λ P R sei Aλ:=Bx ´ 2πiλ : C1pS1 “ r0, 1s{ „q Ñ C0pS0q. Hier ist Aλ be-
schränkt mit

kerAλ “
"

e2πiλxC λ P Z
t0u sonst

BildAλ “tf P C0pS1q | Du P C1pS1q : u1 ´ 2πiλu “ fu

“tf P C0pS1q | Dc P C : e2πiλx
ż x

0
fpsqe´2πiλsds` ce2πiλx P C1pS1qu

“tf P C0pS1q | Dc P C : e2πiλ
ż 1

0
fpsqe´2πiλsds` ce2πiλ “ cu

“

"

tf P C0pS1q |
ş1
0 fpsqe

´2πiλsds “ 0u λ P Z
C0pS1q sonst

Also ist cokerAλ “ t0u für λ R Z und cokerAλ “ 1 ` BildAλ für λ P Z, wobei
1 die Funktion mit konstantem Wert 1 darstellt. Die Darstellung des letzten
Kokerns folgt, da y ´

ş1
0 ypsqe

´2πiλsds ¨ 1 P BildAλ für jedes y P C0pS1q ist.

D.h. Aλ ist Fredholm, für λ P Z haben wir dim kerAλ “ dim cokerAλ “ 1 und
für λ R Z ist dim kerAλ “ dim cokerAλ “ 0. Damit ist indAλ “ 0 für alle λ.

(iv) Der Rechtsshift R : `p Ñ `p, px1, x2, . . .q ÞÑ p0, x1, x2, . . .q ist Fredholm (ähnlich
für Linksshift):

Hier ist kerR “ t0u und cokerR “ Ce1 und damit indR “ ´1 (Index des
Linksshifts ist 1).

(v) Sei A ein Fredholmoperator zwischen Hilberträumen. Dann ist BildA “ pkerA˚qK

und damit indA “ dim kerA´ dim kerA˚ A
˚˚
“A
“ ´indA˚.

Wie sieht ein Fredholmoperator aus? Für jeden endlich dimensionalen (und damit
abgeschlossenen) linearer Unterraum U eines Vektorraums V existiert ein abgeschlosse-
ner linearer Unterraum W Ă V mit V “ U ‘W (Das W ist nicht eindeutig. Hat/wählt
man ein inneres Produkt auf V , kann man z.B.W “ UK bzgl. dieses Produktes wählen.)
Da ein Fredholmoperator A : X Ñ Y per Definition einen endlich dimensionalen Kern
K:=kerA Ă X und Kokern besitzt, gibt es abgeschlossene lineare Unterräume U Ă X
und C Ă Y mit (B:=BildA Ă Y ist da abgeschlossen selbst wieder ein Banachraum.)

X “ U ‘K und Y “ B ‘ C.

Dabei ist dimK ă 8 und dimC “ dimY {B ă 8.
Der Operator A0:=A|U : U Ñ BildA “ B ist nun bijektiv zwischen Banachräumen
und besitzt somit nach Satz 3.2.1 eine Inverse A´1

0 P LpB,Uq. Damit können wir A
bzgl. der direkten Summen schreiben als

A “

ˆ

A0 0
0 0

˙

: U ‘K Ñ B ‘ C.
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3.5. Fredholmoperatoren

Satz 3.5.3. Die Menge FredpX,Y q ist in LpX,Y q offen und die Abbildung

ind: FredpX,Y q Ñ Z

ist lokal konstant.

Beweis. Sei für A P LpX,Y q Fredholm und sei dafür X “ U ‘ K und Y “ B ‘ C
wie oben gewählt. Nun können wir jeden Operator T P LpX,Y q bzgl. dieser Splittings
schreiben und erhalten Operatoren Tij , i, j P t1, 2u, durch

T “

ˆ

T11 T12
T21 T22

˙

: U ‘K Ñ B ‘ C.

Diese Tij sind selbst wieder beschränkt: Wir rechnen dies hier nur für T11 nach.

}T11u}B ď}T11u}B ` }T21u}C “
›

›pT11u, T12uq
T
›

›

B‘C

“

›

›

›

›

T

ˆ

u

0

˙
›

›

›

›

B‘C

ď }T }

›

›

›

›

ˆ

u

0

˙
›

›

›

›

B‘C

“ }T } }u}B .

Die Abbildung T P LpX,Y q ÞÑ T11 P LpU,Bq ist stetig. Da Invertierbarkeit von
beschränkten Operatoren eine offene Eigenschaft ist, Folgerung 3.2.3, ist

U :=tT P LpX,Y q | T11 : U Ñ B ist invertierbaru Ă LpX,Y q

eine offene Umgebung von A.
Wir werden zeigen, dass jedes T P U Fredholm ist und indT “ indA (und dabei
dim kerT ď dim kerA und dim cokerT ď dim cokerA) gilt. Damit wäre insbesondere
ind dann lokal konstant. Dazu definieren wir zu einem T P U

Φ:=
ˆ

Id ´T´1
11 T12

0 Id

˙

: U ‘K Ñ U ‘K und Ψ:=
ˆ

Id 0
´T21T

´1
11 Id

˙

: B ‘C Ñ B ‘C.

Beide sind invertierbar mit

Φ´1 “

ˆ

Id T´1
11 T12

0 Id

˙

und Ψ´1 “

ˆ

Id 0
T21T

´1
11 Id

˙

,

und damit gilt insbesondere Φ P LpX,Xq und Ψ P LpY, Y q. Damit definieren wir

T̃ :=ΨTΦ “
ˆ

T11 0
0 T r:=T22 ´ T21T

´1
11 T12

˙

.

Es ist T r P LpK,Cq. Da T r : K Ñ C eine lineare Abbildung zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorräumen ist, gilt nach Beispiel 3.5.2 indT r “ dimK ´ dimC “ indA.
Da T11 nach Wahl von T invertierbar ist und Φ, Ψ Banachraumisomorphismen sind,
gilt

kerT “ Φpker T̃ q “ Φpt0u ‘ kerT rq
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und damit dim kerT “ dim kerT r ď dimK “ dim kerA. Analog folgt BildT “

ΨpBild T̃ q “ ΨpB ‘ BildT rq und damit

coker T̃ “ pB ‘ Cq{pB ‘ BildT rq – C{BildT r “ cokerT r.

Hieraus folgt dim cokerT “ dim coker T̃ “ dim cokerT r ď dimC “ dim cokerA. Also
insbesondere indT “ indT r “ indA.

Aus letztem Satz folgt direkt:

Folgerung 3.5.4. Sei s P r0, 1s ÞÑ As P FredpX,Y q stetig. Dann ist indAs unabhängig
von s.

Wie zeigt man, dass ein Operator Fredholm ist? ... also ohne direkt die Definition
zu überprüfen. Dazu hilft manchmal ein Hilfsbegriff:

Definition 3.5.5. Ein beschränkter Operator A : X Ñ Y ist semi-Fredholm, falls die
Dimension des Kerns von A endlich ist und BildA abgeschlossen ist.

Jeder Fredholm-Operator ist semi-Fredholm, da nach Lemma 3.1.6.ii der endlich
dimensionale Kokern die Abgeschlossenheit des Bildes impliziert. Insbesondere gilt:

Lemma 3.5.6. Sei A P LpX,Y q. Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(i) A und A1 sind beide semi-Fredholm.

(ii) A ist Fredholm.

(iii) A1 ist Fredholm.

Falls A Fredholm ist, gilt

dim kerA “ dim cokerA1 und dim cokerA1 “ dim kerA

und somit indA “ ´indA1.

Beweis. Aus (i) folgt (ii) und (iii): Seien zunächt A und A1 beide semi-Fredholm. Dann
ist mit Lemma 2.4.4 und Lemma 3.3.5

pkerAq˚ – X˚{pkerAqK “ X˚{BildA1 “ cokerA1

und
pcokerAq˚ “ pY {BildAq˚ – pBildAqK “ kerA1.

Also ist der Kokern von A und A˚ auch endlichdimensional und A und A1 sind beide
Fredholm.
Aus (ii) folgt (i): Sei nun A Fredholm. Dann können wir, da BildA abgeschlossen ist,
noch mit der zweiten abgesetzten Formel von oben folgern, dass kerA1 auch endlich
dimensional ist. Außerdem ist nach Satz 3.3.7 auch BildA1 abgeschlossen und somit A1
semi-Fredholm.
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Aus (iii) folgt (i): Sei nun A1 Fredholm. Dann können wir da BildA1 abgeschlossen ist,
mit der ersten abgesetzten Formel von oben folgern, dass kerA endlich dimensional ist.
Der Rest folgt wie im letzten Abschnitt.
Die Aussage zu den Indizes und den Dimensionen der Kerne und Kokerne folgt direkt
aus den abgesetzten Formeln.

Weiterhin haben wir folgende Charakterisierung für semi-Fredholm: Vorl. 13

Lemma 3.5.7. Ein Operator A P LpX,Y q ist genau dann semi-Fredholm, wenn es
einen Banachraum Z, ein K P KpX,Zq und ein c ą 0 mit

}x}X ď cp}Ax}Y ` }Kx}Zq (3.1)

gibt.

Beweis. Sei A semi-Fredholm. Da Z:=kerA endlichdimensional ist, ist er insbesondere
abgeschlossen. Damit gibt es einen abgeschlossenen linearen Unterraum U Ă X mit
X “ Z ‘ U . Dieses Splitting definiert mit der Projektion auf den ersten Summanden
einen stetigen Operator K : X Ñ Z. Da Z endlich dimensional ist, ist dieses K
automatisch kompakt, vgl. Beispiel 3.4.2.ii. Wir betrachten die lineare Abbildung

B : X ÞÑ Y ‘ Z, x ÞÑ pAx,Kxq.

Diese ist beschränkt und injektiv, da Bppz, uq P Z ‘ Uq “ pAu, zq ist und A|U injektiv
ist. Da A semi-Fredholm ist, ist BildA und damit BildB “ BildA ‘ Z Ă Y ‘ Z
abgeschlossen. Mit Lemma 3.1.6.i und B injektiv gibt es also ein c̃ ą 0 mit

}Bx “ pAx,Kxq} “ }Ax} ` }Kx} ě c̃}x}

für alle x P X.
Sei nun Z ein Banachraum, K P KpX,Zq und c ą 0 mit }x}X ď cp}Ax}Y ` }Kx}Zq.
Um zu zeigen, dass kerA endlichdimensional ist, reicht es nach Lemma 2.5.2 zu zeigen,
dass der abgeschlossene Einheitsball in kerA kompakt ist. Dazu sei xi eine Folge in
kerA mit }xi} ď 1. Nach Übergang zu einer Teilfolge können wir annehmen, dass Kxi
in Z konvergiert, da K kompakt ist. Damit folgt aus obiger Ungleichung

}xi ´ xj}X ď c}Kxi ´Kxj}Z ,

dass xi selbst eine Cauchyfolge in X ist und damit konvergiert.
Es bleibt noch zu zeigen, dass das Bild von A abgeschlossen ist: Es ist BildA “ BildA|U
mit U analog wie oben gewählt (also insbesondere wieder abgeschlossen). Es reicht also
zu zeigen, dass B:=A|U : U Ñ Y abgeschlossenes Bild hat. Sei nun xi eine Folge in U
mit Axi Ñ y P Y .
Wir überlegen uns erst einmal per Widerspruchsbeweis, dass xi beschränkt ist: Wäre
}xi}X Ñ8. Dann wäre zi:= xi

}xi}X
eine beschränkte Folge mit Azi Ñ 0. Da K kompakt

ist, muss Kzij für eine Teilfolge zij von zi konvergieren. Dann folgt aus Anwenden von
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}x}X ď cp}Ax}Y ` }Kx}Zq auf x “ zij ´ zik , dass zij ´ zik eine Cauchyfolge in X und
damit konvergent, Grenzwert sei z, sein muss. Doch dann ist Az “ limjÑ8Azij “ 0
und damit z P kerA. Wegen }z} “ 1 und der Wahl von U gibt dies den Widerspruch.

Also ist xi beschränkt und damit besitzt Kxi eine konvergente Teilfolge. Einsetzen
von xi ´ xj in (3.1) zeigt nun, dass xi selbst eine Cauchyfolge ist und damit gegen ein
x P X konvergiert. Wegen Stetigkeit ist dann Ax “ y und BildA abgeschlossen.

Der Index eines Fredholmoperators ist konstant unter kompakten Perturbationen, d.h.:

Satz 3.5.8. Sei A P FredpX,Y q und K P KpX,Y q. Dann ist A ` K Fredholm mit
indA “ ind pA`Kq.

Beweis. Wir zeigen zunächst: Ist A semi-Fredholm, dann auch A`K für K kompakt:
Da A semi-Fredholm ist, gibt es nach letztem Lemma ein c ą 0, einen Banachraum Z
und einen kompakten Operator K̃ P KpX,Zq mit }x}X ď cp}Ax}Y ` }K̃x}Zq. Damit
folgt nach Dreiecksungleichung

}x}X ď cp}pA`Kqx}Y ` }Kx}Y ` }K̃x}Zq “ cp}pA`Kqx}Y ` }pKx, K̃xq}Y‘Zq.

Da x ÞÑ pKx, K̃xq P Y ‘ Z als direkte Summe zweier kompakter Operatoren wieder
kompakt ist, folgt aus letztem Lemma, dass A`K semi-Fredholm ist.

Da A Fredholm ist, ist nach Lemma 3.5.6 auch A1 Fredholm. Nach Lemma 3.4.7
ist K 1 auch kompakt. Nach letztem Abschnitt sind dann sowohl A ` K als auch
A1 `K 1 “ pA`Kq1 semi-Fredholm und somit A`K nach Lemma 3.5.6 Fredholm.

Ist K kompakt, dann auch tK für alle t P R. Dann ist A ` tK eine stetige Einpa-
rameterfamilie von Fredholmoperatoren und hat damit nach Satz 3.5.3 konstanten
Index.

Satz 3.5.9 (Fredholm Alternative). Sei A : X Ñ X ein kompakter Operator. Sei
λ P Czt0u. Dann tritt genau einer der beiden folgenden Fälle ein

(i) Die Gleichung Ax “ λx hat nur die triviale Lösung x “ 0.

In diesem Fall hat pA´ λIdqx “ y für jedes y P X genau eine Lösung.

(ii) Die Gleichung Ax “ λx hat n:=dim ker pA ´ λIdq P p0,8q linear unabhängige
Lösungen.

In diesem Fall hat auch die adjungierte Gleichung A1x1 “ λx1 genau n linear
unabhängige Lösungen und die inhomogene Gleichung pA´ λIdqx “ y ist genau
dann lösbar, wenn y P pker pA1 ´ λIdqqK ist.

Beweis. Da Id ein Fredholmoperator mit Index 0 ist und A kompakt ist, ist A´ λId
Fredholm mit Index 0, s. Satz 3.5.8, und hat damit insbesondere endlichdimensionalen
Kern und Kokern. (i) entspricht dem Fall, wenn beide Dimensionen gleich Null ist.
Falls nicht, ist n P p0,8q und wir sind im zweiten Fall.
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Es bleibt für (ii) die Aussagen zur adjungierten Gleichung zu zeigen: Wegen Lemma 3.3.5
ist Bild pA ´ λq “ pker pA1 ´ λIdqqK. Aus Lemma 3.5.6 und ind pλ ´ Aq “ 0 folgt
dim ker pλ´Aq “ dim ker pλ´A1q und somit die Behauptung.

Beispiel 3.5.10. Die ganze Theorie, die zur Fredholmalternative führt, kommt aus
dem Studium von Integralgleichungen, vor allem zum Studium von klassischen Rand-
wertproblemen, wie z.B.:

Sei Ω Ă R3 offen, beschränkt mit BΩ eine glatte Untermannigfaltigkeit. Wir wollen
sehen, dass

Ω
∆u:=

3
ÿ

i“1

B2u

Bx2
i

“0 auf Ω

u|BΩ “f P C
0pBΩq auf BΩ

immer eine Lösung besitzt (Skizze).

Dazu sei ny der äußere Einheitsnormalenvektor zu BΩ in y P BΩ. Wir setzen

kpx, yq “
xx´ y, nyy

2π|x´ y|3

Das ist für alle x ‰ y, x, y P R3, definiert. Man kann nachrechnen ∆xkpx, yq “ 0 für
alle x ‰ y – hierbei bedeutet der Index x an ∆, dass wir kpx, yq als Funktion in x (und
y als Parameter) betrachten und ∆ einer Funktion in x berechnen.

Wir machen den Ansatz

upxq “

ż

BΩ
kpx, yqϕpyqdvolBΩ

für ein stetiges ϕ P C0pBΩq. Für x R BΩ ist das Integral wohldefiniert und es ist
∆upxq “ 0 (nach Differentiation von Parameterintegralen, [4, Satz 1.6.3]).

Sei nun x P BΩ. Dann kann man zeigen, dass
ş

BΩ kpx, yqϕpyqdvolBΩ auch existiert und
stetig in x ist (beruht darauf, dass ϕ stetig, BΩ glatt ist, kpx, yq sich für x Ñ y, wie
c 1
|x´y| verhält und

ş

B1p0qĂR2
1
rdvolR2 konvergiert.)

Weiterhin kann man für eine Folge pxkqk in Ω mit xk Ñ x zeigen, dass

upxkq Ñ ´ϕpxq `

ż

BΩ
kpx, yqϕpyqdvolBΩ.

(Hat man eine Folge xk P R3zΩ̄ die gegen x P BΩ konvergiert, gilt

upxkq Ñ ϕpxq `

ż

BΩ
kpx, yqϕpyqdvolBΩ.q
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Wollen wir also den Dirichlet-Randwert u|BΩ “ f realisieren, suchen wir ein ϕ mit

fpxq “ ´ϕpxq `

ż

BΩ
kpx, yqϕpyqdvolBΩ.

Wir definieren A : C0pBΩq Ñ C0pBΩq durch

pAϕqpxq “

ż

BΩ
kpx, yqϕpyqdvolBΩ.

Dann ist A ein kompakter Operator, vgl. ÜA.

Damit gibt es nach der Fredholm-Alternative entweder eine nichtverschwindende Lösung
von Aϕ “ ϕ oder pA´ Idqϕ “ f hat eine eindeutige Lösung für jedes f P C0pBΩq.

Es bleibt zu zeigen, dass der erste Fall nicht eintreten kann: Angenommen es gibt eine
Lösung ϕ von Aϕ “ ϕ. Dann löst das zugehörige u das Dirichletproblem für f “ 0.
Nach dem Maximumsprinzip∗ folgt dann aber u “ 0 auf Ω. Mittels partieller Integration
kann man sehen, dass auch u “ 0 auf R3zΩ̄ gilt. Mit obigem Grenzwert zu Punkten
x P BΩ sowohl von außen als auch innen folgt somit ´ϕpxq “ ϕpxq, also ϕ “ 0.

Satz 3.5.11 (Fredholm„ ’fast invertierbar’). Sei A P LpX,Y q. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) A ist Fredholm

(ii) Es existiert ein B P LpY,Xq und Operatoren endlichen Ranges S1 P LpX,Xq und
S2 P LpY, Y q mit BA “ IdX ` S1 und AB “ IdY ` S2.

(iii) Es existiert ein B P LpY,Xq und kompakte Operatoren S1 P LpX,Xq und S2 P
LpY, Y q mit BA “ IdX ` S1 und AB “ IdY ` S2.

Insbesondere ist B in (ii) und (iii) dann jeweils selbst Fredholm.

Beweis. ÜA31

Satz 3.5.12. Seien A P LpX,Y q und B P LpY, Zq Fredholm. Dann ist auch BA
Fredholm mit

indBA “ indB ` indA.

Beweis. Sei A “ diagpA0, 0q : U ‘ kerA Ñ BildA ‘ C und B “ diagpB0, 0q : U 1 ‘
kerB Ñ BildB ‘ C 1 die Zerlegung wie auf Seite 42, also A0 und B0 sind bijektiv.

Es ist
kerBA “ A´1

0 pkerB X BildAq ‘ kerA

und
BildBA “ BildB|BildA “ BildB0|BildAXU 1 .

∗Õ PDE-Vorlesung – https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_principle
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Damit ist insbesondere

dim cokerBA “ dimC 1 ` dim BildB0|CXU 1 “ dimC 1 ` dimpC X U 1q.

Dann ist

indBA “dim kerBA´ dim cokerBA
“dim kerA` dimpkerB X BildAq ´ dim cokerBA
“indA` dimC ` dimpkerB X Cq ´ dim cokerBA
“indA` indB ` dimC ` dimC 1 ´ dimpkerB X Cq ´ dim cokerBA
“indA` indB ` dimC ` dimpU 1 X Cq ´ dimpkerB X Cq
“indA` indB.
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4. Schwache Konvergenz
Vorl. 14In einem Banachraum gibt es neben der Konvergenz bzgl der Norm noch andere

Konvergenzbegriffe, die hilfreich sein werden. Dazu gehört insbesondere die schwache
Konvergenz:

Definition 4.0.1. Eine Folge pxkqkPN in einem Banachraum X konvergiert schwach
gegen ein x P X (Notation: xk w

Ñ x∗ für k Ñ8), falls für alle ` P X˚

`pxkq Ñ `pxq für k Ñ8.

In Abgrenzung nennt man die Konvergenz xk Ñ x bzgl. der Norm der X auch starke
Konvergenz oder Konvergenz in Norm.
Im Falle von Hilberträumen entspricht xk w

Ñ x nach dem Satz 1.2.7 von Riesz der
Forderung xy, xky Ñ xy, xy für alle y P H.

Lemma 4.0.2.

(i) Der schwache Limes ist, wenn er existiert, eindeutig bestimmt.

(ii) Falls xk Ñ x stark in X konvergiert, dann konvergiert xk auch schwach in X
gegen x.

(iii) Falls xk
w
Ñ x schwach in X konvergiert, dann gilt

}x} ď lim inf
kÑ8

}xk}.

Beweis. (i) Sei xk w
Ñ x und xk

w
Ñ y mit x ‰ y. Da X˚ Punkte trennt, vgl. Folge-

rung 2.3.6, gibt es ein ` P X˚ mit `pxq ‰ `pyq. Das ist ein Widerspruch dazu, dass nach
Definition der schwachen Konvergenz `pxkq sowohl gegen `pxq als auch `pyq konvergieren
muss.
(ii) Für alle ` P X˚ gilt

|`pxq ´ `pxkq| “ |`px´ xkq| ď }`}|x´ xk| Ñ 0.

(iii) Sei xk w
Ñ x. Dann gilt |`pxkq| ď }`}|xk| für alle ` P X˚. Damit haben wir

|`pxq| “ lim inf
kÑ8

|`pxkq| ď }`} lim inf
kÑ8

}xk}

und somit
}x}

ÜA13.i
“ sup

}`}“1
|`pxq| ď lim inf

kÑ8
}xk}.

∗w für weak convergence/schwache Konvergenz
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Beispiel 4.0.3.

(i) Sei peiqiPN eine Orthonormalbasis eines separablen Hilbertraumes H. Dann ist
ei

w
Ñ 0: Sei y “

ř8

i“0 αiei P H. Dann muss insbesondere αi eine Nullfolge sein.
Damit gilt xei, yy “ αi Ñ 0 für iÑ8.
Diese Konvergenz ist nicht stark, da }ei} “ 1 ist, aber der starke Limes auch 0
sein müsste.

(ii) sinpnxq w
Ñ 0 für nÑ8 in Lppr0, 2πsq für p P r1,8q:

Es ist
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
| sinpnxq|pdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
p | sin |ď1

ď p2πq
1
p

Wir identifizieren pLpq˚ mit Lq für 1
p `

1
q “ 1 (d.h. q “ 1 für p “ 8). Damit

müssen wir zeigen:
ş2π
0 sinpnxqfpxqdxÑ 0 für alle f P Lqpr0, 2πsq. Es reicht dies

für f P C8pr0, 2πsq zu zeigen, da C8pr0, 2πsq dicht in Lqpr0, 2πsq und damit für
fk P C

8pr0, 2πsq Ñ f in Lq folgt
ˇ

ˇ

ˇ

ş2π
0 sinpnxqpfpxq ´ fkqdx

ˇ

ˇ

ˇ
ď } sinpnxq}p}f ´

fk}p Ñ 0.

Sei also nun f P C8c pr0, 2πsq. Dann folgt mit partieller Integration
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
sinpnxqfpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1
n2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
sinpnxqf2pxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
n2 }f}q} sinpnxq}p Ñ 0.

Also konvergiert sinpnxq schwach gegen Null.

Ähnlich kann man nachrechnen, dass sin2pnxq
w
Ñ 1

2 für n Ñ 8 in Lppr0, 2πsq,
p P r1,8q, gilt.

Am letzten Beispiel sieht man schon, dass das Produkt (in Banachräumen, in den man
Produkt bilden kann, z.B. L2) zweier schwach konvergenter Folgen nicht schwach gegen
das Produkt der Grenzwerte konvergieren muss (im Gegensatz zu stark konvergenten
Folgen). Aber es gilt eine abgeschwächte Form, siehe Lemma 4.0.8.

Satz 4.0.4. Sei X reflexiv. Dann besitzt jede beschränkte Folge eine schwach konver-
gente Teilfolge.

Beweis. Sei pxkqk eine beschränkte Folge in X. Sei Y :=spantx1, x2, . . .u zusammen mit
der Norm von X. Dann ist Y ein separabler Banachraum und nach Beispiel 2.4.3.iv
selbst wieder reflexiv. Damit folgt mit Lemma 2.4.2, dass auch Y ˚ separabel ist. Sei
Y ˚ “ spanty11, y12, . . .u. Mit einem Diagonalfolgenargument wie im Beweis von Arzela-
Ascoli Satz 2.5.5 erhalten wir eine Teilfolge yi von xi, so dass y1ipykq für k Ñ 8 für
alle i konvergiert. Da y1i dicht in Y ˚ liegt, konvergiert damit y1pykq für k Ñ8 für alle
y P Y ˚.
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Um daraus zu folgern, dass yk in Y schwach konvergiert, muss der Grenzwert gefunden
werden: Dazu sei ` : y1 P Y ˚ ÞÑ limkÑ8 y

1pykq. Es ist ` P Y ˚˚. Da Y reflexiv ist, gibt es
ein y P Y mit `py1q “ y1pyq für alle y1 P Y ˚. Also ist y1pyq “ limkÑ8 y

1pykq und somit
konvergiert yk schwach in Y ˚ nach y1.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Konvergenz auch schwach in X˚ ist: Sei x1 P X˚. Dann
ist x1|Y P Y ˚ und es gilt x1pykq “ x1|Y pykq Ñ x1Y pyq “ x1pyq.

Wir werden noch sehen, dass jede schwach konvergente Folge beschränkt sein muss.
Dazu brauchen wir noch:

Satz 4.0.5 (Prinzip der gleichmäßigen Beschränkheit/Satz von Banach-Steinhaus).
Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, I eine Indexmenge und Ai P LpX,Y q
für alle i P I. Sei supiPI }Aix} ă 8 für alle x P X. Dann ist schon supiPI }Ai} ă 8.

Beweis. Zum Beweis werden wir den Satz 2.5.3 von Baire verwenden: Sei En:=tx P
X | supiPI }Aix} ď nu. Dann ist nach Voraussetzung X “ YnPNEn. Da die Ai be-
schränkt und damit stetig sind, ist

En “ XiPI}Tip.q}
´1pr0, nsq “ Xz YiPI }Tip.q}

´1pRzr0, nsq

abgeschlossen. Nach dem Satz von Baire muss min ein En einen inneren Punkt besitzen.
Sagen wir x ist ein innerer Punkt von Em für ein m P N. Es gibt also ein ε ą 0 mit
Bεpxq Ă Em.

Wir haben En “ ´En und En ist konvex, dank Dreiecksungleichung. Damit ist
Bεp´xq Ă Em und somit Bεp0q Ă Em. Ist also }x} ă ε, dann ist }Aix} ď m und somit
supiPI }Ai} ď m

ε ă 8.

Folgerung 4.0.6. Sei X ein normierter Raum und M Ă X. Dann ist M genau dann
beschränkt, wenn x1pMq für alle x1 P X˚ beschränkt ist.

Beweis. Ist M beschränkt, dann folgt die Beschränktheit von x1pMq, da alle x1 P X˚
beschränkt sind. Sei nun x1pMq für alle x1 P X˚ beschränkt, also supxPM |x1pxq| ă 8.
Es ist x1pxq “ Jxpxqpx

1q, s. Abschnitt 2.4.1. Wenden wir letzten Satz nun auf I “M ,
Ax “ JXpxq P X

˚˚ “ LpX˚,Cq an, erhalten wir

sup
xPM

}x}
JX isometr.

“ sup
xPM

}JXpxq} ă 8.

(Dabei haben wir verwendet, dass X˚ “ LpX,Cq ein Banachraum ist, vgl. Bei-
spiel 2.1.1.v.).

Folgerung 4.0.7. Jede schwach konvergente Folge ist beschränkt.

Beweis. Konvergiert xk schwach zu x. Dann ist für jedes x1 P X˚ die Folge x1pxkq
konvergent und damit insbesondere beschränkt. Die Beschränkheit von pxkqk folgt dann
mit der letzten Folgerung.
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Lemma 4.0.8. Sei X ein Banachraum, in dem man eine Algebrastruktur hat (z.B.
L2). Sei xn Ñ x und yn

w
Ñ y in X. Dann gilt xnyn

w
Ñ xy.

Beweis. Sei ` P X˚. Dann definiert `xpzq:=`pxzq auch ein Element `x P X˚. Nach
letzter Folgerung ist yn beschränkt. Damit haben wir

|`pxnyn ´ xyq| ď|`pxpyn ´ yqq| ` |`ppxn ´ xqynq|

ď|`xpyn ´ yq| ` }`}}yn}}xn ´ x} Ñ 0.

Schauen wir uns noch eine weitere Folgerung von Banach-Steinhaus an:

Folgerung 4.0.9. Sei X ein Banachraum und sei Y ein normierter Raum. Sei pAkqk
eine Folge in LpX,Y q. Für alle x P X existierte der Grenzwert Ax:= limkÑ8Akx.
Dann ist A P LpX,Y q.

Wenn man an allgemeine Funktionenfolgen denkt, ist die letzte Folgerung vielleicht
etwas verwundernd, da dort aus punktweiser Konvergenz i.A. nicht die gleichmäßige
Konvergenz folgt.

Beweis. Linearität folgt aus den Rechenregeln für konvergente Folgen.

Für die Beschränkheit: Nach Voraussetzung ist supk }Akx} ă 8 für alle x P X. Nach
dem Satz von Banach-Steinhaus folgt C:= supk }Ak} ă 8. Damit ist

}Ax} “ lim
kÑ8

}Akx} ď C}x}.

Mit schwacher Konvergenz erhalten wir noch eine andere Charakterisierung kompakter
Operatoren auf einem reflexiven Hilbertraum:

Lemma 4.0.10. Sei X reflexiv. Dann ist K P LpX,Y q genau dann kompakt, wenn
für jede in X schwach konvergente Folge xk die Bildfolge Kxk stark in Y konvergiert.

Beweis. Sei nun X reflexiv und K kompakt. Sei xk Ñ x schwach konvergent in X.
Dann ist diese Folge wegen Folgerung 4.0.7 beschränkt und damit besitzt Kxk eine
konvergente Teilfolge Kxik Ñ y. Wir wollen nun zeigen, dass nicht nur eine Teilfolge
sondern ganz Kxk konvergiert. Angenommen, dies wäre falsch, dann gibt es für jedes
ε ą 0 eine Teilfolge xj` von xk mit }Kxj`´y} ą ε. Anderseits ist K kompakt und damit
muss es eine Teilfolge xj`r von xj` geben, so dass Kxj`r Ñ z. Es ist }y´ z} ą ε. Damit
gibt es nach Hahn-Banach ein ` P Y ˚ mit `pyq ‰ `pzq. Wir betrachten ϕ “ K 1` P X˚.
Dann gilt ϕpxikq “ `pKxikq Ñ `pyq und ϕpxj`r q “ `pKxj`r q Ñ `pzq. Die ist ein
Widerspruch zu schwachen Konvergenz und damit ϕpxkq Ñ ϕpxq.

Die Bildfolge einer jeden schwach konvergenten Folge konvergierte nun stark. Wir wollen
zeigen, dass K kompakt ist. Dazu sei xi eine beschränkte Folge. Dann besitzt nach
Satz 4.0.4 diese eine schwach konvergente Teilfolge und damit eine stark konvergente
Bildteilfolge.
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Vorl. 15Konvergenzen auf X˚: Es soll eine Folge ϕk in X˚ nach ϕ P X konvergieren:

(i) Starke Konvergenz: }ϕk ´ ϕ} Ñ 0

(ii) Schwache Konvergenz: Für alle ψ P X˚˚ gilt ψpϕkq Ñ ψpϕq.

(iii) Schwach-˚-Konvergenz = punktweise Konvergenz: Für alle x P X gilt ϕkpxq Ñ
ϕpxq.

Ist X reflexiv, gibt es für jedes ψ P X˚˚ ein eindeutiges x P X mit JXpxq “ ψ. Dann
ist schwache Konvergenz in X˚ äquivalent zu: Für alle x P X gilt ϕkpxq Ñ ϕpxq, also
zu punktweiser, also schwach-*-, Konvergenz.

Schwache Ableitung: Sei U Ă Rn offen. Sei f P L1
locpUq

∗. Sei α P Nn. Existiert ein
g P L1

locpUq, sodass
ż

U

fpDαϕqdvol “ p´1q|α|
ż

U

gϕdvol

für alle ϕ P C8c pUq gilt, dann nennen wir g die α.te schwache Ableitung von f .

Ist f P C |α|pUq, dann liefert partielle Integration g “ Dαf . Auch sonst verwenden wir
deshalb die Notation g “ Dαf . Wenn g existiert, ist es eindeutig, vgl. ÜA20.

Die schwache Ableitung ist wie auch die normale Ableitung lokal, d.h. g|V mit V Ă U
offen hängt nur von f |V ab.

Beispiel 4.0.11. Sei fpxq “ |x|. Die schwache Ableitung ist†

f 1pxq “

"

1 x ą 0
´1 x ď 0.

Wir rechnen f 1 nach: Sei ϕ P C8c pRq. Dann ist
ż 8

´8

|x|ϕ1pxqdx “´

ż 0

´8

xϕ1pxqdx`

ż 8

0
xϕ1pxqdx

“´ xϕpxq|0´8 `

ż 0

´8

ϕpxqdx` xϕpxq|80 ´

ż 8

0
ϕpxqdx

“

ż 8

´8

f 1pxqϕpxqdx.

Was hat schwache Ableitung mit schwacher Konvergenz zu tun? Sei f P LppUq für
p P p1,8q. Dann gibt es eine Folge fk P C8c pUq mit fk Ñ f in Lp. Es existiert Dαfk
für alle α und k.

Hat f eine α.te schwache Ableitung Dαf , dann gilt Dαfk
w
Ñ Dαf :

∗L1
locpUq bedeutet lokal L

1, d.h. für jedes x P U gibt es ein ε ą 0, so dass f |Bεpxq P L1pBεpxqq ist.
†Strenggenommen ist dies eine Realisierung der schwachen Ableitung.
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4. Schwache Konvergenz

Es ist zu zeigen `pDαfkq Ñ `pDαfq für alle ` P pLpq˚. Identifizieren wir den Dualraum
mit Lq für 1

p `
1
q “ 1, dann ist zu zeigen:

ż

U

pDαfkqϕdvol Ñ
ż

U

pDαfqϕdvol

für alle ϕ P LqpUq. Wegen Dichtheit von C8c pUq reicht dies für alle ϕ P C8c pUq zu
zeigen. Dort ist es aber nach Definition der schwachen Ableitung äquivalent zu

ż

U

pfk ´ fqD
αϕdvol Ñ 0

Dies gilt wegen |
ş

U
pfk ´ fqD

αϕdvol| ď }fk ´ f}Lq}Dαϕ}Lp Ñ 0.

Die Konvergenz ist i.A. nicht stark Dαfk
w
Ñ Dαf . Dafür reicht es nicht, dass fk Ñ f

in Lp geht.

Satz 4.0.12. Sei p P r1,8q. Sei Rn offen. Sei W k,ppRnq:=C8c pRnq
}.}
Wk,p mit

}ϕ}Wk,p “
ÿ

αPNn,|α|ďk
}Dαϕ}Lp

für ϕ P C8c pRnq. Dann ist W k,p ein Banachraum und als solcher isomorph zu

tf P LppRnq | @α P Nn, |α| ď k : Es existieren die schwachen Ableitungen Dαf

und Dαf P LppRnqu∗

mit der W k,p-Norm.
Analog ist HkpRnq als Hilbertraum isomorph zu

tf P L2pRnq | @α P Nn, |α| ď k : Es existieren die schwachen Ableitungen Dαf

und Dαf P L2pRnqu

mit der Hk-norm, s. Beispiel 1.1.2.iii.

Beweis. Eindimensionaler Fall, s. ÜA 20+32. Mehr Dimensionen gehen analog.

Die Hk- und die W k,2-Norm sind äquivalent. Damit sind HkpRnq und W k,2pRnq als
Banachräume isomorph.

Mehr zu Sobolevräumen später.

∗Man schreibt oft kurz tf P LppRnq | @α P Nn, |α| ď k : Dαf P LppRnqu.

56



5. Spektrum beschränkter Operatoren
Aus der linearen Algebra kennen wir für quadratische Matrizen den Begriff des Eigen-
wertes. Normale Matrizen A sind diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren vi (zu Eigenwerten λi P C) und wir haben die Spektralzerlegung:
Ax “

ř

i λixvi, xyvi. Die Menge aller Eigenwerte bilden hier das Spektrum von A.

Wir wollen nun ähnliche Resultate für geeignete Operatoren in LpXq:=LpX,Xq erhalten.
Dazu werden den Begriff des Spektrums weiter fassen müssen als nur Eigenwerte.

5.1. Definition und Eigenschaften
Definition 5.1.1. Sei A P LpXq. Die Resolventenmenge ρpAq ist die Menge aller λ P C,
so dass A´ λId bijektiv ist. Dann nennen wir RλpAq:=pA´ λIdq´1 die Resolvente von
A in λ. Die Menge σpAq:=CzρpAq heißt Spektrum von A.

Nach dem Satz 3.2.1 vom beschränkten Inversen folgt aus der Bijektivität von A´ λId,
dass RλpAq beschränkt ist. (Für unbeschränkte Operatoren wird die Definition ganz
analog sein, nur werden wir in der Definition der Resolventenmenge zusätzlich fordern,
dass A´ λId beschränktes Inverses hat, da es dort kein Automatismus ist.)

Aus welchen Gründen kann λ P σpAq sein?

• A ´ λId ist nicht einmal injektiv: Dann gibt es ein v P Xzt0u mit Av “ λv.
Solch ein v nennen wir Eigenvektor zum Eigenwert λ. Wir sagen auch λ liegt im
Punktspektrum von A.

• A´ λId ist injektiv aber Bild pA´ λIdq ist nicht dicht. Dann sagt man λ ist im
Residuenspektrum von A.

• A´λId ist injektiv, nicht surjektiv, aber Bild pA´λIdq ist dicht. Dann sagt man
λ ist im stetigen Spektrum von A.

Als erste allgemeine Aussage zum Spektrum beschränkter Operatoren haben wir:

Satz 5.1.2. Sei A P LpXq:=LpX,Xq. Dann ist das Spektrum von A eine kompakte
nichtleere Teilmenge von C mit σpAq Ă B}A}p0q. Außerdem ist σpA1q “ σpAq und
σpA˚q “ σpAq.
Außerdem ist die Resolventenabbildung λ P ρpAq ÞÑ pA´ λIdq´1 analytisch, d.h. sie
kann lokal als konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten in LpXq geschrieben werden.
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass ρpAq offen ist: Dazu sei λ0 P ρpAq und λ P C derart,
dass |λ´ λ0| ă }pλ0 ´Aq

´1}´1. Dann ist

λ´A “ pλ0 ´Aq ` pλ´ λ0q “ pλ0 ´AqpId´ pλ0 ´ λqpλ0 ´Aq
´1q

Da |λ´ λ0|}pλ0 ´Aq
´1} ă 1 ist, konvergiert

ř8

n“0pλ´ λ0q
npλ0 ´Aq

´n, und damit ist
nach Satz 3.2.4 λ´A invertierbar. Also ist ρpAq offen.
Aus obigem folgt insbesondere nach Satz 3.2.4

pλ´Aq´1 “ rId´ pλ0 ´ λqpλ0 ´Aq
´1s´1pλ0 ´Aq

´1 “
8
ÿ

n“0

`

pλ0 ´Aq
´1˘n`1

pλ0 ´ λq
n

und wir erhalten die gesuchte lokale Potenzreihenentwicklung mit den Koeffizienten
`

pλ0 ´Aq
´1˘n`1

P LpXq.
Da ρpAq offen ist, ist σpAq abgeschlossen. Für |λ| ą }A} ist

´RλpAq “ pλ´Aq
´1 “ λ´1pId´ λ´1Aq´1 “ λ´1

8
ÿ

n“0
λ´nAn (5.1)

absolut konvergent und damit λ´A invertierbar. Somit ist σpAq Ă B}A}p0q beschränkt
und damit kompakt.
Wir zeigen als nächstes, dass σpAq nichtleer ist: Annahme σpAq “ ∅. Dann ist die
Resolventenabbildung auf ganz C definiert. Für |λ| Ñ 8 (5.1) impliziert }RλpAq} Ñ 0.
Damit ist für jedes x P X und f P X˚ dann λ P C ÞÑ fpRλpAqxq P C eine beschränkte
komplexe Potenzreihe in λ. Nach dem Satz von Liouville∗ muss sie damit konstant
sein – wegen }RλpAq} Ñ 0 für |λ| Ñ 8 sogar konstant Null. Nach Folgerung 2.3.4.ii ist
damit RλpAqx “ 0 für alle x P X, also RλpAq “ 0, was den Widerspruch gibt.
Es bleibt noch σpA1q “ σpAq und σpA˚q “ σpAq: Wegen pA ´ λIdq1 “ A1 ´ λId und
pA´ λIdq˚ “ A˚ ´ λ̄Id folgt dies mit Lemma 3.3.6.

∗Satz von Liouville: Jede Potenzreihe, die auf ganz C konvergiert und als Funktion beschränkt ist,
ist konstant.

Beweis. Sei γpt P r0, 2πsq “ reit - also eine Kurve, die den Kreis von Radius r um die Null parametri-
siert. Dann ist das Kurvenintegral, [3, Abschnitt 2.2.2],

ż

γ

1
zk
ds “

ż 2π

0

1
rkeikt

rieitdt “ r1´ki
ż 2π

0
eip1´kqtdt “ 2πir1´kδk1.

Sei nun fpzq “
ř8
k“0 akz

k die auf ganz C konvergente (und damit absolut konvergente Potenzreihe.
Dann folgt

a` “
1

2πi

ż

γ

fpzq

z``1 ds.

Andererseits ist
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

γ

fpzq

z``1 ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8r
´`´12πr

Lassen wir r Ñ8 gehen, folgt damit a` “ 0 für alle ` ą 0 und damit ist fpzq “ a0.
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5.1. Definition und Eigenschaften

Lemma 5.1.3. Vorl. 16Sei A P LpXq.

(i) Sei λ P C ein Eigenwert von A. Dann ist λ entweder ein Eigenwert von A1 oder
im residuellen Spektrum von A1.

(ii) Sei λ P C im residuellen Spektrum von A. Dann ist λ ein Eigenwert von A1.

Beweis. Zu (i): Sei Axλ “ λxλ für ein xλ ‰ 0. Angenommen λ ist kein Eigenwert
von A1. Sei x1 P X˚. Dann ist ppA1 ´ λIdqx1qpxλq “ x1ppA ´ λIdqpxλqq “ 0. Nach
Hahn-Banach gibt es ein Element y1 P X˚ mit y1pxλq “ 1. Also kann Bild pA1 ´ λIdq
nicht dicht in X˚ sein und λ ist im residuellen Spektrum.

Zu (ii): Ist λ im residuellen Spektrum von A, dann gibt es ein xλ P XzBild pA´ λIdq.
Nach Folgerung 2.3.6 existiert somit ein x1 P X˚zt0u mit x1|Bild pA´λIdq “ 0. Dann gilt
ppA1 ´ λIdqx1qpxq “ x1ppA ´ λIdqpxqq “ 0 für alle x P X und somit pA1 ´ λIdqx1 “ 0.
Also ist λ ein Eigenwert von A1.

Beispiel 5.1.4.

(i) Sei A : Cn Ñ Cn linear. Dann ist A ´ λId genau dann invertierbar, wenn
detpA ´ λIdq ‰ 0 ist. Alle λ für die das nicht der Fall ist, sind Eigenwerte.
Das Spektrum besteht hier also nur aus Punktspektrum - n Eigenwerten (gezählt
mit Vielfachheiten).

(ii) Sei Lp : px1, x2, . . .q P `p Ñ px2, x3, . . .q P `p der Linkshift Rp : px1, x2, . . .q P `p Ñ
p0, x1, x2, x3, . . .q P `p der Rechtshift für 1 ă p ă 8. Es ist }Lp} “ }Rp} “ 1 und
pLpq

1 “ Rq, pRpq1 “ Lq für 1
p `

1
q “ 1.

(a) Eigenwerte für Lp: Sei λ P C und pxiqi P `p mit pL´ λIdqpxiq “ 0. Dann ist
xi`1 ´ λxi “ 0 für alle i ě 1 und damit xi “ λi´1x1. Dann ist }pxiqi}p`p “
|x1|

p
ř

i |λ|
ppi´1q. Dann muss, falls x1 ‰ 0 ist, |λ| ă 1 sein, damit pxiqi wirklich

in `p ist. Damit sind alle λ mit |λ| ă 1 Eigenwerte mit eindimensionalem
Eigenraum aufgespannt durch p1, λ, λ2, . . .q.

(b) Eigenwerte für Rp: Sei λ P C und pxiqi P `p mit pR´ λIdqpxiq “ 0. Dann ist
xi´λxi`1 “ 0 für alle i ě 1 und λx1 “ 0. Hier ist xi “ 0 für alle i die einzige
Lösung. Rp besitzt also keine Eigenwerte.

(c) Aus (b) und letztem Lemma folgt, dass Lp keine residuelles Spektrum besitzen
kann.

(d) Ist |λ| ą 1 “ }Lp}, dann ist λ P ρpLpq nach Satz 5.1.2. Analog für Rp.
(e) Für Lp bleibt |λ| “ 1 zu untersuchen: Da das Spektrum nach letztem Satz

abgeschlossen ist und alle λ P B1p0q Eigenwerte sind, müssen auch alle
λ P S1p0q im Spektrum liegen (aber sind keine Eigenwerte). Nach obigen
Überlegungen kann S1p0q auch kein residuelles Spektrum sein, es muss also
nur aus stetigem Spektrum bestehen.

(f) Für Rp und |λ| “ 1 folgt aus letztem Lemma, dass alle λ P S1p0q im stetigen
Spektrum sind.
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

(g) Für Rp und |λ| ă 1 folgt aus letztem Lemma und da Rp keine Eigenwerte
hat, dass B1p0q reines residuelles Spektrum ist.

(iii) Sei X “ C0pr0, 1sq und A : ϕ P X ÞÑ px ÞÑ
şx

0 ϕpsqdsq. Dann besitzt A keine
Eigenwerte: Aϕ “ λϕ impliziert

şx

0 ϕpsqds “ λϕpxq für alle x P r0, 1s. Damit muss
ϕ differenzierbar sein. Dann muss ϕ “ λϕ1 und ϕp0q “ 0 sein. Also ϕ “ 0.

Für λ “ 0 ist A ´ λId “ A also injektiv. Da für alle ϕ P X aber Aϕp0q “ 0 ist,
kann das Bild nicht dicht sein. Es ist also 0 im residuellen Spektrum von A.

Sei nun λ ‰ 0. Wie oben gezeigt ist A ´ λId injektiv. Wir zeigen nun, dass A
surjektiv ist: Sei ψ P X. Es ist A ein kompakter Operator, ÜA29. Nach der
Fredholmalternative Satz 3.5.9 muss somit entweder Aϕ “ λϕ eine nichttriviale
Lösung haben oder pA´ λIdqϕ “ ψ genau eine Lösung. Der erste Fall kann nicht
eintreten, da A keine Eigenwerte besitzt und ψ ist somit im Bild von A. Also ist
λ P ρpAq.

Insgesamt ist also σpAq “ t0u und 0 ist im residuellen Spektrum.

In Anwendungen kommen vor allem selbstadjungierte Operatoren auf Hilberträumen
vor. Dort spielt das residuelle Spektrum keine Rolle:

Lemma 5.1.5. Sei H ein Hilbertraum und sei A P LpHq selbstadjungiert. Dann ist
σpAq Ă R und A hat kein residuelles Spektrum.

Beweis. Sei λ “ a` ib für a, b P R. Dann ist

}pA´ λIdqx}2 “xpA´ λ̄IdqpA´ λIdqx, xy “ xpA˚ ´ aqpA´ aqx, xy ` xb2x, xy
“}pA´ aqx}2 ` |b|2}x}2 ě |b|2}x}2.

Sei nun b ‰ 0. Nach Lemma 3.2.2 ist damit Bild pA ´ λIdq abgeschlossen und A ´
λId : H Ñ Bild pA ´ λIdq invertierbar. Analog folgt A ´ λ̄Id : H Ñ Bild pA ´ λ̄Idq
invertierbar. Angenommen Bild pA´λIdq ‰ H. Dann ist λ im residuellen Spektrum und
somit nach Lemma 5.1.3 λ̄ ein Eigenwert von A˚´ λ̄Id “ A´ λ̄Id, was ein Widerspruch
zu A´ λ̄Id : H Ñ Bild pA´ λ̄Idq invertierbar wäre. Also muss Bild pA´ λIdq “ H und
damit λ P ρpAq sein. Also ist σpAq Ă R.

Sei nun λ P R. Wäre λ im residuellen Spektrum von A, dann wäre wegen A˚ “ A und
Lemma 5.1.3 λ schon ein Eigenwert von A, was den Widerspruch gibt.

Die Abschätzung in σpAq Ă B}A}p0q ist im Allgemeinen nicht scharf. Um das etwas
besser zu untersuchen, führen wir den Spektralradius ein:

Definition 5.1.6. Für A P LpXq wird

rpAq:= supt|λ| |λ P σpAqu

Spektralradius von A genannt.
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5.1. Definition und Eigenschaften

Nach Satz 5.1.2 gilt rpAq ď }A}.

Lemma 5.1.7. Es gilt rpAq “ limnÑ8 }A
n}

1
n .

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass nach Lemma 3.1.4 }An`m} ď }An} }Am} gilt.
Setzen wir an “ ln }An}, dann impliziert dies für n “ pm`q mit 0 ď q ă m, p, g, n P N,
dass

an “ pam ` aq.

Für festes m folgt somit lim supnÑ8 an
n ď am

m . Lassen wir nun auch m gegen unendlich
gehen, haben wir lim supnÑ8 an

n ď lim infmÑ8 am
m . Damit existiert limnÑ8

an
n und

somit auch limnÑ8 }A
n}

1
n .

Sei µ P C mit |µ| ą limnÑ8 }A
n}

1
n . Dann konvergiert

ř8

n“0 µ
´nAn und ist nach

Satz 3.2.4 gleich pµ´1A´ Idq´1. Somit ist µ P ρpAq. Also ist rpAq ď limnÑ8 }A
n}

1
n .

Sei nun |µ| ą rpAq. Wir wollen nun zeigen, dass |µ| ě limnÑ8 }T
n}

1
n gilt. Da das

Spektrum abgeschlossen ist, folgt damit direkt rpAq ě limnÑ8 }T
n}

1
n .

Für alle ` P LpXq˚ definieren wir f`pµq:=`ppA´µIdq´1. Nach Satz 5.1.2 ist f` analytisch
auf tµ| |µ| ą rpAqu. Andererseits folgt aus obigen Überlegungen, dass limnÑ8 }A

n}
1
n ě

rpAq und f`pλq “
ř8

k“0 `pA
nqλ´n´1 für alle |λ| ą limnÑ8 }A

n}
1
n . Sei ν “ λ´1. Dann

ist ppνq:=f`pν´1q für alle |ν| P p0, plimnÑ8 }A
n}

1
n q´1q die konvergente

ř8

k“0 `pA
nqνn

Potenzreihe, welche damit auch in ν “ 0 konvergiert. D.h. ppνq ist für alle |ν| ă
rpAq´1 lokal analytisch und für |ν| ă plimnÑ8 }A

n}
1
n q´1 durch die obige Potenzreihe

konkret gegeben. Damit ist konvergiert diese Potenzreihe aber schon auf ganz |ν| P
r0, rpAq´1q∗ und damit auch f`pµq “

ř8

k“0 `pA
nqµ´n´1. Diese Konvergenz impliziert

aber `pAnµ´n´1q “ `pAnqµ´n´1 Ñ 0 für nÑ8. Also konvergiert Anµ´n´1 schwach
in LpXq gegen Null und ist damit nach Folgerung 4.0.7 beschränkt. Es gibt also ein
C ą 0 mit }Anµ´n´1} ď C und damit

}An}
1
n ď C

1
n |µ|

n`1
n Ñ |µ|

für nÑ8. Also ist |µ| ě limnÑ8 }A
n}

1
n .

Lemma 5.1.8. Vorl. 17Sei H ein Hilbertraum und sei A P LpHq normal. Dann ist }A2} “
}A}2 und damit }A} “ rpAq.

Beweis. Ist A normal, so auch A2 und AA˚. Mit Lemma 3.3.8.iii folgt

}A2}2 “ }A2pA2q˚} “ }pAA˚q2} “ }AA˚}2 “ }A}4

und damit }A2} “ }A}2. Daraus folgt insbesondere

rpAq “ lim
nÑ8

}A2n}
1

2n “ }A}.

∗Õ Funktionentheorie, z.B. [5, Cor. 5.11].
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

5.2. Spektralsatz für kompakte normale Operatoren
Das Hauptresultat dieses Abschnittes wird ein Analogon des Spektralsatzes für normale
Matrizen aus der linearen Algebra sein:

Satz 5.2.1 (Spektralsatz für kompakte normale Operatoren). Sei A : H Ñ H ein kom-
pakter normaler Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es ein (ggf. endliches)
Orthonormalsystem v1, v2, . . . von H sowie eine Nullfolge/endliche Folge µ1, µ2, . . . in
Czt0u mit Ax “

ř

i µixvi, xyvi und es gilt }A} “ supi |µi|.

Bevor wir zu dem Beweis dieses Resultat kommen können, brauchen wir noch eini-
ge Vorbereitungen. Wir beginnen mit Allgemeinem zum Spektrum von kompakten
Operatoren:

Lemma 5.2.2. Sei A : X Ñ X ein kompakter Operator auf einem Banachraum X.
Dann gilt

(i) Ist dimX “ 8, dann ist 0 P σpAq.

(ii) Jedes Element in σpAqzt0u ist ein Eigenwert mit endlichdimensionalem Eigen-
raum.

(iii) Die Menge σpAqzt0u ist abzählbar.

(iv) σpAq hat höchstens einen Häufungspunkt – die Null.

Beweis. (i) Angenommen 0 R σpAq. Dann ist A nach Definition des Spektrums bijektiv
und damit ist nach dem Satz 3.2.1 vom beschränkten Inversen A´1 beschränkt. Nach
Lemma 3.4.4 ist somit Id “ AA´1 kompakt. Aus Beispiel 3.4.2.iii folgt somit, dass H
endlich dimensional sein muss.

(ii) Sei λ P σpAqzt0u aber kein Eigenwert. Dann ist C:=A ´ λId “ ´λpId ´ λ´1Aq
injektiv. Demnach ist nach der Fredholmalternative, Satz 3.5.9, A´ λId bijektiv. Dann
ist aber λ P ρpAq, was den Widerspruch gibt.

Aus λ P σpAqzt0u folgt, da λId ´ A dann Fredholm ist, dass ker pλId ´ Aq endlichdi-
mensional ist.

(iii)+(iv) Sei ε ą 0. Dank (ii) reicht es sowohl für (iii) als auch für (iv) zu zeigen, dass
tλ P σpAq | |λ| ě εu endlich ist: Nehmen wir an, dass dies nicht stimmt. Dann gibt es
ein Folge λi und eine Folge xi P Xzt0u mit |λi| ě ε, Axi “ λixi und λn ‰ λm für alle
n ‰ m.

Die Menge txiu ist linear unabhängig: Denn wäre xn`1 “
řn
j“0 αjxj und x0, . . . , xn

linear unabhängig, dann wäre nach Anwendung von A

λn`1

n
ÿ

j“0
αjxj “

n
ÿ

j“0
λjαjxj

und somit αj “ 0 für alle j.
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Wir setzen nun En:=spantx1, . . . , xnu. Dann ist Ei Ĺ Ei`1 und ApEiq Ă Ei und
pA ´ λiqEi Ă Ei´1. Dann gibt es nach Lemma 2.5.1 ein yn P En mit }yn} “ 1 und
distpyn, En´1q ą

1
2 . Wir wollen nun zeigen, dass die beschränkte Folge Ayi keine

konvergente Teilfolge besitzen kann, was der Kompaktheit von A widerspricht:

Somit gilt für n ą m

}Apyn ´ ymq} “ |λn| }yn ´ λ
´1
n pAym ` λnyn ´Aynq

looooooooooooooomooooooooooooooon

PEn´1

} ě ε
1
2 .

Also kann Ayi keine konvergente Teilfolge besitzen.

In Beispiel 5.1.4.iii haben wir ein Beispiel eines kompakten Operators gesehen, der nur
die Null im Spektrum hatte.

Allgemeines zu Spektren normaler Operatoren:

Lemma 5.2.3. Sei A P LpHq normal. Dann gilt

(i) Ist Ax “ λx, dann A˚x “ λx.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte zu A sind orthogonal.

(iii) Es gibt ein λ P σpAq mit |λ| “ }A}.

Beweis. (i) Es ist auch A´ λ normal und pA´ λq˚ “ A˚ ´ λ. Damit folgt

}pA˚ ´ λqx}2 “ xpA´ λqpA˚ ´ λqx, xy “ xpA˚ ´ λqpA´ λqxy “ p}A´ λqx}2.

(ii) Sei Ax “ λx, Ay “ µy für x, y P Hzt0u und λ ‰ µ. Dann folgt aus

λxx, yy “ xAx, yy “ xx,A˚yy
piq
“ xx, µyy “ µxx, yy,

dass xx, yy “ 0 ist.

(iii) Folgt direkt aus Lemma 5.1.8.

Wir kommen nun zum Beweis des Spektralsatzes für kompakte normale Operatoren:

Beweis von Satz 5.2.1. Sei µi die Folge der paarweisen verschiedenen Eigenwerte von
A, die ungleich Null sind. Das dies höchstens abzählbar viele sind und diese endliche
Multiplizität haben, folgt aus Lemma 5.2.2. Sei tei1, . . . , eidiu eine Orthonormalbasis
von ker pA´µiq. Dann ist nach Lemma 5.2.3.ii te11, . . . , e1d1 , e21, . . . , e2d2 , . . . , ejdj , . . .u
ist eine Orthonormalbasis von ‘iker pA ´ µiq und kerA K eij für alle eij . Somit ist
H1:=kerA‘ spanteij | i P N, 1 ď j ď diu ist ein abgeschlossener Unterraum von H.

Wir wollen H “ H1 zeigen: Sei nun H2:=HK1 . Dann ist für alle h P H2

xAh, eijy “ xh,A
˚eijy

Lem 5.2.3.i
“ xh, λieijy “ 0.
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

Analog erhalten Ah K kerA. Damit gilt AH2 Ă H2. Somit erhalten wir mit A|H2 : H2 Ñ
H2 einen Operator auf H2, welcher nach Konstruktion noch immer kompakt und normal
ist. Nach Lemma 5.2.2 folgt das jedes Element in σpA|H2qzt0u schon ein Eigenwert
wäre und damit auch ein Eigenwert von A wäre und der zugehörige Eigenvektor wäre
schon in H1. Nach Lemma 5.2.3.iii gibt es aber ein λ P σpA|H2q mit |λ| “ }A|H2}. Also
muss A|H2 “ 0 sein und somit H2 Ă kerA sein. Also ist H2 “ t0u und damit H “ H1.

Damit kann jedes x P H als x “ y `
ř

kxx, ekyek mit y P kerA dargestellt werden und
damit ist Ax “

ř

kxx, ekyµkek.

Bemerkung 5.2.4. Sei andererseits Ax “
ř

i µixx, viyvi für ein Orthonormalsystem
v1, . . . von H (nicht unbedingt eine Basis) und eine Nullfolge/endl. Folge µi P Czt0u.
Dann ist A : H Ñ H normal:

Es ist A˚x “
ř

i µixx, viyvi und damit AA˚x “ A˚Ax “
ř

i |µi|
2xx, viyvi.

Außerdem ist A kompakt: Ist die Summe endlich, dann ist A sogar ein Operator
endlichen Rangs und damit kompakt. Sei nun die Summe nicht endlich und Ak “
řk
i“1 µixx, viyvi. Dann ist

}Ax´Akx}
2 ď

ÿ

iąk

|µi|
2xx, viy

2 ď |µk|
2}x}2.

Da die µk eine Nullfolge sind, folgt }A ´ Ak} Ñ 0 für k Ñ 8. Somit muss nach
Folgerung 3.4.5 auch A kompakt sein.

5.3. Spektrum beschränkter selbstadjungierter
Operatoren

Wir wollen nun allgemeiner einen Spektralsatz für beschränkte selbstadjungierte Ope-
ratoren erhalten. Hier muss es nun keine Eigenwerte mehr geben: Z.B. ist der Multi-
plikationsoperator Mf : L2pRq Ñ L2pRq für f stetig, beschränkt und streng monoton
steigend, beschränkt, selbstadjungiert und das Spektrum σpMf q “ Bild f ist ein rein
stetiges Spektrum, ÜA 35.

Aus Lemma 5.1.5 wissen wir schon, dass für A beschränkt und selbstadjungiert σpAq Ă
r0,8q ist und kein residuelles Spektrum enthält. I.A. kann es aber sowohl Eigenwerte
als auch stetiges Spektrum geben.

Trotzdem werden wir eine Art Verallgemeinerung des Spektralsatzes für kompakte
normale Operatoren erhalten, am Ende wird die Summe i.A. ein operatorwertiges
Integral sein.

Den Spektralsatz im letzten Abschnitt war für kompakte normale Operatoren. Neben
selbstadjungierten Operatoren gibt es als wichtige normale Operatoren noch die unitären
Operatoren. Für diese kann man (recht analog) auch einen Spektralsatz finden.
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5.3.1. Stetiges Funktionalkalkül
Satz 5.3.1. Sei A ein beschränkter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum
H. Dann gibt es genau einen beschränkten Operator ϕ : C0pσpAqq Ñ LpHq, so dass
gilt:

(i) ϕ ist ein ˚-Algebrenhomomorphismus, d.h. ϕpfgq “ ϕpfqϕpgq, ϕpλfq “ λϕpfq,
ϕp1q “ Id, ϕpf̄q “ ϕpfq˚ für alle f, g P C0pσpAqq und λ P C.

(ii) ϕpidq “ A.

Außerdem gilt es dann insbesondere für f P C0pσpAqq:

(a) Aus Ax “ λx folgt ϕpfqx “ fpλqx.

(b) σpϕpfqq “ tfpλq|λ P σpAqu

(c) Aus f reell und f ě 0 folgt ϕpfq ě 0, d.h. xϕpfqx, xy ě 0 für alle x P H.

(d) }ϕpfq} “ }f}C0 (ϕ ist also isometrisch).

Beweis. (i) und (ii) bestimmen das ϕ auf komplexen Polynomen (eingeschränkt auf
C0pσpAqq): Ist ppxq “

řn
k“0 anx

n ein solches Polynom, sei ϕppq:=ppAq:=
řn
k“0 anA

n.
Dann ist ppAq˚ “ ppAq.
Sei λ P σpAq. Dann ist ppxq ´ ppλq “ px ´ λqqpxq für ein Polynom q. Damit folgt
ppAq´ ppλqId “ pA´λqqpAq. Angenommen ppAq´ ppλqId “ pA´λq wäre invertierbar,
dann wäre Id “ pA ´ λqqpAqpppAq ´ ppλqIdq´1 “ qpAqpppAq ´ ppλqIdq´1pA ´ λq und
somit wäre auch pA´λq invertierbar, was λ P σpAq widerspricht. Also ist ppλq P σpppAqq.
Sei anderererseits λ P σpppAqq und ppxq ´ λ “ apx ´ λ1q ¨ . . . px ´ λnq. Dann ist
ppAq´λId “ apA´λ1Idq ¨ . . . ¨ pA´λnIdq. Falls λi R σpAq für i “ 1, . . . , n wäre, wären
alle Faktoren pA´ λiIdq invertierbar und somit auch ppAq ´ λId, was ein Widerspruch
zu λ P σpppAqq wäre. Also ist für mindestens ein i λi P σpAq und damit λ “ ppλiq.

Vorl. 18Als nächstes zeigen wir }ppAq} “ supλPσpAq |ppλq|, was }ϕppq}LpHq “ }p}C0pσpAqq ent-
spricht.
Es ist

}ppAq}2 “}ppAq˚ppAq} “ }pp̄ ¨ pqpAq} “ sup
λPσppp̄¨pqpAqq

|λ|

pbq
“ sup
λPσpAq

|pp̄ ¨ pqpλq| “

˜

sup
λPσpAq

|ppλq|

¸2

,

wobei die dritte Gleichheit aus Lemma 5.1.8 und pp̄ ¨ pqpAq selbstadjungiert.
Nach dem Satz von Weierstrass∗ sind die komplexen Polynome dicht in C0pσpAqq. Damit
hat ϕ zunächst definiert auf den komplexen Polynomen eine eindeutige lineare stetige

∗https://en.wikipedia.org/wiki/Stone%E2%80%93Weierstrass_theorem#Stone%E2%80%
93Weierstrass_theorem,_complex_version
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

Fortsetzung zu ϕ : C0pσpAqq Ñ LpHq. Eigenschaft (i) für f, g komplexe Polynome per
Konstruktion und auf ganz C0pσpAqq aufgrund der Rechenregeln für Grenzwerte.
Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit von ϕ mit Eigenschaften (i) und (ii) gezeigt.
(a), (c) und (d) stimmt auf komplexen Polynomen per Konstruktion und damit nach
Grenzwertbildung auch auf f P C0pσpAqq.
Es bleibt (b) für allgemeines f P C0pσpAqq: ÜA.

Lemma 5.3.2. Sei A ein beschränkter selbstadjungierter Operator auf einem Hil-
bertraum H. Kommutiert B P LpHq mit A, dann kommutiert fpAq mit B für alle
f P C0pσpAqq.

Beweis. Für f ein komplexes Polynom folgt es durch direktes Nachrechnen. Für allge-
meines f erhält man dann wieder durch Approximation durch Polynome.

Beispiel 5.3.3. Sei A P LpHq kompakt und selbstadjungiert. Dann ist nach letztem
Spektralsatz A “

ř

i µix., viyvi für ein Orthonormalsystem vi von H und eine endliche
oder Nullfolge µi. Sei f P C0pσpAqq. Dann ist

fpAq “
ÿ

i

fpµiqx., viyvi ` fp0qPkerA,

wobei PkerA die Orthogonalprojektion auf kerA ist.
Das sieht man direkt für Polynome und der Rest folgt mit Konvergenz.

Bemerkung 5.3.4. Die Menge tϕpfq | f P C0pσpAqqu Ă LpHq ist eine abelsche
Algebra, die unter Bildung der Adjungierten abgeschlossen ist. Da C0pσpAqq vollständig
ist und ϕ isometrisch ist, ist tfpAq | f P C0pσpAqqu Ă LpHq abgeschlossen. Damit ist
tfpAq | f P C0pσpAqqu eine abelsche C˚-Algebra∗. Das tfpAq | f P C0pσpAqqu und
C0pσpAqq isometrisch isomorph sind, ist ein Spezialfall des Gelfand-Naimark-Theorems†.

Wir wollen das Funktionalkalkül als nächstes für die Definition einer Wurzel von
nichtnegativen selbstadjungierten beschränkten Operatoren anwenden. Dazu zunächst:

Definition 5.3.5. Ein Operator A P LpHq heißt nichtnegativ, wenn xAu, uy reell und
nichtnegativ für alle u P H ist. Wir schreiben dann A ě 0. Für A,B P LpHq schreiben
wir A ě B, wenn A´B ě 0 ist.‡

Beispiel 5.3.6. Sei H “ H1‘H2 als direkte Summe von Hilberträumen und P : H1‘
H2 Ñ H1 ‘H2, pu, vq ÞÑ pu, 0q, die Orthogonalprojektion auf H1. Dann ist P positiv:

xP pu, vq, pu, vqy “ xpu, 0q, pu, vqy “ }u}2H1
ě 0.

Lemma 5.3.7. Sei A P LpHq selbstadjungiert und nichtnegativ. Dann gilt
∗https://en.wikipedia.org/wiki/C*-algebra – tfpAq | f P C0pσpAqqu Ă LpHq ist sogar die

kleinste C˚-Algebra in LpHq, die A enthält (die von A erzeugte C˚-Algebra).
†https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Gelfand-Neumark
‡’ě’ definiert eine partielle Ordnung auf LpHq.
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5.3. Spektrum beschränkter selbstadjungierter Operatoren

(i) σpAq Ă r0,8q

(ii) (Existenz und Eindeutigkeit einer Wurzel) Es gibt genau einen selbstadjungierten
nichtnegativen Operator B mit B2 “ A.

(iii) Sei auch B P LpHq selbstadjungiert und nichtnegativ. Dann ist AB genau dann
ein selbstadjungierter nichtnegativer Operator, wenn A mit B kommutiert.

Beweis. ÜA40 bis auf die Eindeutigkeit der Wurzel:

Seien B,C selbstadjungierte nichtnegative Operatoren mit A “ B2 “ C2 und u P H.
Wir setzen v “ pB ´ Cqu. Da B und C beide nichtnegativ sind, ist xBv, vy ě 0 und
xCv, vy ě 0. Andererseits ist xpB ` Cqv, vy “ xpB ` CqpB ´ Cqv, vy “ 0. Also ist
xCv, vy “ xBv, vy “ 0.

Da B selbstadjungiert und nichtnegativ ist, gibt es einen selbstadjungierten nichtnega-
tiven Operator T mit B “ T 2. Für diesen gilt dann }Tv}2 “ xT 2v, vy “ xBv, vy “ 0
und damit Bv “ T pTvq “ 0. Analog folgt Cv “ 0. Insgesamt ist somit }pB ´ Cqu}2 “
xpB ´ CqpB ´ Cqu, uy “ xBv ´ Cv, uy “ 0, also B “ C.

Lemma 5.3.8. Sei H “ H1 ‘H2 als direkte Summe von Hilberträumen.

(i) Die Orthogonalprojektion P : H1 ‘H2 Ñ H1 ‘H2, pv, wq ÞÑ pv, 0q, ist selbstad-
jungiert.

(ii) Sei B P LpHq selbstadjungiert und sei P die Orthogonalprojektion auf kerB.∗Dann
kommutiert jeder beschränkte Operator, der mit B kommutiert auch mit P .

Beweis. (i) ÜA

(ii) Sei C P LpHq mit BC “ CB. Sei v P kerB. Dann ist BCv “ CBv “ 0, also
Cv P kerB. Damit folgt PCPu “ CPu für alle u P H.

Da B selbstadjungiert ist, ist C˚B “ pBCq˚ “ pCBq˚ “ BC˚ und damit analog zu
oben PC˚Pu “ C˚Pu für alle u P H.

Zusammen mit (i) erhalten wir

PC “pC˚P q˚ “ pPC˚P q˚ “ PCP “ CP.

5.3.2. Spektralfamilie
Definition 5.3.9. Eine beschränkte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum H ist eine
Abbildung E : RÑ LpHq mit folgenden Eigenschaften:

(i) Eλ:=Epλq ist für alle λ P R ein Projektionsoperator, d.h. E2
λ “ Eλ.

(ii) Aus λ ą µ, folgt Eλ ě Eµ.

∗Also P : kerB ‘ pkerBqK Ñ kerB ‘ pkerBqK, pu, vq ÞÑ pu, 0q.
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(iii) Die Familie pEλqλPR ist stark linksstetig, d.h. für alle µ P R und u P H gilt

lim
λÕµ

Eλu “ Eµu.

(iv) Es gibt m,M P R mit Eλ “ 0 für alle λ ď m und Eλ “ Id für alle λ ąM .

Wir nennen das größte solchem bzw. das kleinste solcheM das Infimum bzw. Supremum
der Spektralfamilie.

Sei nun Eλ wie in letzter Definition. Sei f : RÑ C stetig. Sei ε ą 0. Sei Π eine Zerlegung
von rm,M ` εs der Länge n ` 1, d.h. es ist eine endliche Folge von reellen Zahlen
pλkq

n
k“0 mit m “ λ0 ă λ1 ă . . . ă λn´1 ă λn “M`ε. Sei |Π| “ max1ďkďnpλk´λk´1q.

Sei Z eine Zwischenzerlegung von Π, d.h. es ist eine endliche Folge von reellen Zahlen
pµkq

n
k“1 mit µi P rλi´1, λis. Wir setzen

Af,Π,Z :=
n
ÿ

i“1
fpµiqpEλi ´ Eλi´1q.

Dann ist Af,Π,Z P LpHq und nach letztem Lemma für reelle f auch selbstadjungiert.

Lemma 5.3.10. Sei pEλqλPR eine beschränkte Spektralfamilie mit Infimum m und
Supremum M und sei f : R Ñ C stetig. Dann gibt es genau ein A P LpHq, so dass
es für alle γ, ε ą 0 ein δ ą 0 gibt mit }Af,Π,Z ´ A} ă γ für jede Zerlegung Π von
rm,M ` εs mit |Π| ă δ und Zwischenzerlegung Z von Π.

Der Operator A hängt nur von der Spektralfamilie und f |rm,Ms ab.

Beweis. Sei γ, ε ą 0. Dann ist f auf dem kompakten Intervall rm,M ` εs gleichmäßig
stetig. Damit gibt es ein δ ą 0, so dass |fpλq ´ fpλ1q| ă γ

2 für alle λ, λ1 P rm,M ` εs
mit |λ1 ´ λ| ă δ.

Wir zeigen zunächst, dass für zwei Zerlegungen Π und Π1 von rm,M ` εs mit |Π| ď δ,
|Π1| ď δ und Zwischenzerlegungen Z von Π bzw. Z 1 von Π1

}Af,Π,Z ´Af,Π1,Z1} ă γ

gilt:

Dazu sei Π “ pλkqnk“0 und Z “ pµkq
n
k“1 . Sei Π̃ “ pλ̃kqñk“0 die Zerlegung von rm,M`εs,

die aus allen Folgengliedern von Π und Π1 besteht. Sei Z̃ “ pµ̃kq
ñ
k“1 eine Zwischen-

zerlegung von Π̃ und j P t0, . . . , ñu ÞÑ kj P t0, . . . , nu die Abbildung definiert durch
λ̃kj “ λj . Damit ist

Af,Π̃,Z̃ :=
n
ÿ

i“1

ki
ÿ

j“ki´1`1
fpµ̃jqpEλ̃j ´ Eλ̃j´1

q
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und somit

|xpAf,Π,Z ´Af,Π̃,Z̃qu, uy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

ki
ÿ

j“ki´1`1
pfpµjq ´ fpµ̃jqqxpEλ̃j ´ Eλ̃j´1

qu, uy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

ki
ÿ

j“ki´1`1
|fpµjq ´ fpµ̃jq|xpEλ̃j ´ Eλ̃j´1

qu, uy

f glm. stetig
ă

γ

2

n
ÿ

i“1

ki
ÿ

j“ki´1`1
xpEλ̃j ´ Eλ̃j´1

qu, uy

“
γ

2 xpEM`ε ´ Emqu, uy “
γ

2 }u}
2

Mit ÜA 23 folgt damit }Af,Π,Z ´Af,Π̃,Z̃} ă
γ
2 und somit

}Af,Π,Z ´Af,Π1,Z1} ď }Af,Π,Z ´Af,Π̃,Z̃} ` }Af,Π1,Z1 ´Af,Π̃,Z̃} ă γ.

Wir wählen als nächstes eine Folge von Zerlegungen pΠnq
8
n“1 von rm,M ` εs mit

|Πn| Ñ 0 für n Ñ 8 mit zugehörigen Zwischenzerlegungen Zn und zeigen, dass
Af,Πn,Zn in LpHq eine Cauchyfolge ist:

Es gibt ein N P Ną0 mit |Πn| ă δ für alle n ě N . Aus obigen Überlegungen folgt
dann }Af,Πk,Zk ´Af,Π`,Z`} ă γ für alle k, ` ě N . Damit ist Af,Πn,Zn eine Cauchyfolge
und wegen Vollständigkeit von LpHq konvergiert diese zu einem A P LpHq. Die obige
Betrachtung der gemeinsamen Verfeinerung zweier Zerlegungen zeigt, dass A nicht von
der Wahl der Folge der Zerlegungen abhängt, so lange |Πn| Ñ 0 gilt.

Definition 5.3.11. Sei pEλqλPR eine beschränkte Spektralfamilie und sei f : RÑ C
stetig. Für den dazu gehörigen Operator A aus letztem Lemma schreiben wir symbolisch

ż 8

´8

fpλqdEλ.

Die Funktion λ P R ÞÑ xEλu, uy für jedes u P H wegen (ii) aus Definition 5.3.9 eine
monoton steigende Funktion.

Folgerung 5.3.12. Vorl. 19Sei pEλqλPR eine beschränkte Spektralfamilie und sei f : RÑ C
stetig. Für den dazu gehörigen Operator A aus letztem Lemma und u, v P H gilt dann

xAu, uy “

ż 8

´8

fpλqdxEλu, uy

als Riemann-Stieltjes-Integral.∗

∗Sei f : ra, bs Ñ C und Zn “ pxiqni“0 Zerlegungen von ra, bs, also a “ x0 ă x1 ă x2 ă . . . ă xn “ b,
mit |Zn| Ñ 0 für nÑ8.
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Das Integral in der Folgerung geht zwar über R, aber da Eλ für λ ď m gleich Null
und für λ ěM ` ε gleich Id ist, ist es in Wirklichkeit ein Integral

şM`ε

m
. (Das `ε ist

aber wichtig, weil man sonst den Anteil am Spektrum der von EM`ε ´EM “ Id´EM
kommt, nicht sehen würde.)

Beweis. Aus dem Beweis des letzten Satzes haben wir }Af,Πn,Zn ´A} Ñ 0 für nÑ8

und Af,Πn“pλn,jqnj“0,Zn“pµn,jq
n
j“1

“
řn
j“1 fpµn,jqpEλn,j ´ Eλn,j´1q. Dann ist

xu,Af,Πn,Znvy “
n
ÿ

j“1
fpµn,jqpxu,Eλn,j , vy ´ xu,Eλn,j´1vyq

und
|xu,Af,Πn,Znvy ´ xu,A, vy| ď }u}}Af,Πn,Zn ´A}}v}.

Die Funktion g : λ P R ÞÑ xu,Eλuy für jedes u P H wegen (ii) aus Definition 5.3.9 eine
monoton steigende Funktion. Damit haben wir

xu,Auy “ lim
nÑ8

xu,Af,Πn,Znuy “ lim
nÑ8

n
ÿ

j“1
fpµn,jqpxu,Eλn,j , uy ´ xu,Eλn,j´1uyq

“

ż 8

´8

fpλqdxu,Eλuy.

Folgerung 5.3.13. Sei pEλqλPR eine beschränkte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum
H, f P R Ñ C stetig, mit zugehörigem Operator A. Sei U : H Ñ Ĥ ein unitärer

Ist f Riemann-integrierbar, dann ist das Riemann-Integral
ż b

a
fpxqdx “ lim

nÑ8

n
ÿ

i“0
fpxiqpxi`1 ´ xiq

Sei g : ra, bs Ñ R monoton wachsend. Dann ist das Riemann-Stieltjes-Integral von f
ż b

a
fdg:= lim

nÑ8

n
ÿ

i“0
fpxiqpgpxi`1q ´ gpxiqq

sofern dieser Grenzwert rechts existiert und unabhängig der Folge pZnqn ist. Es ist also wie das Riemann-
Integral nur das dem Intervall rxi, xi`1s eine neue Länge zugeordnet wird, nämlich gpxi`1q ´ gpxiq.

Man kann direkt nachrechnen:
(i) Ist g differenzierbar, dann ist

şb
a fdg “

şb
a fpxqg

1pxqdx.

(ii) Ist g stetig und stückweise differenzierbar, dann ist
şb
a fdg “

řn
j“1

ş

Ij
fpxqg1pxqdx, wobei ra, bs “

I1 \ . . . \ In mit g|Ij diffenzierbar ist. (Damit ist
şb
a fdg “

şb
a fpxqg

1pxqdx, wenn man g1 als
schwache Ableitung versteht.)

(iii) Ist g ein Heaviside-Funktion (also g “ 0 für x ď c und g “ 1 für x ą c) und c P pa, bq, dann ist
şb
a fdg “ fpcq.

(iv) Sei µ ě 0, gi : ra, bs Ñ R monoton steigend. Dann ist
şb
a fdpµg1 ` g2q “ µ

şb
a fdg1 `

şb
a fdg2.

Damit kann man im Großen und Ganzen die meisten relevanten Riemann-Stieltjes-Integrale direkt
berechnen.
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Operator. Dann gilt

UAU´1 “

ż 8

´8

fpλqdpUEλU
´1q.

Beweis. UEλU´1 ist eine Projektion auf Ĥ. Der Rest folgt direkt aus

UAf,Π,ZU
´1 “

n
ÿ

i“1
fpµiqpUEλiU

´1 ´ UEλi´1U
´1q.

Folgerung 5.3.14. Sei pEλqλPR eine beschränkte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum
H mit zugehörigem Operator A (zu f “ id). Sei g P RÑ C stetig. Dann ist

gpAq “

ż 8

´8

gpλqdEλ

Beweis. Sei B “
řn
i“1 µipEλi ´ Eλi´1q für eine Zerlegung λi mit Zwischenzerlegung

µi.

Es ist für i ď j: EλiEλj “ EλjEλi “ Eλi . Damit folgt

B2 “
ÿ

i,j

µiµjpEλiEλj ´ Eλi´1Eλj ´ EλiEλj´1 ` Eλi´1Eλj´1q “

n
ÿ

i“1
µ2
i pEλi ´ Eλi´1q

und somit der zugehörige Operator C zu Eλ und g : R Ñ C Polynom (als f) erfüllt
C “ gpAq und damit gpAq “

ş8

´8
gpλqdEλ. Wegen dem Satz vom Weierstrass folgt die

Behauptung.

5.3.3. Spektralsatz für beschränkte selbstadjungierten Operatoren
Satz 5.3.15. Sei A ein beschränkter selbstadjungierter Operator. Dann gibt es genau
eine beschränkte Spektralfamilie pEλqλPR mit folgenden Eigenschaften:

(i) Das Infimum von pEλqλPR ist min σpAq und das Supremum von pEλqλPR ist
max σpAq.

(ii) Jeder beschränkte Operator auf H, der mit A kommutiert, kommutiert mit Eλ
für alle λ P R.

(iii) Für alle u P H existiert der rechtsseitige Limes limλŒµEλu.

(iv) A “
ş8

´8
λdEλ.

Wir nennen pEλqλPR dann die Spektralfamilie von A.

Hier existiert min σpAq (und analog fürs Maximum) immer, da σpAq abgeschlossene
Teilmenge von R ist, vgl. Satz 5.1.2.
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

Idee: Da der Spektralsatz eine Verallgemeinerung der Eigenraumzerlegung für hermi-
tische Matrizen sein wird, erwarten wir, dass Eλ eine Projektion auf den Anteil des
Vektorraumes sein wird, der für das Spektrum ă λ verantwortlich ist. Um diesen Anteil
zu extrahieren werden wir fpxq “ px´ λq ´ |x´ λ| betrachten (was Null für alle x ě λ
ist). Mit dem stetigen Funktionalanalysis ist A´ λId´ |A´ λId|q:=fpAq P LpHq für
wohldefiniert und selbstadjungiert (wegen f reell und fpAq˚ “ f̄pAq).

Beweis von Satz 5.3.15. Sei E`pλq die Orthogonalprojektion auf ker pA´ λId´ |A´
λId|q und Eλ “ Id ´ E`pλq. Wir zeigen, dass Eλ eine beschränkte Spektralfamilie
ist mit den geforderten Eigenschaften ist: Die Eλ sind Orthogonalprojektionen per
Konstruktion.

Wir zeigen (ii): Kommutiere C P LpHq mit A. Aus Lemma 5.3.2 folgt, dass C dann
auch mit A´ λId´ |A´ λId| kommutiert. Nach Lemma 5.3.8 kommutiert C auch mit
E`pλq und somit auch mit Eλ.

Um nun (ii) aus Definition 5.3.9 zu zeigen, sei λ ă µ und P “ EλpId´ Eµq. P ist als
Produkt zweier Orthogonalprojektionen selbst wieder eine Orthogonalprojektion, ÜA.
Wir zeigen zunächst, dass P “ 0 ist:

Da Eλ und Id ´ Eµ Orthogonalprojektionen sind und kommutieren, ist EλP “ P
und pId ´ EµqP “ P . Außerdem ist nach Definition von E` und Lemma 5.3.7.iii:
pA ´ µIdqpId ´ Eµq “ |A ´ µId|pId ´ Eµq ě 0 und analog ´pA ´ µIdqEλ “ |A ´
µId|p´Eλq ě 0. Daraus folgt

pµ´ λqxPu, Puy “xpA´ λIdqPu, Puy ´ xpA´ µIdqPu, Puy
“xpA´ λIdqEλPu, Puy ´ xpA´ µIdqpId´ EµqPu, Puy ď 0.

Da µ ą λ ist, ist damit Pu “ 0. Damit ist P “ 0 und somit Eλ “ EλEµ.

Wir zeigen, dass daraus Eλ ď Eµ folgt: Es ist Eµ´Eλ “ Eµ´EλEµ “ pId´EλqEµ als
Produkt zweier Orthogonalprojektionen wieder eine Orthogonalprojektion und damit
nichtnegativ.

Aus Eλ ď Eµ folgt für u P H, dass λ ÞÑ xEλu, uy eine nichtnegative, monoton wachsende
Funktion ist. Damit existiert

lim
λÕµ

xEλu, uy “ sup
λăµ

xEλu, uy “: `µ.

Damit gibt es für alle ε ą 0 ein δ ą 0, so dass `µ ´ xEµu, uy ă ε
2 für alle 0 ă µ´ λ ă δ.

Dann gilt für µ´ δ ă λ ă ν ă µ:

}Eνu´ Eλu}
2 selbstadj.

“ xpEν ´ Eλq
2u, uy

Proj.
“ xpEν ´ Eλqu, uy

ď|xEνu, uy ´ `µ| ` |xEλu, uy ´ `µ| ă ε.

Da H vollständig ist, existiert limλÕµEλu “: Eµ´0u für alle u P H.
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5.3. Spektrum beschränkter selbstadjungierter Operatoren

Analog zeigt man die Existenz von limλŒµEλu “: Eµ`0u für alle u P H und damit
(iii) des Satzes.

Wir zeigen als nächstes Eµ´0 “ Eµ und damit (iii) der Definition 5.3.9 der Spektralfa-
milie: Für u P H ist

pEµ ´ Eµ´0qu “ lim
λÕµ

pEµ ´ Eλqu “ lim
λÕµ

EµpEµ ´ Eλqu “ EµpEµ ´ Eµ´0qu. (5.2)

Für λ ă µ haben wir außerdem

pId´ EλqpEµ ´ Eλq “ Eµ ´ Eλ ´ Eλ ` Eλ “ Eµ ´ Eλ

und damit
pA´ µIdqpEµ ´ Eλq “ pA´ µIdqEµ

loooooomoooooon

ď0

pEµ ´ Eλq
looooomooooon

ě0

ď 0

sowie
pA´ λIdqpEµ ´ Eλq “ pA´ λIdqpId´ Eλq

looooooooooomooooooooooon

ě0

pEµ ´ Eλq
looooomooooon

ě0

ě 0.

Zusammen ergibt dies λpEµ ´ Eλq ď ApEµ ´ Eλq ď µpEµ ´ Eλq für λ ă µ. Mit
λ Õ µ folgt xpA ´ µIdqpEµ ´ Eµ´0qu, uy “ 0 für alle u P H und damit nach ÜA23
pA ´ µIdqpEµ ´ Eµ´0q “ 0. Sei v “ pEµ ´ Eµ´0qu, also pA ´ µIdqv “ 0. Dann ist
}|A´ µId|v}2 “ xpA´ µIdq2v, vy “ 0 und damit |A´ µId|v “ 0 und somit E`pµqv “ v
und Eµv “ 0. Eingesetzt in (5.2) ergibt sich Eµ “ Eµ´0.

Seim “ min σpAq. Wir zeigen Eλ “ 0 für alle λ ă m (Wegen stark linksseitig stetig folgt
dann auch Em “ 0). Angenommen es gibt ein λ ă m und ein u P H mit v “ Eλu ‰ 0.
O.B.d.A. }v} “ 1. Dann ist

xAv, vy ´ λ “ xpA´ λIdqE2
λu,Eλuy ď 0.

Andererseits muss wegen m1 P ρpAq für m1 ă m dann 0 ď xpA ´ m1Idqv, vy sein,
was m ď λ impliziert und so den Widerspruch gibt. Analog sieht man Eλ “ Id für
λ ąM “ max σpAq.

Es fehlt noch (iv): Dazu sei ε ą 0 und pΠ`q` “ ppλ
`
iq
n`
i“0q` eine Folge von Zerlegungen mit

|Π`| Ñ 0 für `Ñ8. Als Zwischenzerlegungen Z` wählen wir jeweils die linken Intervall-
grenzen, also µ`k “ λ`k´1 und als Zwischenzerlegungen Z̃` die rechten Intervallgrenzen
µ`k “ λ`k. Wie oben haben wir dann

λ`k´1pEλ`
k
´ Eλ`

k´1
q ď ApEλ`

k
´ Eλ`

k´1
q ď λ`kpEλ`

k
´ Eλ`

k´1
q

und damit
Aid,Π`,Z` ď A ď Aid,Π`,Z̃` .

Existiert des Grenzwertes für `Ñ8 und Unabhängigkeit von der gewählten Zwischen-
zerlegung gibt dann analog zu oben (iv).
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5. Spektrum beschränkter Operatoren

Beispiel 5.3.16.Vorl. 20 Sei A : H Ñ H kompakt und selbstadjungiert. Dann ist nach
Satz 5.2.1 die Form A “

ř

i µix., viyvi für eine endliche Folge/Nullfolge µi und vi ein
Orthonormalsystem vi von H. Pi:=x., viyvi ist dabei die Projektion auf Cvi.
Um die Spektralfamilie zu bestimmen schauen wir uns wie im Beweis des letzten Satz

A´ λId´ |A´ λId| “
ÿ

i

pµi ´ λ´ |µi ´ λ|qx., viyvi ` p´λ´ |λ|qPkerA

“
ÿ

i;µiăλ
2pµi ´ λqPi ´ 2λδλă0PkerA

an und erhalten so

E`pλq “
ÿ

i;µiěλ
Pi ` δλě0PkerA

Eλ “
ÿ

i;µiăλ
Pi ` δλă0PkerA.

Beispiel 5.3.17 (Beschränkter Multiplikationsoperator). Sei Ω Ă Rn Lebesgue-
messbar und f P L8pΩq X C0pΩq. Sei M : L2pΩq Ñ L2pΩq, g ÞÑ fg. Dann ist
σpMq “ Bild f , vgl. ÜA35.
Für Multiplikationsoperatoren lässt sich die Spektralfamilie recht leicht bestimmen, da
für h : RÑ C stetig, da hpMqu “ ph ˝ fqu ist (für fpxq “ x auf Ω “ r0, 1s vgl. ÜA41).
Dann ist:

Eλu “

$

&

%

0 λ ď inf Bild f
χfăλu λ P pinf Bild f, sup Bild f s
u sonst

Für nicht Multiplikationsoperatoren ist es i.A. schwieriger die Spektralfamilie zu
bestimmen. Aber nicht selten, lassen sich Operatoren durch Zwischenschalten von
einem unitären Operator auf Multiplikationsoperatoren zurückführen:
Beispiel 5.3.18 (Diskreter Laplaceoperator). Wir betrachten `2pZq “ tpxnqnPZ | xn P
C,

ř

n |xn|
2 ă 8u und

∆: `2pZq Ñ `2pZq, p∆pxnqnqqn:=xn`1 ` xn´1 ´ 2xn.

Wir verwenden Fourierreihen:

U : `2pZq Ñ L2pr0, 2πsq, pxnqn ÞÑ pξ ÞÑ
1
?

2π
ÿ

n

einξxnq

Nach [4, Satz 2.15] ist dies ein unitärer Operator.
Es gilt

p∆U´1ϕqn “
1
?

2π

ż 2π

0

´

e´ipn`1qξ ` e´ipn´1qξ ´ 2e´inξ
¯

ϕpξqdξ

“
1
?

2π

ż 2π

0
e´inξp2 cos ξ ´ 2qϕpξqdξ
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und damit nach [4, Abschnitt 2.1.2]

pU∆U´1ϕqpxq “
1

2π p2 cosx´ 2qϕpxq.

Wir haben ∆ also in einen beschränkten Multiplikationsoperator umgewandelt, von
welchem wir nach letztem Beispiel die Spektralfamilie Eλ kennen.

Damit ist UEλU´1 die Spektralfamilie von ∆ auf `2pZq.
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6. Unbeschränkte Operatoren
Sei H ein Hilbertraum. Wir wollen nun unbeschränkte Operatoren auf H betrachten.
Einige Beispiele hatten wir schon in Beispiel 1.1.4 gesehen. Wichtige Beispielklassen
sind:

(i) Differentialoperatoren auf L2pRnq, d.h. Operatoren der Form:

pAϕqpxq:=
ÿ

αPNn,|α|ďk
aαpxqD

αϕpxq

mit aα : Rn Ñ C messbare (oft glatte) Funktionen und domA eine dichte Teil-
menge von L2pRnq mit ApdomAq Ă L2pRnq (oft verwendet domA “ C8c pRnq).

Zu den Differentialoperatoren gehören insbesondere (Definitionsbereich nicht extra
ausgewiesen):
(a) Impulsoperatoren: pj : L2pRnq Ñ L2pRnq, ϕ ÞÑ i B

Bxj
ϕ.

(b) Laplaceoperator ∆ “ ´
řn
j“1

B
2

Bx2
j
.

(c) Schrödingeroperatoren H “ ∆ ` V , wobei V : Rn Ñ R eine Funktion (das
Potential) ist, z.B. im Schrödingeroperator für die Beschreibung des Elektrons
im Wasserstoffatom ist V pxq “ 1

|x| (modulo Konstanten/Einheiten, kommt
von der Coloumbwechselwirkung mit dem Kern bei x “ 0)

(ii) Multiplikationsoperatoren mit einer unbeschränkten messbaren Funktion auf
L2pRnq

6.1. Grundbegriffe
Definition 6.1.1. Sei A : domA Ă H Ñ H ein linearer Operator. Der Graph von A
ist gegeben durch

graphpAq:=tpx,Axq | x P domAu Ă H ‘H.

Der Operator A heißt abgeschlossen, wenn graphpAq Ă H ‘H abgeschlossen ist.

Ist A abgeschlossen, ist damit graphpAq insbesondere selbst wieder ein Hilbertraum.

Definition 6.1.2. Seien A,B lineare Operatoren auf H. Falls domB Ă domA und
A|domB “ B ist, nennen wir A eine Erweiterung von B und schreiben B Ă A. Ein
Operator heißt abschliessbar, wenn er eine abgeschlossene Erweiterung besitzt.
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Jeder abschliessbare Operator A besitzt eine kleinste abgeschlossene Erweiterung, diese
nennen wir Abschluss und bezeichnen diese mit Ā.

Satz 6.1.3. Ist A abschliessbar, dann ist graphpĀq “ graphpAq∗.

Beweis. Sei B eine abgeschlossene Erweiterung von A, existiert da A abschliessbar ist.
Dann ist graphpAq Ă graphpBq. Insbesondere, folgt damit aus px, yq P graphpAq, dass
y “ Bx ist. Dieses y hängt nur von x und A und nicht von der Wahl von B ab: Sei
y1 “ Bx und y2 “ B̂x für eine weitere abgeschlossene Erweiterung von A. Dann ist
p0, y1 ´ y2q P graphpAq und damit y1 “ y2.
Sei nun

M :=tx | px, yq P graphpAqu
und R : M “ domR Ă H Ñ H definiert durch Rx “ Bx. Nach obigen Überlegungen
ist R unabhängig von der Wahl von B. Es ist insbesondere graphpRq “ graphpAq.
Also ist R eine abgeschlossene Erweiterung von A mit R Ă B. Da B eine beliebige
abgeschlossene Erweiterung ist, ist R “ Ā.

Beispiel 6.1.4. Sei H “ L2pRq, domA “ C8c pRq, domB “ C1
c pRq und A bzw. B

wirken auf ihren Definitionsbereichen als i ddx . Es ist A Ă B. Beide Operatoren sind
nicht abgeschlossen: Sei ϕ P H1pRqzC1

c pRq. Dann gibt es ϕj P C8c pRq mit ϕi Ñ ϕ
in H1pRq, also ϕj Ñ ϕ in L2 und ϕ1j Ñ ϕ1 in L2 (wobei ϕ1 i.A. nur eine schwache
Ableitung ist). Damit ist pϕj , iϕ1jq P graphB Ą graphA, aber pϕ, iϕ1q R graphB. Also
sind A,B nicht abgeschlossen.
Aber die obigen Überlegungen zeigen, dass C : domC “ H1pRq Ă L2pRq Ñ L2pRq,
ϕ ÞÑ iϕ1 abgeschlossen ist und H1pRq Ă dom Ā Ă dom B̄ ist. Damit ist C “ Ā “ B̄.

Lemma 6.1.5 (Spursatz in 1D). Die lineareAbbildung

res : C8pr0, 1sq Ă H1pr0, 1sq Ñ C, ϕ ÞÑ ϕp0q

hat eine stetige Fortsetzung zu res : H1pr0, 1sq Ñ C. D.h. insbesondere: Es gibt es C ą 0
mit

|ϕp0q| ď C}ϕ}H1 .

Vorl. 21 Für ein ϕ P L2pr0, 1sq macht ϕp0q keinen Sinn, da man von ϕ Realisierungen mit
beliebigen Werten in 0 finden kann. Das letzte Lemma sagt, dass dies für H1pr0, 1sq
anders ist und man ϕp0q einen eindeutigen Wert zuordnen kann. Analog geht das
natürlich für jeden anderen Wert, wie ϕp1q.

Beweis. Für ϕ glatt ist ϕptq “ ϕp0q `
şt

0 ϕ
1psqds und damit

|ϕp0q| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕptq ´

ż t

0
ϕ1psqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |ϕptq| ` }ϕ1}2

|ϕp0q|2 ď
ż 1

0
2p|ϕptq|2 ` }ϕ1}22qdt ď 2}ϕ}2H1

.

∗graphpAq ist der Abschluss in H ‘H
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Damit ist res von C8pr0, 1sq mit der H1-Norm nach C beschränkt. Mit Lemma 3.1.3
folgt die Behauptung.

Mit Hilfe des Spursatzes können wir

H1
0 pr0, 1sq:=tϕ P H1pr0, 1sq | ϕp0q “ ϕp1q “ 0u

definieren und erhalten auch aus dem Spursatz, dass H1
0 pr0, 1sq Ă H1pr0, 1sq abgeschlos-

sen ist und damit selbst ein Hilbertraum ist.

Beispiel 6.1.6. Sei H “ L2pr0, 1sq und A “ i ddx : C8c pp0, 1qq Ă L2pr0, 1sq Ñ L2pr0, 1sq.
Dann sieht ähnlich wie im letzten Beispiel, dass B : H1pr0, 1sq Ă L2pr0, 1s Ñ L2pr0, 1s,
ϕ ÞÑ iϕ1, eine abgeschlossene Erweiterung von A ist. Allerdings ist hier diese nicht der
Abschluss:
Der Operator C : H1

0 pr0, 1sq Ă L2pr0, 1s Ñ L2pr0, 1s, ϕ ÞÑ iϕ1 ist Ā: Aus dem Spursatz
folgt

graphC “ tpϕ, iϕ1q | ϕ P H1
0 pr0, 1squ “ graphA

und damit C “ Ā nach Satz 6.1.3.

6.2. Adjungierte
Definition 6.2.1. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Sei

domA˚:=tx P H | Dy P H@z P domA : xAz, xyH “ xz, yyHu.

Für jedes x P domA˚ setzen wir A˚x “ y und nennen A˚ : domA˚ Ă H Ñ H den zu
A adjungierten Operator.

A˚ ist wohl definiert, da y wegen der Nichtdegeneriertheit von x., .yH und der Dichtheit
von domA in H eindeutig ist.
Ist A Ă B, dann ist B˚ Ă A˚.
Sei T : H ‘H Ñ H ‘H, pϕ,ψq ÞÑ p´ψ,ϕq. Dann ist T eine Isometrie mit T 2 “ Id
und pTUqK “ TUK für alle linearen Unterräume U Ă H ‘H.
Dann ist pϕ,ψq P pT pgraphpAqqqK
genau dann, wenn xpϕ,ψq, p´Az, zqyH‘H “ 0 für alle z P domA
genau dann, wenn xϕ,Azy “ xψ, zy für alle z P domA
genau dann, wenn ϕ P domA˚ mit ψ “ A˚ϕ.
Damit ist insbesondere graphpA˚q “ pT pgraphpAqqqK.

Satz 6.2.2. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Dann gilt

(i) A˚ ist abgeschlossen.

(ii) A ist genau dann abschliessbar, wenn domA˚ dicht ist. In diesem Fall ist dann
Ā “ A˚˚.
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(iii) Ist A abschliessbar, dann ist A˚ “ pĀq˚.

Wir können nach Definition der Adjungierten A˚˚ erst bilden, wenn A˚ dicht definiert
ist.

Beweis. (i) Das folgt direkt aus graphpA˚q “ pT pgraphpAqqqK und Lemma 1.2.3.

(ii) Es ist nach Lemma 1.2.3 und obigen Überlegungen

graphpAq “pgraphpAqKqK“ pT 2graphpAqKqK “ pT pTgraphpAqqKqK“ pTgraphpA˚qqK.

Ist A˚ dicht definiert, dann ist pTgraphpA˚qqK “ graphpA˚˚q und somit dann Ā “ A˚˚,
also A auch insbesondere abschliessbar.

Sei nun A˚ nicht dicht definiert. Dann gibt es ein ψ P pdomA˚qKzt0u und es gilt
xpψ, 0q, pz,A˚zqyH‘H “ 0 für alle z P domA˚. Damit ist p0, ψq P T pgraphA˚qK “
graphA. Wäre A abschliessbar, wäre Ā0 “ ψ ‰ 0, was den Widerspruch gibt.

(iii) Das folgt aus
A˚

piq
“ A˚

piiq
“ A˚˚˚

piiq
“ pĀq˚.

6.3. Selbstadjungiert vs. symmetrisch
Definition 6.3.1. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Wir nennen A
symmetrisch, falls für alle x, y P domA gilt:

xAx, yy “ xx,Ayy.

Wir nennen A selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist und domA “ domA˚ gilt.

Nach Definition von domA˚ sieht man direkt: A ist genau dann symmetrisch, wenn
A Ă A˚ ist. A ist genau dann selbstadjungiert, wenn A “ A˚ gilt.

Nach Satz 6.2.2 ist ein symmetrischer Operator immer abschliessbar, da domA˚ dann
immer domA enthält und somit dicht in H ist. Auch nach Satz 6.2.2 gilt dann Ā “ A˚˚.

Damit haben wir: Ist A symmetrisch, dann ist A˚ eine abgeschlossene Erweiterung. Es
muss also gelten

A Ă A˚˚ Ă A˚.

War A selbst schon abgeschlossen ist das linke Ă schon eine Gleichheit. Was A schon
selbstadjungiert, sind alles Gleichheiten.

Beispiel 6.3.2. Sei D “ i ddx : H1pRq “ domD Ă L2pRq Ñ L2pRq. Dann ist

domD˚ “ tϕ P L2pRq | Dψ P L2pRq@f P H1pRq :
ż

R
´if̄ 1pxqϕpxqdx “

ż

R
f̄pxqψpxqdxu.
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Da D “ D|C8c pRq ist (Beispiel 6.1.4), ist mit Satz 6.2.2.iii somit

domD˚ “

"

ϕ P L2pRq | Dψ P L2pRq@f P C8c pRq :
ż

R
´if̄ 1pxqϕpxqdx “

ż

R
f̄pxqψpxqdx

*

“

"

ϕ P L2pRq | Dψ P L2pRq@f P C8c pRq : ´
ż

R
f̄ 1pxqiϕpxqdx “

ż

R
f̄pxqψpxqdx

*

.

Aber das heisst, ψ muss die schwache Ableitung von iϕ sein. Nach ÜA32 ist somit
ϕ P H1pRq. Andererseits ist somit jedes ϕ P H1pRq auch in domD˚. D.h. domD˚ “
H1pRq und D ist wesentlich selbstadjungiert.
Andererseits ist C “ i ddx mit Definitionsbereich H1

0 pr0, 1sq (also Dirichletrandbedingun-
gen) aus Beispiel 6.1.6 nicht selbstadjungiert – es ist C˚ “ i ddx mit Definitionsbereich
H1pr0, 1sq.

Satz 6.3.3. Sei A ein symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist selbstadjungiert.

(ii) A ist abgeschlossen und ker pA˚ ˘ iq “ t0u.

(iii) Bild pA˘ iq “ H.

Beweis. (i) ùñ (ii): Aus selbstadjungiert folgt aus (i) von Satz 6.2.2, dass A abge-
schlossen ist. Sei nun ϕ P ker pA˚ ` iq (´ wird analog gehen). Dann ist wegen Selbst-
adjungiertheit Aϕ “ ´iϕ. Dann folgt (analog wie für beschränkte selbstadjungierte
Operatoren)

ixϕ,ϕy “ xϕ, iϕy “ xϕ,´Aϕy “ x´Aϕ,ϕy “ xiϕ,ϕy “ ´ixϕ,ϕy.

Also ϕ “ 0.
(ii) ùñ (iii): Sei ψ P Bild pA ´ iqK. Dann ist ppA ´ iqϕ,ψq “ 0 für alle ϕ P domA
und damit ψ P dom pA˚ ` iq mit pA˚ ` iqψ “ 0. Nach (ii) ist dann ψ “ 0 und damit
Bild pA´ iq “ H.
Es bleibt zu zeigen, dass Bild pA´ iq abgeschlossen ist: Sei xi P domA und y P H mit
pA´ iqxi Ñ y. Wegen

}pA´ iqxi}2 “ }Axi}2 ` }xi}2

konvergiert dann auch xi in H gegen ein x und Axi gegen ein z. Vorl. 22Da A abgeschlossen
ist, ist x P domA und z “ Ax. Insbesondere ist somit y “ pA´ iqx. Also ist das Bild
abgeschlossen. (analog wird die Aussage für `i gezeigt).
(iii) ùñ (i): Wir müssen domA “ domA˚ zeigen. Sei x P domA˚. Da Bild pA´ iq “ H
ist, gibt es ein z P domA mit pA ´ iqz “ pA˚ ´ iqpxq. Da A symmetrisch ist, ist
z P domA˚ und pA˚ ´ iqpz ´ xq “ 0. Andererseits folgt aus Bild pA ` iq “ H, für
alle y P H gibt es ein u P domA mit y “ pA ` iqu. Somit ist dann xy, z ´ xy “
xu, pA˚ ´ iqpz ´ xqy “ 0. Damit muss z “ x sein und somit x P domA.
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6. Unbeschränkte Operatoren

Definition 6.3.4. Ist A ein dicht-definierter, abschliessbarer Operator auf einem
Hilbertraum H, dessen Abschluss selbstadjungiert ist, dann heißt A wesentlich selbst-
adjungiert.

Dann folgt direkt aus letztem Satz und dessem Beweis:

Folgerung 6.3.5. Sei A ein symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist wesentlich selbstadjungiert.

(ii) ker pA˚ ˘ iq “ t0u.

(iii) Bild pA˘ iq ist dicht in H.

6.4. Spektrum unbeschränkter Operatoren
Die Definition des Spektrums ist wie bei beschränkten Operatoren nur, dass man für
die Elemente in der Resolventenmenge zusätzlich fordert, dass der inverse Operator
beschränkt ist, da das kein Automatismus mehr ist.

Definition 6.4.1. Sei A : domA Ă X Ñ X ein Operator. Die Resolventenmenge ρpAq
ist die Menge aller λ P C, so dass A ´ λId bijektiv ist und eine beschränkte Inverse
besitzt. Dann nennen wir RλpAq:=pλId´Aq´1 die Resolvente von A in λ. Die Menge
σpAq:=CzρpAq heißt Spektrum von A.

Die Aufspaltung in Punktspektrum, residuelles Spektrum und stetiges Spektrum wird
noch genau wie bei beschränkten Operatoren getroffen. Allerdings ist σpAq nun nicht
mehr kompakt:

Beispiel 6.4.2. Sei f : C0pR,Rq unbeschränkt (z.B. fpxq “ x) und domM :=tϕ P
L2pRq | fϕ P L2pRqu. Dann ist M : domM Ă L2pRq Ñ L2pRq ein unbeschränkter
Operator und nach ÜA selbstadjungiert. Es gilt σpMq “ Bild f (wird genau wie im
Falle beschränkter Multiplikationsoperatoren gezeigt).

Was man allerdings mit ganz analogem Beweis zum beschränkten Fall (Satz 5.1.2)
zeigen kann:

Satz 6.4.3. Sei A : domA Ă H Ñ H ein dicht definierter Operator. Dann ist σpAq
abgeschlossen und die Resolventenabbildung analytisch.

Im Unterschied zu beschränkten Operatoren kann das Spektrum allerdings sogar leer
sein:

Beispiel 6.4.4. Sei A “ i ddx mit domA:=tϕ P H1pr0, 1sq | ϕp0q “ 0u Ă L2pr0, 1sq. Sei
λ P C und Bλ : L2pr0, 1sq Ñ L2pr0, 1sq definiert durch

Bλpϕqpxq:=i
ż x

0
e´iλpx´sqϕpsqds.
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6.4. Spektrum unbeschränkter Operatoren

Dann rechnet man direkt nach, dass }Bλϕ}L2 ď }ϕ}L2 ist und damitBλ ein beschränkter
Operator ist. Weiterhin gilt: pBλϕqp0q “ 0. Damit ist BλL2pr0, 1sq Ă domA und es gilt
pA´ λqBλϕ “ ϕ für alle ϕ P L2pr0, 1sq sowie BλpA´ λq “ Id|domA. Also ist λ P ρpAq
und damit σpAq “ ∅.∗

Für selbstadjungierte Operatoren gilt

Lemma 6.4.5. Sei A : domA Ă H Ñ H selbstadjungiert. Dann ist σpAq Ă R und es
gibt kein residuelles Spektrum. Ist A zusätzlich nichtnegativ, also xAx, xy ě 0 für alle
x P domA, dann ist σpAq Ă r0,8q.

Beweis. Sei λ “ a` ib mit b ‰ 0. Sei B “ b´1pA´ aq mit domB “ domA. Dann ist
B selbstadjungiert und B ´ iId “ b´1pA´ λIdq. Außerdem gilt

}pB ´ iIdqx}2 “xpB2 ` 1qx, xy ě }x}2.

Damit ist B ´ iId : H Ñ Bild pB ´ iIdq bijektiv. Nach Satz 6.3.3 ist Bild pB ´ iIdq “ H.
Es bleibt zu zeigen, dass pB ´ iIdq´1 beschränkt ist (dann hat auch A ´ λId ein
beschränktes Inverses und damit wäre λ R σpAq) - aber das folgt direkt aus obiger
Ungleichung mit x “ pB ´ iIdq´1y für y P H.

Sei nun λ P σpAq Ă R und kein Eigenwert, also A ´ λId injektiv. Dann ist A ´
λId : domAÑ Bild pA´ λIdq bijektiv. Sei ψ P pBild pA´ λIdqqK. Nach Definition des
Definitionsbereich des adjungierten Operators ist pBild pA´λIdqqK Ă dom pA˚´λIdq “
dom pA´λIdq. Sei ψ P pBild pA´λIdqqK. Dann ist }pA´λqψ}2 “ xpA´λqpA´λqψ,ψy “
0 und somit ψ P ker pA´ λq “ t0u. Insbesondere ist damit Bild pA´ λIdq dicht in H
und λ kann nicht im residuellen Spektrum sein.

Sei nun A zusätzlich nichtnegativ und λ P p´8, 0s. Dann geht der Beweis ganz analog
zum beschränkten Fall: Es ist }pA´ λIdqx}2 “ }Ax}2 ´ 2λxAx, xy ` λ2}x}2 ě λ2}x}2.
Also ist A´λ injektiv und nach obigen Überlegungen, damit Bild pA´λIdq dicht in H.

Es bleibt zu zeigen, dass pA´ λIdq´1 : Bild pA´ λIdq Ñ H beschränkt ist. Dies folgt
jedoch direkt aus obiger Ungleichung }pA´ λIdqx}2 ě λ2}x}2.

Wir erwarten auch für unbeschränkte selbstadjungierte Operatoren einen ähnlichen
Spektralsatz wie für beschränkte. Da wir jedoch nun gesehen haben, dass das Spektrum
nicht kompakt ist, wird die Spektralfamilie nicht mehr beschränkt sein – d.h. wir wollen
die letzte Bedingung in der Definition einer beschränkten Spektralfamilie ersetzen:

Definition 6.4.6. Eine Spektralfamilie auf einem Hilbertraum H ist eine Abbildung
E : RÑ LpHq mit folgenden Eigenschaften:

(i) Eλ:=Epλq ist für alle λ P R ein Projektionsoperator, d.h. E2
λ “ Eλ.

(ii) Aus λ ą µ, folgt Eλ ě Eµ.

∗Für A mit Definitionsbereich tϕ P H1pr0, 1sq | ϕp0q “ ϕp1q “ 0u funktioniert das nicht mehr, das
Bλϕ i.A. die Randbedingung bei x “ 1 nicht mehr erfüllt.
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6. Unbeschränkte Operatoren

(iii) Die Familie pEλqλPR ist stark linksstetig, d.h. für alle µ P R und u P H gilt

lim
λÕµ

Eλu “ Eµu.

(iv) limλÑ´8Eλu “ 0 und limλÑ8Eλu “ u für alle u P H.

Ähnlich wie bei einer beschränkten Spektralfamilie sieht man, dass eine Spektralfa-
milie einen Operator

ş8

´8
λdEλ definiert (allerdings dieses Mal in Analogie zu einem

uneigentlichen Riemann-Integral).

Satz 6.4.7. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann gibt es genau eine
Spektralfamilie pEλqλPR, so dass A “

ş8

´8
λdEλ.

Außerdem gilt

domA “

"

x P H |

ż

R
λ2dxx,EλxyH ă 8

*

.

Ist U : H Ñ Ĥ eine Isometrie, dann ist UAU´1 “
ş8

´8
λdpUEλU

´1q.

Kommutiere B P LpHq mit A, d.h. BA Ă AB (also domBA Ă domAB sowie
AB|domBA “ BA), dann kommutiert B mit jedem Eλ.

Beweisidee/-schritte: Geeignet zurückführen auf beschränkte Operatoren und dort den
Spektralsatz benutzen:

Sei B “ pId`A2q´1 und C “ AB. Dann sind B,C P LpHq und σpB ě 0q P p0, 1 “ }B}s.
Also ist B “

ş1`ε
0 λdFλ für eine beschränkte Spektralfamilie.

Sei sipxq “ χr 1
i`1 ,

1
i s
pxq 1

x und P1 “ F1`ε´F1, Pi “ F 1
i
´F 1

i`1
für i ě 2. SeiHi “ BildPi.

Dann gilt H “ ‘iHi, domA “ tu P H |
ř8

i“1 }Aui}
2 ă 8u und sipBqB “ Pi,

PiA “ sipBqC “ CsipBq “ APi P LpHq.

Insbesondere ist Ai:=A|Hi P LpHiq selbstadjungiert. Wendet man für jedes Ai den
Spektralsatz für beschränkte selbstadjungierte Operatoren an, kann man dann alles zu
einer Spektralfamilie von A zusammenbauen.

Die Bedingung in der Darstellung von domA bedeutet, dass }Ax}2p“ xA2x, xyq endlich
sein soll, also Ax P H ist.

Was kann man an der Spektralfamilie zu A ablesen?

• λ0 P ρpAq ðñ Dε ą 0: Eλ0´ε “ Eλ0`ε

• λ0 P σcontpAq ðñ Eλ ist stark stetig in λ0, d.h. limεÑ0Eλ0`ε ´ Eλ0´ε “ 0.

• λ0 P σppAq ðñ Eλ ist nicht stark stetig in λ0.

Beispiel 6.4.8. Für Multiplikationsoperatoren mit f : Ω Ă Rn Ñ R messbar gilt
wieder Eλu “ χfăλu.
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6.4. Spektrum unbeschränkter Operatoren

Beispiel 6.4.9. Wir betrachten i ddx : H1pRq Ă L2pRq Ñ L2pRq, der nach Beispiel 6.3.2
selbstadjungiert ist.

Sei U :L2pRq Ñ L2pRq die Fouriertransformation ϕ̂pξq:=pU´1ϕqpξq“ 1?
2π

ş

R e
ixξϕpxqdx.

Diese ist unitär, vgl. [4, Satz 2.3.15]. Dann ist [4, Satz 2.3.4]

U i d
dx
U´1fpxq “ xfpxq.

Damit ist

i d
dx
gpxq “

ż

R
λd

ˆ

λ ÞÑ

ż

R

1
?

2π
e´ixξχξăλĝpξqdξ

˙

“

ż

R
λd

˜

λ ÞÑ

ż λ

´8

1
?

2π
e´ixξ ĝpξqdξ

¸

“

ż

R
λ

1
?

2π
e´ixλĝpλqdλ

und insbesondere σpi ddx q “ R.

Die Funktionen e´ixλ, die in der Spektraldarstellung vorkommen, erfüllen

i d
dx
e´ixλ “ λe´ixλ.

Sie sind also Eigenfunktionen, allerdings nicht im Sinne von unserer Definition von
Spektrum, da diese Funktionen nicht in L2pRq sind. Der Operator i ddx auf H1pRq Ă
L2pRq hat auch gar keine Eigenwerte (im Sinne der Definition des Punktspektrums).
Um das zu unterscheiden, werden solche Lösungen verallgemeinerte Eigenfunktionen
genannt. Mehr dazu später.

Im Vorl. 23letzten Beispiel gibt es kein Punktspektrum, also muss nach Lemma 6.4.5 das
gesamte Spektrum kontinuierlich sein und somit pA´λIdq´1 : Bild pA´λIdq Ñ H nicht
beschränkt sein. D.h. es gibt eine Folge xi P domA mit }xi} ě 1 und }pA´λIdqxi} Ñ 0.

In obigem Beispiel können wir eine solche Folge mit Hilfe der verallgemeinerten Eigen-
funktionen und Abschneidefunktionen finden: Sei ηk : RÑ R glatt mit ηk|r´k,ks “ 1,
ηk||x|ă2k “ 0 und |η1k| ď 2

k . Dann ist }ηk}2 ě 1 und
›

›

›

›

ˆ

i d
dx
´ λ

˙

ηkpxqe
iλx

›

›

›

›

“ }η1kpxqe
iλx}2 ď

2
k
p4kq 1

2 Ñ 0. (6.1)

D.h. so hätten wir auch ohne den Spektralsatz sehen können, dass R das Spektrum
ist. (Aber natürlich ist es wie bei Matrizen, nur die Eigenwerte gibt nicht die gesamte
Information zur Matrix, sondern man braucht dort auch jeweils die Eigenräume.)

Bevor wir hier weitermachen: Wie bei beschränkten selbstadjungierten Operatoren
kann man den Spektralsatz nutzen um fpAq für geeignete Funktionen f zu definieren:
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Satz 6.4.10. Sei f : R Ñ C stetig und sei A “
ş8

´8
λdEλ ein selbstadjungierter

Operator auf einem Hilberraum H. Dann ist

fpAq:=
ż 8

´8

fpλqdEλ

ein Operator mit Definitionsbereich

dom fpAq:=
"

x P H |

ż 8

´8

pfpλqq2dxx,EλxyH

*

.

Ist f beschränkt, dann ist fpAq P LpHq mit }fpAq} ď }f}8. Ist fpzq “
řn
k“0 akz

k ein
Polynom, dann fpAq “

řn
k“0 akA

k.

Beweisidee: Erst einmal für f Polynome und da dann wie für das stetige Funktionalkalkül
für beschränkte selbstadjungierte Operatoren. Man muss nur zusätzlich immer auf den
Definitionsbereich aufpassen.

Damit kann man z.B. für λ P ρpAq die Resolvente RλpAq darstellen als

RλpAq “ pA´ λq
´1 “

ż 8

´8

pµ´ λq´1dEµ P LpHq.

Außerdem gilt wie bei einer beschränkten Spektralfamilie für f ist konstant eins:∗

}u}2 “ xIdu, uy “
ż 8

´8

dxEλu, uyH .

Schauen wir noch einmal auf die Charakterisierung des Spektrums (von vorhin mit i ddx ):
Es gibt eine Folge xi P domA mit }xi} ě 1 und }pA´ λIdqxi} Ñ 0. Diese Folge gibt es
auch, falls λ ein Eigenwert ist (wähle xi konstant eine zugehörige Eigenfunktion). Bevor
wir uns anschauen, wie wir diesen Effekt durch eine Zusatzbedingung an die Folge
ausschliessen können und damit fast immer im stetigen Spektrum landen, nehmen wir
eine leicht andere Zerlegung des Spektrums vor.

Definition 6.4.11. Sei A : domA Ă H Ñ H selbstadjungiert. Wir sagen λ liegt im
diskreten Spektrum von A (λ P σdiscpAq), falls λ ein Eigenwert mit endlicher Multiplizität
ist und es ein ε ą 0 mit σpAq X pλ´ ε, λ` εq “ tλu ist.

σesspAq:=σpAqzσdiscpAq nennen wir essentielles Spektrum von A.

Das essentielle Spektrum besteht also aus dem kontinuierlichen Spektrum und allen
Eigenwerte unendlicher Multiplizität. Insbesondere ist λ im essentiellen Spektrum falls
dim Bild pEλ`ε ´ Eλ´εq “ 8 ist für alle ε ą 0.

Lemma 6.4.12. Es ist Bild pEκ ´ Eµq Ă domA.
∗Deshalb heißt Eλ manchmal auch resolution of the identity.
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Beweis. Wir wollen die Beschreibung von domA aus Satz 6.4.7 nachrechnen: Dazu sei
o.B.d.A. κ ě µ und x “ pEκ ´Eµqu. Mit EλEµ “ EµEλ “ Eµ für µ ď λ erhalten wir:

ż 8

´8

λ2dxx,EλxyH “

ż 8

´8

λ2dxpEκ ´ Eµqu,EλpEκ ´ EµquyH

“

ż κ

µ

λ2dxu, pEλ ´ EµuyH `

ż 8

κ

λdxu, pEκ ´ EµquyH “

ż κ

µ

λ2dxu,EλuyH

Somit haben wir
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

´8

λdxx,EλxyH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď maxt|κ|, |µ|u2
ż κ

µ

dxu,EλuyH ď maxt|κ|, |µ|u2}u}2 ă 8.

Also ist x P domA.

Das nächste Lemma sagt uns, dass im Falle von kontinuierlichen Spektrum, diese Folge
xi schwach konvergent zu Null gewählt werden kann.

Lemma 6.4.13. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann
ist λ0 P σesspAq genau dann, wenn es eine Folge xi P domA mit }xi} “ 1, xi w

Ñ 0 und
}pA´ λ0qxi} Ñ 0 gibt.

Beweis. Sei A “
ş8

´8
λdEλ und λ0 P σesspAq. Damit ist dim Bild pEλ0`ε´Eλ0´εq “ 8

für alle ε ą 0 und wir können rekursiv eine Folge xi P Bild pEλ0`
1
i
´ Eλ0´

1
i
q mit

}xi} “ 1 für alle i ě 1 und xxi, xky “ 0 für alle 1 ď k ă i finden. Damit ist nach letztem
Lemma xk P domA und es ist

}pA´ λ0qxk}
2 “xpA´ λ0q

2xk, xky “

ż 8

´8

pλ´ λ0q
2dxEλxk, xky

“

ż λ0`
1
k

λ0´
1
k

pλ´ λ0q
2dxEλxk, xky ď

1
k2 }xk}

2

Da die xk paarweise orthogonal stehen, gilt xk w
Ñ 0. Also ist pxkqk die gesuchte Folge.

Sei nun xk eine solche Folge und es ist zu zeigen, dass λ0 P σesspHq gilt: Es muss
λ0 P σpAq sein, da pA´ λ0q

´1 nicht beschränkt sein kann. Angenommen λ0 P σdiscpAq.
Dann gibt es ein ε0 ą 0, so dass Eλ konstant auf rλ0 ´ ε0, λ0s und pλ0, λ0 ` ε0s ist und
dim Bild pEλ0`ε0 ´ Eλ0´ε0q ă 8 ist. Somit haben wir

}pA´ λ0qxk}
2 “

ż 8

´8

pλ´ λ0q
2dxEλxk, xky ě ε20

˜

ż λ0´ε0

´8

`

ż 8

λ0`ε0

¸

dxEλxk, xky

“ε20

˜

ż 8

´8

´

ż λ0`ε0

λ0´ε0

¸

dxEλxk, xky

“ε20
`

}xk}
2 ´ xpEλ0`ε0 ´ Eλ0´ε0qxk, xky

˘

.
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Da dim Bild pEλ0`ε0´Eλ0´ε0q ă 8 ist Eλ0`ε0´Eλ0´ε0 ein Operator endlichen Ranges
und damit insbesondere kompakt. Nach Lemma 4.0.10 folgt somit aus xk w

Ñ 0, dass
xpEλ0`ε0 ´ Eλ0´ε0qxk, xky Ñ 0 für k Ñ 8 gilt. Damit folgt für k Ñ 8 insgesamt
0 ě ε20, was den Widerspruch gibt.

6.5. Schrödingeroperatoren
Wir betrachten nun Schrödingeroperatoren – der Laplace ∆ “ ´

řn
k“0

B
2

Bx2
k

auf Rn

plus ein Potential V : Rn Ñ R auf dem Hilbertraum L2pRnq. In Anwendungen ist das
Potential zumeist von unten beschränkt, deshalb beschränkten wir uns auch darauf
(außer beim Coloumbpotential (fürs Wasserstoffion)).

H “ ∆` V,

hier wirkt V als Multiplikationsoperator.
Betrachten wir zunächst nur V “ 0: Als Definitionsbereich wählen wir zunächst C8c pRnq
und nennen H|C8c pRnq “: H0. Dann ist H0 ein dichtdefinierter symmetrischer Operator.
Man kann nachrechnen, dass domH˚0 “ H2pRnq mit H˚0 ϕ “ ∆ϕ, wobei ∆ϕ hier die
Summe der zweiten schwachen Ableitungen B

2

Bx2
i
ϕ ist. Insbesondere sieht man, dass H˚0

dichtdefiniert und abgeschlossen ist und man rechnet nach, dass H˚0 selbstadjungiert
ist. Damit ist nach Satz 6.3.3 H0 abschliessbar mit H:=H0 “ pH0q

˚˚ “ H˚0 . Also ist
H mit domH “ H2pRnq selbstadjungiert.
Ist V P L8pRnq, dann ist V damit ein beschränkter Multiplikationsoperator auf Rn.
Somit ist H “ ∆` V auch auf domH “ H2pRnq definiert.
Ist V von unten beschränkt, aber insgesamt unbeschränkt, folgt aus ϕ P H2pRnq nicht
mehr V ϕ P L2pRnq. Trotzdem hat H0 “ ∆ ` V : C8c pRnq Ă L2pRnq Ñ L2pRnq eine
selbstadjungierte Erweiterung – die Friedrichs-Erweiterung.

Konstruktion Friedrichs Erweiterung Sei A : domA Ă H Ñ H ein dichtdefinier-
ter, symmetrischer Operator mit A ě Id. Dann konstruieren wir eine nichtnegative
selbstadjungierte Erweiterung wie folgt:
Wir definieren dpu, vq:=xu,AvyH für alle u, v P domA. Wegen A symmetrisch und
A ě Id ist d ein inneres Produkt auf domA. Sei HA:=domA

d. Dann ist HA ein
Hilbertraum und wegen dpu, vq ě xu, vyH gilt HA Ă H.
Nun definiert `upv P HAq “ xv, uyH für jedes u P H ein Element `u P H˚A. Nach dem
Rieszschen Darstellungssatz, Satz 1.2.7, gibt es somit ein w P HA mit `upvq “ dpv, wq.
Wir setzen D:=tw P HA | Du P H : @v P HA : xv, uyH “ dpv, wqu und Ã : w P D Ă

H ÞÑ u P HA. (Wohldefiniertheit von Ã folgt wegen Dichtheit von domA in H und der
Nichtdegeneriertheit von x., .yH .) Es ist domA Ă D und Ã|domA “ A. Man kann nun
noch nachrechnen, dass Ã auch selbstadjungiert ist und noch immer Ã ě Id erfüllt.
Dieses Ã heißt dann Friedrichs-Erweiterung von A.
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Die Voraussetzung A ě Id ist keine Einschränkung: Ist A ě µId, dann ist die Friedrichs-
Erweiterung von A´ pµ´ 1qId plus pµ´ 1qId die gesuchte Erweiterung (da pµ´ 1qId
beschränkt und selbstadjungiert ist). Friedrichs-Erweiterungen sind nützlich, wenn der
Operator nicht wesentlich selbstadjungiert ist oder es einfach nur schwierig zu zeigen
ist, dass er wesentlich selbstadjungiert ist.

Die Friedrichs-Erweiterung von ∆: C8c pRnq Ă L2pRnq Ñ L2pRnq ist genau der selbst-
adjungierte Operator von oben mit Definitionsbereich H2pRnq.

Aber allgemeiner wissen wir nun, dass Schrödingeroperatoren auf C8c pRnq mit nach
untem beschränktem Potential eine selbstadjungierte Erweiterung haben. In vielen
Situationen (z.B. wenn V P L2

locpRnq ist, [6, Thm. X.26]) sind diese Operatoren
auch wesentlich selbstadjungiert und damit die Friedrichs-Erweiterung die eindeutige
selbstadjungierte Erweiterung. Man kann zeigen, dass für symmetrische Operatoren A
mit A ě Id gilt: A ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn kerA˚ “ t0u ist,
was genau dann der Fall ist, wenn A nur eine von unten beschränkte selbstadjungierte
Erweiterung besitzt [6, Thm. X.28].

6.5.1. Regularität
Wir haben

HkpRnq Bsp. 1.1.2.iii
“ C8c pRnq

}.}
Hk

Satz 4.0.12
“ tf P L2pRnq | @α P Nn, |α| ď k : Es existieren die schwachen

Ableitungen Dαf und Dαf P L2pRnqu.

Mit Hilfe von Fouriertransformationen∗ kann man zeigen†:

HkpRnq “ tf P L2pRnq | p1`∆q k2 f P L2pRnqu

und die Hk-Norm ist äquivalent zur Norm }p1`∆q k2 f}L2 .

Dies gibt uns sofort elliptische Abschätzungen für den Laplaceoperator

Lemma 6.5.1. Sei f P HkpRnq, k ě 2 und ∆f “ u P Hk´2pRnq. Dann gibt es eine
Konstante c “ cpn, kq mit

}f}Hk ď cp}u}Hk´2 ` }f}L2q.

Beweis. Sei zunächst k “ 2 (H0 “ L2). Dann ist

}f}H2 ď c}p1`∆qf}L2 ď cp}u}L2 ` }f}L2q.

∗Da }f̂}L2 “ }f}L2 ist und zDαfpξq “ pi|α|ξαf̂pξq
†p1`∆q

k
2 ist hier mit dem Funktionalkalkül ’fp∆q’ wie in Satz 6.4.10 definiert.
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Allgemein gilt für f P C8c pRnq

}f}Hk “
ÿ

|α|ďk´2
}Dαf}H2 ď

ÿ

|α|ďk´2
cp}∆Dαf}L2 ` }Dαf}L2q

“c

¨

˝

ÿ

|α|ďk´2
cp}Dα∆f}L2 ` }Dαf}L2

˛

‚“ cp}u}Hk´2 ` }f}Hk´2q.

Iterative Anwendung (und Nutzen von}f}Hi ď }f}Hj für i ď j) ergibt die Behauptung
für f P C8c pRnq und damit für ganz Hk.

Sei Ω Ă Rn eine offene Teilmenge. Wir setzen Hk
0 pΩq:=C8c pΩq

}.}
Hk und

HkpΩq:=tf P L2pΩq | @α P Nn, |α| ď k : Es existieren die schwachen
Ableitungen Dαf und Dαf P L2pΩqu.

Es ist Hk
0 pΩq Ĺ HkpΩq für Ω beschränkt und k ą 0 (die Konstante ist Hk aber nicht

in Hk
0 ). Außerdem gilt Lemma 6.5.1 dann auch ganz analog für HkpΩq.

Für Anwendungen in PDE sind wichtige Sätze

Satz 6.5.2. Sei Ω Ă Rn eine beschränkte und offene Teilmenge oder Ω “ Rn.

(i) (Sobolevscher Einbettungssatz) Sei f P HmpΩq und m ą k ` n. Dann gibt es ein
g P CkpΩq mit f “ g fast überall. Man schreibt kurz: f P CkpΩq.

Insbesondere gibt es ein c “ cpm,nq mit }f}Ck ď c}f}Hm .

(ii) (Spursatz) Sei Ω beschränkt und offen mit BΩ eine glatte Untermannigfaltigkeit.
Dann hat res : C8pΩ̄q Ñ C8pBΩq, f ÞÑ f |BΩ, eine stetige Fortsetzung

res : H1pΩq Ñ L2pBΩq.

Wir schreiben f |BΩ:=res f .

Insbesondere ist H1
0 pΩq “ tf P H1pΩq| f |BΩ “ 0∗u.

(iii) (Rellich-Kondrakov) Sei Ω beschränkt und offen. Dann ist die Inklusion Hm
p0qpΩq Ñ

Hm´1
p0q pΩq kompakt.†

Beweisskizze. (i) Skizze nur für Ω “ Rn – mit Fouriertransformationen:

}f}Hm “
ř

|α|ďm }ξ
αf̂pξq}L2 ě c}p1` |ξ|2qm2 f̂pξq}L2

Weiterhin ist
}Dαf}C0 ď c1}zDαf}L1 “ c1}|ξ|

αf̂pξq}L1

∗Hier 0 als Element in L2pBΩq.
†Der Index p0q bedeutet, dass die Aussage sowohl für die H- als auch die H0-Räume gilt.
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und damit

}|ξ|αf̂pξq}L1 ď

ż

Rn
p1` |ξ|2q

|α|
2 |f̂pξq|dvolξ

ď

ˆ
ż

Rn
p1` |ξ|2qm|f̂pξq|2dvolξ

˙
1
2
ˆ
ż

Rn
p1` |ξ|2q´

m´k
2 dvolξ

˙

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

ă8 für mąk`n2

.

Für Ω beschränkt und offen kann man z.B. zuerst zeigen [1, S. 146 ff.], dass man f P
HkpΩq zu einem Element in Ef P HkpRnq derart fortsetzen kann, dass }Ef}HkpRnq ď
c}f}Hk (mit c von f unabhängig) ist und dann obiges Resultat anwenden.
(ii) Erst einmal für Ω “ tx P Rn | xn ą 0u auch wenn dieses Ω nicht beschränkt ist
(deshalb res nur auf C8c pΩ̄q definieren). In Richtung von xn mit Hauptsatz der Analysis
(wie in Lemma 6.1.5) und dann Integration über die restlichen Koordinaten.
Für Ω wie im Satz: Zerlegung der Eins und geeignete Koordinaten auf der Unter-
mannigfaltigkeit, so dass in Koordinaten BΩ wie der Rand des oberen Halbraumes
aussieht.
(iii) Für H0 mit Fouriertransformationen und Satz von dominierter Konvergenz (und
erst einmal für m “ 1). Für H mit so einem Fortsetzungsoperator E wie oben beschrie-
ben, dann auf einem größeren Gebiet Abschneidefunktionen und das Resultat für H0
benutzen.

Folgerung 6.5.3. Vorl. 24Sei f P H2
locpRnq mit ∆f “ u P C8pRnq. Dann ist f P C8pRnq.

Sei f P H2
locpRnq mit ∆f “ λf . Dann ist f P C8pRnq.

Beweis. Sei Ω Ă Rn beschränkt und offen. Dann impliziert f P H2
locpRnq, dass f |Ω P

H2pΩq ist. Da u glatt ist, ist u|Ω P HkpΩq für alle k. Elliptische Abschätzung wie in
Lemma 6.5.1 gibt somit f P HkpΩq für alle k und damit ist nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz f glatt.
Gleiches Argument, rekursiv genutzt, gibt die zweite Behauptung.

6.5.2. Spektra einiger Schrödingeroperatoren
Nach Lemma 6.4.5 besteht das Spektrum von der selbstadjungierten Erweiterung H “

∆` V nur aus isolierten Eigenwerten endlicher Multiplizität (das diskrete Spektrum)
– hier sind die zugehörigen Eigenfunktionen nach Folgerung 6.5.3 automatisch glatt –
und dem essentiellen Spektrum.
Das essentielle Spektrum ist eine Eigenschaft des Operators im ’Unendlichen von Rn’
im folgenden Sinne:

Lemma 6.5.4. Sei R ą 0. Es ist λ0 P σesspHq genau dann, wenn es eine Folge
ϕi P domH mit supp ϕi Ă RnzBRp0q∗ und }pH ´ λ0qϕi}L2 Ñ 0 für iÑ8 gibt.

∗D.h. für ϕi P L2, dass es eine Realisierung von ϕi mit Support in RnzBRp0q gibt.
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6. Unbeschränkte Operatoren

Beweis. Nach Lemma 6.4.13 gibt es eine Folge ui P domH mit }ui}L2 “ 1, ui w
Ñ 0 und

}pH ´ λ0qui}L2 Ñ 0 für iÑ8.

Wir zeigen als erstes, dass ui eine beschränkte Folge in H2pRnq ist:

}ui}H2 ď c}p1`∆qui}L2pRnq ď c}pH ´ λ0qui}L2pRnq`c}p1´ V ` λ0qui}L2pt1ěV´λ0uq

V unterh. beschr.
ď c}pH ´ λ0qui}L2pRnq ` cmaxt1´ V ` λ0u Ñ cmaxt1´ V ` λ0u.

Nach Rellich-Kondrakov konvergiert somit ui auf allen beschränkten offenen Teilmengen
Ω Ă Rn schon stark in H1pΩq, also insbesondere auch in L2pΩq, konvergiert. Da ui
schwach in L2 gegen Null konvergiert, folgt mit Lemma 4.0.2.i, dass ui|Ω Ñ 0 in L2 ist.

Sei nun ηi : Rn Ñ R glatt mit supp ηi Ă RnzB 1
i
p0q, }ηi}C2 ď 1

i . Dann gilt

}pH´λ0qpηjuiq}L2 ď
1
j
}ui}H1pRnq ` }pH ´ λ0qui}L2 Ñ 0.

Außerdem gilt ηjui w
Ñ 0 und

1 “ }ui}L2 ď }ηjui}L2 ` }p1´ ηjqui}L2 ď }ηjui}L2 ` }ui}L2psuppηjq Ñ inf
i
}ηjui}L2 .

Damit muss infi }ηjui}L2 ą 0 sein und ϕi “
ηjui

}ηjui}L2
für j ą R´1 ist die gesuchte

Folge.

Beispiel 6.5.5. Wir betrachten ∆: H2pRq Ă L2pRq Ñ L2pRq. Es ist ∆ ě 0 und
selbstadjungiert. Das Spektrum ist nach Lemma 6.4.5 damit eine Teilmenge von r0,8q.

Es ist ∆eixξ,xy “ |ξ|2eixξ,xy für alle ξ P Rn. Da eixξ,xy R L2 ist, ist eixξ,xy keine Eigen-
funktion im funktionalanalytischen Sinne. Aber wie bei i ddx können wir eixξ,xy mit
Abschneidefunktionen multiplizieren, um zu sehen, dass |ξ|2 im essentiellen Spektrum
von ∆ ist. Also ist σp∆q “ σessp∆q “ r0,8q. Man kann analog wie bei i ddx auch hier
wieder Fouriertransformationen verwenden, um die Spektralfamilie explizit hinzuschrei-
ben.

Beispiel 6.5.6. R3: H “ ∆` V mit V pxq “ ´ 1
|x| beschreibt ein einzelnen Elektron

um einen Kern herum (z.B. das Wasserstoffion). In Dimension 3 ist V P L2
loc und damit

H0 “ H|C8c pR3q wesentlich selbstadjungiert. H sei der selbstadjungierte Abschluss (und
damit gleich der Friedrichs-Erweiterung) – Hier ist V nicht von unten beschränkt, wir
werden aber später sehen, dass es H schon ist, es also ein µ P R mit H ě µId gibt.

H hat also nur diskretes Spektrum und essentielles Spektrum. Das essentielle Spektrum
ist nach letztem Lemma eine Eigenschaft des Unendlichen von Rn. Da geht aber V gegen
Null und H sieht immer mehr aus wie der Laplace – wir erwarten also σesspHq “ r0,8q.
Genauer:
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Sei λ0 P σesspHq und für R ą 0 sei ϕi eine Folge wie im letztem Lemma. Dann ist

0 ÐxpH ´ λ0qϕi, ϕiyL2 ě xpV ´ λ0qϕi, ϕiyL2

ěxpV ´ λ0qϕi, ϕiyL2pR3zBRp0qq ě

ˆ

´
1
R
´ λ0

˙

}ϕi}L2 .

Also muss σesspHq Ă r0,8q sein. Um zu sehen, dass r0,8q wirklich das essentielle
Spektrum ist, kann man den Testfunktionen wie bei Laplace (ohne Potential) direkt
nachrechnen.
Wir kennen also nun das essentielle Spektrum. Das diskrete Spektrum (falls existent)
muss in r´minxPRn V pxq, 0q liegen.

Beispiel 6.5.7. SeiH “ ∆`V ein Schrödingeroperator auf C8c pRnqmit V pxq Ñ 8 für
|x| Ñ 8. Dann hat (die selbstadjungierte Erweiterung von) H nur diskretes Spektrum:
Das Spektrum ist nach Lemma 6.4.5 reell. Sei λ0 P R. Dann gibt es ein R ą 0 mit
V pxq ě λ0` 1 für alle x R BRp0q Ă Rn. Sei u P C8c pRnzBRp0q und }u}L2 “ 1. Dann ist

}pH ´ λ0qu}L2 ě xp∆` V ´ λ0qu, uy ě xu, uy “ 1.

Nach letztem Lemma kann λ0 somit nicht im essentiellen Spektrum sein. Also kann H
nur diskretes Spektrum besitzen.

Im Gegensatz dazu:

Beispiel 6.5.8. Sei nun V ein periodisches Potential – periodisch in mindestens eine
Richtung, sagen wir x1, also V px`ae1q “ V pxq für alle x P Rn und ein a P R. Außerdem
sei V P L2

loc (dann ist ∆` V |C8c pRnq auf alle Fälle wesentlich selbstadjungiert). Sei H
der selbstadjungierte Abschluss.
Angenommen λ P σpHq ist Eigenwert zum Eigenwert λ und sei ϕ P domH eine
zugehörige Eigenfunktion. Dann ist ϕk : x ÞÑ ϕpx ` ake1q für alle k P Z auch eine
Eigenfunktion zum Eigenwert λ. D.h. falls H Punktspektrum hat, hat jeder Eigenwert
darin automatisch unendliche Multiplizität. H hat also nur essentielles Spektrum.

Die Frage ist natürlich, wie man zumindest für geeignete, einfache Potentiale, die Eigen-
werte bestimmen kann. Sei also V P L2

loc von unten beschränkt und H “ ∆` V |C8c pRnq.
Wie in Folgerung 6.5.3 kann man sehen, dass Eigenfunktionen von H zumindest in
allen Punkten glatt sind, in denen auch V glatt ist.
Wir wollen uns auf folgende Beispiele beschränken, um explizit das Spektrum zu finden:

(I) der quantenmechanische Oszillator∗: V pxq “ |x|2

(II) Wasserstoffion: V pxq “ ´ 1
|x| in Dimension 3.

Zu (I): Ist λ ein Eigenwert, dann muss es also ein u P L2pRnq X C8pRnq mit ∆upxq `
|x|2upxq “ λupxq geben.

∗https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)
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(a) n “ 1: ´u2pxq ` x2upxq “ λupxq

Aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichung wissen wir, dass für jedes
λ P R der Lösungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional ist.
!!Aber wir haben hier die Zusatzbedingung, dass u P L2 sein soll. Dann gibt es
nur für abzählbar viele λ eine Lösung und zwar genau eine: Der n.te Eigenwert
λn “ n ` 1

2 hat die Eigenfunktion ϕnpxq “ π´
1
4 1?

2nn!Hnpxqe
´ x

2
2 mit Hnpxq “

p´1qnex2 dn

dxn e
´x2 (Die ϕn heißen Hermite-Funktionen und Hn heißen Hermite-

Polynome.)

(b) Für n ě 2 kann man für V pxq “ x2
1 ` x2

2 ` . . . ` x2
n den Ansatz machen upxq “

u1px1q ¨ . . . ¨ unpxnq und so kann man das Problem in mehrere eindimensionale
Probleme zerlegen.∗ Dann erhält man Eigenfunktionen u1px1q ¨ . . . ¨ unpxnq zum
Eigenwert λ1` . . .` λn, wobei ui eine Eigenfunktion des 1D-quantenmechanischen
Oszillators zum Eigenwert λi ist.

Das letzte profitiert sehr davon, dass V pxq Summe von Potentialen in jede Koordina-
tenrichtung ist. Für allgemeines radialsymmetrisches glattes Potential V prq macht man
eher folgendes:
n “ 2 : In Polarkoordinaten:

´
B2

Br2upr, ϕq ´
1
r

B

Br
upr, ϕq ´

1
r2
B2

Bϕ2upr, ϕq ` V prqupr, ϕq “ λupr, ϕq.

Man macht den Ansatz upr, ϕq “
ř

kPZ fkprqe
ikϕ (also Fourierreihe in der periodischen

Variable ϕ – für r fest ist, das genau die Spektralzerlegung von ´ B
2

Bϕ2 auf H2pS1q “

C8pS1q
}.}H2 ). Die eikϕ sind genau die Eigenfunktionen von B

2

Bϕ2 . Einsetzen liefert:

ÿ

kPZ
eikϕ

ˆ

´f2k prq ´
1
r
f 1kprq `

k2

r2 fkprq ` V prqfkprq ´ λfkprq

˙

“ 0.

Dann muss für jedes k P Z

pLkfkqprq:=´ f2k prq ´
1
r
f 1kprq `

k2

r2 fkprq ` V prqfkprq “ λfkprq

sein. Wir haben also eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung auf p0,8q,
die ohne weitere Bedingungen wieder für jedes λ einen zweidimensionalen Lösungsraum
haben wird.
Wir brauchen also wieder Zusatzbedingungen (=Randbedingungen): u soll in L2pR2q
sein, also sollte auch fkprqeikϕ P L2pR2q sein.
Nun ist }fkprqeikϕ}2L2 “ 2π

ş8

0 |fprq|
2rdr. D.h. der richtige Hilbertraum für die Lösung

von fk ist nicht mehr L2pp0,8qq sondern ein gewichteter L2-Raum:
∗Bilder der Eigenfunktionen für n “ 2 unter https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/

simulations_html5/sims/2DQuantumHarmonicOscillator/2d_oscillator2.html
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Sei Ω Ă Rn eine offene Teilmenge und ρ : Ω Ñ R stetig, ρ ą 0. Dann setzen wir

L2
ρpΩq:=C8c pΩ̄q

}.}L2
ρ mit }f P C8c pΩ̄q}L2

ρ
:=

ˆ
ż

Ω
|fpxq|2ρpxqdvol

˙
1
2

Man überprüft direkt, dass }.}L2
ρ
wirklich ein inneres Produkt ist (da ρ ą 0) und damit

L2
ρpΩq ein Hilbertraum ist.

In unserer Situation oben nehmen wir also als Hilbertraum L2
rpp0,8qq. Dies entspricht

einer Randbedingung im Unendlichen (also r Ñ8), da es eine gewisse Abfalleigenschaft
impliziert.

Es legt aber noch keine Randbedingung bei r “ 0 fest. In diesem konkreten Beispiel
erhalten wir die aber wie folgt: Die Eigenfunktionen u am Ende soll glatt sein, also
auch in der Null. Daraus folgt f 1kp0q “ 0.

Für jedes k P Z suchen wir also die Eigenfunktionen f von Lk in L2
rpp0,8qq mit

f 1p0q “ 0.

n “ 3 : In Kugelkoordinaten:

´
B2

Br2upr, ϕ, θq ´
2
r

B

Br
upr, ϕ, θq ´

1
r2 ∆S2upr, ϕ, θq ` r2upr, ϕ, θq “ λupr, ϕ, θq

wobei ∆S2 ein Differentialoperator zweiter Ordnung in ϕ und θ (also unabhängig von
r) ist – der Laplaceoperator auf S2 (explizite Formel auf Seite 105).

In Dimension n “ 2 wussten wir zufällig schon die Spektralzerlegung von ´ B
2

Bϕ2 –
dem Laplaceoperator auf S1. Das kann man auch für ∆S2 “ ∆S2 |C8pS2q : H2pS2q Ă
L2pS2q Ñ L2pS2q machen. Auf Seite 105 sieht man, wie man auch das wieder auf
gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführen kann, eine in ϕ und eine in θ (Die
in ϕ gibt wieder eine Fourierreihe, die in θ ist ein singuläres Sturm-Liouville-Problem,
dessen Eigenfunktionen assoziierte Legendre-Polynome∗ in der Variablen cos θ sind.).
Dazu gibt es explizite Lösungen – sogenannte spherical harmonics†: Für alle ` P N und
alle m P Z mit ´` ď m ď ` gibt es Y m` pϕ, θq mit ∆S2Y m` pϕ, θq “ `p` ` 1qY m` pϕ, θq.
Diese Y `m bilden eine orthonormale Hilbertbasis von L2pS2q.

Nutzen wir das und setzen upr, ϕ, θq “
ř

`PN;´`ďmď` f`,mprqY
`
mpϕ, θq erhalten wir ganz

analog zu n “ 2 für f`,m die Differentialgleichung

´f2`,mprq ´
2
r
f 1`,mprq `

`p`` 1q
r2 f`,mprq ` V prqf`,mprq “ λf`,mprq.

Dieses Mal sind die Randbedingungen f`,m P L2
r2pp0,8qq (Das Gewicht r2 kommt aus

dem Volumenelement in sphärischen Koordinaten) und f 1`,mp0q “ 0.

∗https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials
†https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics
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Zu (II): Mit dem gleichen Vorgehen wie in oben erhalten wir in für den radialen Anteil
die Differentialgleichung

´f2prq ´
2
r
f 1prq `

`p`` 1q
r2 fprqV prqfprq “ λfprq.

Wir wissen schon das Eigenwerte λ vom zugehörigen H negativ sein müssen. Außerdem
muss wie oben f P L2

r2pp0,8qq sein. Es fehlt noch die Randbedingung bei r “ 0. Dieses
Mal können wir nicht über Glattheit der Eigenfunktion argumentieren, da wir diese
apriori nur haben, wo V glatt ist, also weg von der Null. Man kann sich überlegen, dass
die richtige Randbedingung bei r “ 0 ist, dass limrÑ0 fprq als endlicher Grenzwert
existieren soll ist. Dann kann man die Lösungen explizit hinschreiben∗.

Man sieht an den letzten Beispielen, dass man bei radialsymmetrischen Potentialen,
die Symmetrien vom Rn nutzen kann und die Eigenwertgleichtung für den Schrödinge-
roperator auf gewöhnliche Differentialgleichungen der Form

´f2prq ´
n´ 1
r

f 1prq `
λk
r2 fprq ` V prqfprq “ λfprq

mit λk Eigenwert von ∆Sn´1 reduzieren kann für f P L2
rn´1pp0,8qq und einer geeigneten

Randbedingung in r “ 0. (Explizit lösbar ist dies natürlich nur für gewisse Potentiale.)
Aber auch allgemein, kann man relativ viel über solche Differentialgleichungen sagen –
das sind immer Sturm-Liouville-Operatoren (da ´f2prq ´ n´1

r f 1prq “ ´ 1
rn pr

nf 1prqq1

ist). Nur nun auf p0,8q und damit nicht mehr regulär – sondern singulär, vgl. Ab-
schnitt B.2. Aber man kann sich überlegen, dass Lösungen davon nicht nur ’echte’
Eigenfunktionen in L2 des Ausgangsproblem beschreiben, sondern auch das essentielle
Spektrum (Mit Abschneidefunktionen wie in (6.1) sieht man das Lösungen (die nicht
zu schnell wachsen...) Elemente im essentiellen Spektrum beschreiben. Allerdings muss
man mehr arbeiten, um zu sehen, dass man so auch das gesamte essentielle Spektrum
erhält - z.B. mit Hilfe sogenannter Gelfand-Tripel/Rigged Hilbert spaces†.)

Kommen wir als anderes Beispiel nun zu periodischen Potentialen – in Dimension 1
ist hat der Operator dann die Form ´ d2

dx2 ` V pxq mit V pxq “ V px` aq für ein a P R
und V P L2

loc. Wir hatten uns in Beispiel 6.5.8 schon überlegt, dass es nur essentielles
Spektrum gibt.

Für periodische Potentiale gibt es die Floquet-Bloch-Theorie‡. Hier nur für den Fall
n “ 1 (gilt aber auch analog in höheren Dimensionen) – es gibt aber recht ähnliche Ver-
sionen auch für höhere Dimensionen, wenn das Potential in alle Koordinatenrichtungen
periodisch ist:

Sei H “ ´ d2

dx2 `V pxq für V P L2
locpRq mit V pxq “ V px`aq. Die Floquet-Bloch-Theorie

sagt, dass das gesamte Spektrum von Lösungen vonHψ “ λψ der Form ψpxq “ eikxupxq

∗https://en.wikipedia.org/wiki/Hydrogen-like_atom
†https://en.wikipedia.org/wiki/Rigged_Hilbert_space
‡https://en.wikipedia.org/wiki/Bloch%27s_theorem
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6.5. Schrödingeroperatoren

mit upx`aq “ upxq und k P R kommt.∗ Man kann sich überlegen das diese Darstellung
von ψ kein eindeutiges u und k liefert und man sich auf k P r´π

a ,
π
a s

† zu beschränken.

Wir suchen zunächst das Spektrum von Hpkq:= ´ d2

dx2 ` V pxq auf r´a
2 ,

a
2 s mit den

Randbedingungen ψp´a
2 q “ eikψpa2 q und ψ1p´a

2 q “ eikψpa2 q. Die Randbedingungen
sind genau so gewählt, dass sich eine Eigenfunktion ψ zu Hpkqψ “ λψ sich zu einer
verallgemeinerten Eigenfunktion von H von Hψ “ λψ fortsetzen lässt.
So ist Hpkq ein reguläres Sturm-Liouville-Problem und die Randbedingungen entspre-
chen der Wahl einer selbstadjungierten Erweiterung (Es gibt für Hpkq also nur diskretes
Spektrum).
Mit einem Argument mit Abschneidefunktionen sieht man σpHq Ă σpHpkqq für alle
k. Mit mehr Arbeit sieht man allerdings auch, dass wir auf diese Weise das gesamt
Spektrum erhalten, also

σpHq “
ď

kP

σpHpkqq

ist. Das typische Verhalten ist dann, dass das Spektrum vonH aus disjunkten Intervallen
besteht – die Bereiche dazwischen nennt man Bandlücken‡.
Als letztes Beispiel wollen wir noch einmal zu unserem Dirichletproblem vom Anfang
zurückkommen:
Sei Ω Ă Rn offen und beschränkt mit BΩ nett genug (z.B. eine glatte Untermannigfal-
tigkeit des Rn). Dann ist

Ω
∆u:=´

n
ÿ

i“1

B2u

Bx2
i

“f P C0pΩ̄q auf Ω

u|BΩ “0 auf BΩ

Es ist ∆: C8c pΩq Ă L2pΩ̄q Ñ L2pΩ̄q ein dichtdefinierter symmetrischer Operator. Die
1D-Variante wäre der regulärer Sturm-Liouville-Operator ´ d2

dx2 auf einem geschlossenen
Intervall. D.h. wie auch dort wird ∆ unendlich viele selbstadjungierte Erweiterungen
haben. Z.B. dom ∆ “ H2pΩqXH1

0 pΩq – das ist der Laplace mit Dirichletrandbedingungen
(und gleichzeitig die Friedrichs-Erweiterung von ∆|C8c pΩq). Eine andere selbstadjungierte
Erweiterung wäre dom ∆ “ tu P H2pΩq | Bnu “ 0 auf BΩu§ – dies ist der Laplace mit
Neumannrandbedingungen.
Da wir aber ein Problem mit Dirichletrandwerten lösen wollen, betrachten wir ∆ auf
dom ∆ “ H2pΩqXH1

0 pΩq. Als selbstadjungierter nichtnegativer Operator hat ∆ a priori
∗Um das zu zeigen, benutzt man unter anderem das H mit dem Translationsoperator Tψpxq “

ψpx` aq kommutiert und eikx verallgemeinerte Eigenfunktionen zum Eigenwert eika sind.
†Die Brillouin-Zone des dualen Gitters - https://en.wikipedia.org/wiki/Brillouin_zone.
‡https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_one-dimensional_lattice
§Hier ist n das Einheitsnormalenvektorfeld auf Ω. Das kann man zu einem Vektorfeld auf ganz Ω

fortsetzen. Dann existiert Bnu als schwache Ableitung und ist somit in H1pΩq. Nach dem Spursatz ist
somit Bnu|BΩ P L2pBΩq und man kann verlangen, dass es in diesem Raum gleich Null ist.
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6. Unbeschränkte Operatoren

nur diskretes und essentielles Spektrum und σp∆q Ă r0,8q. Da jedoch Ω̄ kompakt ist,
kann man analog zum regulären Sturm-Liouville-Problem, s. Seite B.1.2, argumentieren,
dass es kein essentielles Spektrum geben kann. Es gibt also nur diskretes Spektrum
0 ď λ0 ď λ1 ď . . . gezählt mit Vielfachheiten. Da ∆ unbeschränkt ist, ist auch das
Spektrum unbeschränkt und damit limiÑ8 λi “ 8. Die zugehörigen Eigenfunktionen vi
(Diese erfüllen insbesondere vi|BΩ “ 0) seien so gewählt, dass sie eine Orthonormalbasis
von L2pΩ̄q. Der Spektralsatz gibt uns Id “

ř8

i“0 Pi mit Pi die Orthogonalprojektion
auf Cvi. Damit können wir jedes f P L2pΩ̄q als f “

ř8

i“0 αivi für αi P C schreiben∗.
Da wir eine Lösung u des Dirichletproblem in C2 suchen, ist u insbesondere in L2 und
hat auch eine Zerlegung u “

ř8

i“0 βivi. Einsetzen in ∆u “ f liefert:

8
ÿ

i“0
λiβivi “

8
ÿ

i“0
λiαivi

und damit λiβi “ αi für alle i. Das bestimmt für alle i βi aus αi eindeutig. Problem
wäre nur, wenn λ0 “ 0 wäre. Doch

0 ∆u“0
“

ż

Ω
u∆udvol u|BΩ“0

“

ż

Ω
|∇u|2dvol

impliziert u ist auf Ω konstant, damit wegen u|BΩ “ 0 gleich Null und kann somit keine
Eigenfunktion sein. Also ist

u “
8
ÿ

i“0

αi
λi
vi.

Da die λi nach unten beschränkt sind, ist u auch wirklich in L2. Regularitätstheorie
liefert u P HkpΩ̄q für alle k und damit C8pΩq und u|BΩ “ 0.

∗Obwohl die vi alle Nullrandwerte haben, folgt nicht automatisch, dass f auch Nullrandwerte
haben muss. da dies eine Gleichheit in L2 ist.
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A. Zusammenfassung Analysis 3

A.1. Vervollständigung
Sei pX, dq ein metrischer Raum. Ist X nicht vollständig, dann ist die Idee für alle
Cauchyfolgen, die nicht schon in X konvergieren, ein Element zu X hinzuzunehmen,
wobei für Cauchyfolgen, die den gleichen Grenzwert haben sollten, das gleiche Element
hinzugefügt werden soll. So kann man R aus Q konstruieren:

Definition A.1.1. [4, Def. 1.3.1] Sei pX, dq ein metrischer Raum. Sei

X
d:=tpakqkPN Cauchyfolge in pX, dqu{ „

wobei pakqk „ pbkqk genau dann, wenn dpak, bkq Ñ 0 für k Ñ8 ist.

Die Abbildung ι : X Ñ X
d, x ÞÑ rpxqksd, ist injektiv, da aus rpxqksd “ rpyqksd folgt,

dass dpx, yq “ 0 sein muss. Damit können wir X mit ιpXq identifizieren.

X
d wird mit

d̄praksd, rbksdq:= lim
kÑ8

dpak, bkq.

wieder zu einem metrischen Raum, der nun vollständig ist [4, Satz 1.3.2], und für den
d̄ auf X ˆX Ă X

d
ˆX

d gleich d ist. Den metrischen Raum X
d (dann immer versehen

mit d̄) nennt man Vervollständigung von pX, dq.
Sei pX, }.}Xq ein normierter Vektorraum und dpx, yq:=}x ´ y}X . Dann ist pX, dq ein
metrischer Raum [3, Abschnitt 3.3] und die Norm auf Vervollständigung X}.}:=Xd

kommt auch wieder von einer Norm [4, Satz 1.3.4]. Kam die Norm }.}X von einem
inneren Produkt, dann auch die Norm auf der Vervollständigung.
Erst einmal ist die Vervollständigung ein abstrakter Raum, deren Elemente erst einmal
nur Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen sind. Allerdings ist das eine Sichtweise, die es
einem ggf. erlaubt, (geeignete) Rechenoperationen/Abbildungen, die erst einmal auf X
definiert sind, im Sinne einer stetigen Fortsetzung (wenn existent) auf Xd zu erweitern.
Z.B. Lipschitzkalkül auf L1 [4, Abschnitt 1.3.5] oder Fouriertransformationen auf L2

[4, Abschnitt 2.3.2] oder für ein einfaches Beispiel s. ÜA3.ii.

A.2. Lp-Räume
C0
c pRn,Cq - Menge der kompakt getragenen stetigen Funktionen auf Rn (das folgende

geht sowohl reell- als auch komplexwertig und auch für C0
c pD,Cq für D Ă Rn offen)
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A. Zusammenfassung Analysis 3

Lp-Norm von c P C0
c pRn,Cq für 1 ď p ă 8: }c}p:=

`ş

Rn |c|
pdvol

˘
1
p .

Vervollständigung von C0
c pRn,Cq bzgl. der Lp-Norm: LppRnq:=C0

c pRn,Cq
}.}p

D.h. ein Element f P LppRn,Cq ist eine Äquivalenzklasse von Lp-Cauchyfolgen in
C0
c pRn,Cq, wobei zwei Lp-Cauchyfolgen äquivalent heißen, wenn ihre gliedweise Diffe-

renz eine Lp-Nullfolge ist.

Jedes Element f P LppRn,Cq hat eine Realisierung g : Rn Ñ C, d.h. es gibt ein Lp-
Cauchyfolge in der Äquivalenzklasse zu f , welche fast überall punktweise gegen g
konvergiert. Zwei Realisierungen von f stimmen fast überall überein.

Ist f P Lp, dann ist |f |p{q P Lq.

Wichtige Ungleichung – Hölder:
ż

Rn
|fg|dvol ď }f}p}g}q

für 1 ă p, q ă 8 mit 1
p `

1
q “ 1.
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B. Etwas zu
Sturm-Liouville-Problemen

B.1. (Reguläre) Sturm-Liouville Probleme
Vorl. 7

pLuqpxq:=´ d

dx

ˆ

ppxq
d

dx
upxq

˙

` qpxqupxq (B.1)

für p, q P C0pra, bs,Rq, p P C1ppa, bq,Rq, p ą 0 auf pa, bq.
Falls p ą 0 auf ganz pa, bq betrachten wir L mit Randbedingungen:

Variante 1 – mixed: α1upaq ` α2u
1paq “ 0 “ β1upbq ` β2u

1pbq

Variante 2 – periodisch: upaq “ upbq und u1paq “ u1pbq

Für p “ 0 in genau einem der Punkte a oder b, sei dort die Randbedingung aus Variante
1 gewählt.

(Zu Variante 1: Der Fall α2 “ β2 “ 0 heißt Dirichlet-Bedingung und der Fall α1 “ β1 “ 0
heißt Neumann-Bedingung.)

Ein λ P C heißt Eigenwert von L unter obigen Randbedingungen, falls es eine Lösung
u P C2pra, bs,Cqzt0u von Lu “ ´λu mit upaq “ c0 und upbq “ c1 gilt. Hier heißt u
dann Eigenfunktion zum Eigenwert λ.

(i) L ist symmetrisch bzgl. des L2-Produktes auf allen Elementen aus C2pra, bsq,
welche obige Randbedingungen erfüllen, d.h. pu, LvqL2 “ pLv, uqL2 für alle u, v P
C2pra, bsq mit obigen Randbedingungen:

Beweis.

pu, LvqL2 ´ pLu, vqL2 “

ż b

a

up´ppv1q1 ` qvqdx´

ż b

a

p´ppu1q1 ` quqvdx

“r´ūpv1 ` pū1vsba “ 0,

klar, wo p “ 0, sonst Randbedingung einsetzen.

(ii) Eigenwerte von L unter obigen Randbedingungen sind reell:
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

Beweis. Sei Lu “ λu.

λpu, uqL2 “ pu, LuqL2 “ pLu, uqL2 “ λ̄pu, uqL2

Wegen u ‰ 0, folgt λ P R.

(iii) Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von L unter obigen Randbedin-
gungen sind orthogonal in L2pra, bsq:

Beweis. Sei Lu “ λu und Lv “ µv mit λ ‰ µ. Dann ist

µpu, vqL2 “ pu, LvqL2 “ pLu, vqL2 “ λ̄pu, vqL2 “ λpu, vqL2

und somit pu, vqL2 “ 0.

Beispiel: ra, bs “ r´π, πs, p “ 1, q “ 0 und periodische Randbedingung. Dann ist
upxq “ eikx für k P Z Eigenfunktion zum Eigenwert k2. In diesem Fall bilden die eikx

sogar eine Orthonormalbasis von L2pr´π, πsq (Fourierreihenzerlegung).

B.1.1. ...und Legendre-Polynomen
Am Ende werden wir gesehen haben:

(i) ein anderes Beispiel für eine Zerlegung von L2pra, bsq als die Fourierreihenzerlegung,
aber welches auch von einem Eigenwertproblem herkommt (Ein Beispiel eines
Sturm-Liouville-Problems).

(ii) was beim Gram-Schmidt Verfahren für die dichte Teilmenge t1, x, x2, . . .u von
L2pr´1, 1sq herauskommt.

Legendre-Differentialgleichung

px2 ´ 1qu2 ` 2xu1 ´ npn` 1qu “ 0 (B.2)

Sei pL̃uqpxq:=px2 ´ 1qu2pxq ` 2xu1pxq.
(iv) Dann hat L̃ die Form (B.1) für p “ 1´ x2 und q “ 0.

(v) upxq “ dn

dxn px
2 ´ 1qn ist eine Lösung von (B.2):

Beweis. Es gilt px2 ´ 1q
`

px2 ´ 1qn
˘1
“ 2xnpx2 ´ 1qn. Davon die pn` 1q.te Ablei-

tung und iterative Leibnizregel∗ ergibt:
n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1
k

˙

px2 ´ 1qpkq
“

px2 ´ 1qn
‰pn`2´kq

“2n
n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1
k

˙

xpkq
“

px2 ´ 1qn
‰pn`1´kq

px2 ´ 1qu2pxq ` pn` 1q2xu1pxq ` npn` 1qupxq “ 2xnu1pxq ` 2npn` 1qupxq
∗Iterative Leibnizregel:

dn

dxn
pfgq “

n
ÿ

k“1

´n

k

¯

f pkqgpn´kq

102



B.1. (Reguläre) Sturm-Liouville Probleme

(vi) (B.2) hat auf x P p´1, 1q einen zweidimensionalen Lösungsraum, da u dort eine
lineare Differential- gleichung zweiter Ordnung erfüllt (x2 ´ 1 ‰ 0). Eine zu u
linear unabhängige Lösung kann man z.B. mit dem Lösungsansatz upxqvpxq mit
dem u aus (v) erhalten, da dann (B.2) zu einer erster Ordnung ODE in v wird.
Das wird dann kein Polynom mehr sein und auch nicht mehr in L2pr´1, 1sq -
machen wir hier nicht. . .

Legendre-Polynome.
Pnpxq:=

1
2nn!

dn

dxn
px2 ´ 1qn

• Pn ist ein Polynom vom Grad n .

• Pnp´xq “ p´1qnPnpxq

• Pnp1q “ 1:

Beweis.

2nn!Pnpxq “
dn

dxn
ppx´ 1qnpx` 1qnq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

rpx´ 1qnspkq
loooooomoooooon

“0 in x“1 für kăn

rpx` 1qnspn´kq

2nn!Pnp1q “n!p1` 1qn

• Pnp´1q “ ´1

•
?

2n`1
?

2 Pnpxq ist eine orthonormale Teilmenge von L2pr´1, 1sq:

Beweis. Wir zeigen als erstes: di

dxi px
2 ´ 1qn “ px2 ´ 1qn´iPipxq für ein Polynom

Pi: Für i “ 0 richtig mit P0pxq “ 1.
Induktionsschritt:

di`1

dxi`1 px
2´1qn “

`

px2 ´ 1qn´iPipxq
˘1
“ px2´1qn´i´1ppn´iqPipxq`px

2´1qP 1i pxqq

Dann gilt für m ą n:
ż 1

´1

dn

dxn
px2 ´ 1qn dm

dxm
px2 ´ 1qmdx

“

„

dn

dxn
px2 ´ 1qn dm´1

dxm´1 px
2 ´ 1qm

1

´1
´

ż 1

´1

dn`1

dxn`1 px
2 ´ 1qn dm´1

dxm´1 px
2 ´ 1qmdx

“ . . . “ p´1qm
ż 1

´1
px2 ´ 1qm dn`m

dxn`m
px2 ´ 1qn

looooooooomooooooooon

“0 für mąn

dx “ 0.
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

Für n “ m:
ż 1

´1
PnpxqPnpxqdx “

p´1qnp2nq!
22npn!q2

ż 1

´1
px2 ´ 1qndx.

und

An:=
ż 1

´1
px2 ´ 1qn ¨ 1dx “

“

xpx2 ´ 1qn
‰1
´1 ´ 2n

ż 1

´1
px2 ´ 1qn´1x2dx

“´ 2nAn ´ 2nAn´1,

also An “ ´ 2n
2n`1An´1. Wegen A0 “ 2 folgt

An “ p´1qn 2
3

4
5 . . .

2n
2n` 12 “ p´1qn 22n`1pn!q2

p2n` 1q!

und damit
ż 1

´1
PnpxqPnpxqdx “

2
2n` 1 .

•
ş1
´1 Pnpxqx

k “ 0 für alle k ă n:

Beweis.
ż 1

´1
xk

dn

dxn
px2 ´ 1qn “

„

xk
dn´1

dxn´1 px
2 ´ 1qn

1

´1
´

ż 1

´1
kxk´1 d

n´1

dxn´1 px
2 ´ 1qndx

“ . . . “ p´1qkk!
ż 1

´1

dn´k

dxn´k
px2 ´ 1qndx “ p´1qkk!

„

dn´k´1

dxn´k´1 px
2 ´ 1qn

1

´1
“ 0

Da spantP0, . . . , Pnu “ spant1, . . . , xnu ist und obige Orthonormalitätsrelationen gel-
ten, entsteht

?
2n`1
?

2 Pnpxq aus t1, x, x2, . . .u auf L2pr´1, 1sq mittels Gram-Schmidt und
ist damit eine orthonormale Hilbertbasis von L2pr´1, 1sq.

Sei nun Lu “ mu für m P R und u P L2pr´1, 1sq X C2pr´1, 1sq. Mit dem Ansatz
u “

ř8

n“0 αnPn (geht da ONB) sieht man direkt, dass m “ npn` 1q und u “ cPn für
ein n P N und ein c P C sein muss.

Das Pn senkrecht auf Pm für n ‰ m ist, hätten wir eigentlich nicht extra nachrechnen
müssen: L ist ein Sturm-Liouville-Operator mit p “ 0 an den Intervallrändern. Aus
Seite iii oben folgt dann schon, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sein müssen.
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B.1. (Reguläre) Sturm-Liouville Probleme

Legendre-DGL/Legendre-Polynome – Wo kommt es z.B. vor?

• Betrachtet man die Laplacegleichung ∆u “ 0 auf R3 in sphärischen Koordinaten

∆u “ 1
r2
B

Br

ˆ

r2 Bu

Br

˙

`
1

r2 sin θ
B

Bθ

ˆ

sin θ Bu
Bθ

˙

`
1

r2 sin2 θ

B2u

Bϕ2

und macht einen Separationsansatz: upr, ϕ, θq “ RprqΦpϕqΘpθq, dann errechnet
man

Θ2
Θ ` cot θΘ1

Θ `
1

sin2 θ

Φ2
Φ “ ´r2R

2

R
´ 2rR

1

R
.

Also müssen beide Seiten konstant – sagen wir gleich λ – sein. Für die rechte
Seite führt dies auf eine Cauchy-Euler-DGL∗. Für die linke Seite führt dies nach
Umformung auf

sin2 θ
Θ2
Θ ` sin θ cos θΘ1

Θ ` λ sin2 θ “ ´
Φ2
Φ ,

was wieder ergibt, dass beide Seiten konstant – sagen wir gleich µ – sein müssen.
Für Θ führt es dann auf eine verallgemeinerte Legendre-Differentialgleichung für
x “ cos θ, die für µ “ 0 die obige Legendre-Differentialgleichung als Spezialfall
hat. (Ansatz: ypxq “ Θpx “ cos θq.)

• Es gilt (rechnen wir heute nicht nach)

1
?

1´ 2xt` t2
“

8
ÿ

n“0
Pnpxqt

n.

Da die Legendre-Polynome die Koeffizienten in der Potenzentwicklung der linken
Parameterfamilie von Funktionen ist, nennt man die linke Seite erzeugende
Funktion der Legendre-Polynome.

Damit erhält man z.B. (mit Kosinussatz für Dreiecke) für x, x1 P R3 für die
Entwicklung des Newtonpotentials, [Ana3, S.67],

1
|x´ x1|

“

8
ÿ

n“0

|x1|n

|x|n`1Pnpcosϕq,

wobei ϕ der von x und x1 eingeschlossene Winkel ist.

B.1.2. Reguläre Sturm-Liouville als selbstadjungierter
unbeschränkter Operator

Der Operator L aus (B.1) ist als Operator L : C8c ppa, bqq Ă L2pra, bsq Ñ L2pra, bsq ein
dichtdefinierter symmetrischer Operator. Man kann nachrechnen, dass L mit den unter

∗https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%E2%80%93Euler_equation
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

(B.1) angegebenen Randwerten jeweils selbstadjungiert ist. Es gibt hier als unendlich
viele selbstadjungierte Erweiterungen.

Für jede dieser selbstadjungierten Erweiterung wüssten wir aus der abstrakten Theorie,
dass der Operator (auch L genannt) nur diskretes und essentielles Spektrum haben
kann.

Mit Argumenten wie in Lemma 6.5.4 kann man sehen, dass essentielles Spektrum nicht
möglich ist: Ist λ im essentiellen Spektrum von L, dann gibt es eine Fogle xi P domL
mit }xi} “ 1, xi w

Ñ 0, }pL´ λ0qxi} Ñ 0. Ähnlich wie in Lemma 6.5.4 folgert man, dass
dann xi in H2pra, bsq beschränkt ist und damit nach Rellich-Kondrakov in L2pra, bsq
schon stark konvergiert, also xi Ñ 0 in L2. Das ist ein Widerspruch zu }xi} “ 1. Also
hat L nur diskretes Spektrum, vgl. auch ÜA39/40.

B.2. Singuläre Sturm-Liouville
Wir betrachten noch immer Operatoren der Form (B.1), allerdings dieses Mal mit
p, q P C0pI,Rq, p P C1pI,Rq, p ą 0 auf I. Hier ist I ein offenes, nicht zwingend
beschränktes Intervall. Ist I beschränkt und p, q sogar stetig auf Ī, sind wir im Fall
vom Anfang dieses Kapitels – bei regulären Sturm-Liouville-Problemen. Sonst nennen
wir das Problem singulär.

Prototyp eines singulären Sturm-Lioville Operators:

pLuqpxq “

ˆ

d

dx

ˆ

ppxq
d

dx
upxq

˙

` qpxqupxq

˙

auf einem offen Intervall I mit p, q P C0pI,Rq, p P C1pI,Rq, p ą 0 auf I. Zusammen
mit einer Gewichtsfunktion ρ : I Ñ R, ρ ą 0. Wir betrachten

L : C8c pIq Ă L2
ρpIq Ñ L2

ρpIq.

I.A. hat L mehr als eine selbstadjungierte Erweiterung.

Sei I “ p0,8q. Dann entspricht die Forderung in L2
ρpIq zu sein einer Randbedingung

im Unendlichen und in r “ 0 hat man dann oft Bedingungen wir up0q “ limxÑ0 upxq
ist endlich oder u1p0q “ limxÑ0 u

1pxq ist endlich.

Im Gegensatz zu regulären Sturm-Liouville-Problemen ist das Spektrum im Allgemeinen
nicht mehr diskret, sondern kann diskrete und essentielle Anteile haben.
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