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Worum geht es?

Ein Hauptgegenstand der Funktionalanalysis sind Funktionenriume, wie z.B. C°([a, b])
und L2(R), und Abbildungen zwischen denen. Man iibertrigt geometrische Konzepte
wie Punkt in einem Raum, offene Mengen, etc. auf Funktionenrdume, also Raume
deren Punkte selbst wieder Funktionen (oft mit besonderen Eigenschaften) sind. I.A.
sind dies Vektorriume und mit einer Norm ausgestattet, wie wir es schon bei C%([a, b))
und L?(R) getan haben. Die betrachteten Abbildungen sind normalerweise lineare
Abbildungen. In diesem Sinne kann man dies als Weiterfithrung der linearen Algebra
auf unendlich dimensionale normierte Radume verstehen. Allerdings werden dabei vor
allem analytische und topologische Eigenschaften untersucht. Dabei werden wir recht
abstrakte Sétze kennenlernen, die sich dann aber auf sehr konkrete Probleme anwenden
lassen. Vor allem wird Funktionalanalysis bei der Analyse von Differentialoperatoren
verwendet und bei der Untersuchung partieller Differentialgleichungen. Auflierdem ist
Funktionalanalysis der mathematische Rahmen fiir die Quantenmechanik.

Ein konkretes Problem fiir dessen Losung man i.A. Funktionalanalysis verwendet, ist
das Dirichlet-Problem des Laplace-Operators:

Sei 2 < R™ offen und beschrankt mit d€2 nett genug (z.B. eine glatte Untermannigfal-
tigkeit des R™). Dann ist

2 % 0/~
Au::fzﬁ —feC’(Q) aufQ
1=1 ?
ulaq =0 auf 0Q

das Dirichlet-Problem des Laplace auf € und beschreibt z.B. stationdre Wéarmevertei-
lung auf 0, dessen Wand konstant auf gegebener Temperatur (hier Null) ist. Mittels
funktionalanalytischen Sitzen kann man zeigen, dass fiir gegebenes f € C°(Q) dieses
Problem immer genau eine Losung besitzt. Dies ist i.A. nur ein abstraktes Existenzre-
sultat und man kann die Losung meist nicht einfach hinschreiben. Aber wir kénnen
etwas iiber Eigenschaften dieser Losung aussagen. So ist hier in diesem Fall u € C?(Q)
und man erhilt auch Abschitzungen fiir die C?-Norm von u in Abhingigkeit von f.
Solche Abschitzungen nennt man apriori-Abschdtzung.™ Solche Apriori-Abschétzung
spielen in PDEs eine grofle Rolle, sowohl in der Theorie als auch in der Numerik (dort
um Konvergenzaussagen fiir numerische Algorithmen zu erhalten).

* Apriori-Abschéatzung ~ ohne die Losung zu kennen, hat man Abschéitzung an geeignete Normen,
falls die Losung existiert.

Vorl. 1
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Der Laplace wird in der Funktionalanalysis als lineare Abbildung auf geeigneten Funk-
tionenrdumen verstanden. Fiir obiges Problem wollen wir zwar am Ende Losungen in
C?, aber es wird sich ein als niitzlich erweisen, den Laplace auf anderen Funktionen-
rdumen zu betrachten — sogenannten Sobolevrdumen. Das sind Verallgemeinerungen
von LP-Réumen bei denen auch noch die Ableitungen (im geeigneten Sinne) in LP sind.
Elemente in diesen Rédumen sind zwar i.A. nicht geniigend differenzierbar als das man
im herkémmlichen Sinne (=klassischen Sinne) dort den Laplace anwenden kann. Aber
wir werden dem Problem noch immer Sinn geben (das werden dann Ableitungen im
’schwachen Sinne’ sein), so dass wir fiir das analoge Problem von oben in Sobolevraumen
auch Existenz von Losungen zeigen werden konnen. Das wird (nach Einfithrung aller
Definitionen) dann auch gar nicht mehr so schwer sein - deshalb der Ubergang zu
Sobolevraumen (Hauptunterschied: Normen auf Sobolevraumen, wie bei LP werden
iiber Integration gebildet, wihrend Normen auf C* sind mit Suprema. Suprema sind
aber erst einmal schwerer zu kontrollieren als integrierte Groflen. Man sagt, man handelt
Regularitéit (wie oft ist etwas diffenzierbar) gegen Integrabilitdt*. Natiirlich reicht es
einem am Ende dann nicht, zu wissen, dass man eine Losung im schwachen Sinne hat.
Sondern méchte wieder mit Abschiitzungen zeigen, dass diese dann doch schon in C?
ist und damit eine Losung wie urspriinglich gesucht ist. Das wird mit sogenannten
Einbettungenssitzen erreicht, welche untersuchen, welche Funktionenrdume (Sobolev-
und C*-Riaume) wie ineinander enthalten sind.

Dies ist ein Problem auf das wir im Laufe der Vorlesung funktionalanalytische Sétze und
Konzepte anwenden werden. Ein anderes oft auftretendes Problem ist eine Weiterfiih-
rung der Untersuchungen linearer Abbildungen von einem Vektorraum in sich selbst. Im
Falle eines endlich-dimensionalen Vektorraumes hat man in lineare Algebra das Konzept
der Eigenwerte und Eigenvektoren kennengelernt und gesehen, dass fiir nett-genuge
Matrizen man dariiber eine Eigenbasis-Zerlegung des Vektorraumes erhélt. Dies ist ein
Konzept, was sich auf nett-genuge lineare Abbildungen von einem Hilbertraum in sich
selbst verallgemeinern. Ein solches Beispiel haben wir in Wirklichkeit schon gesehen in
Analysis 3 gesehen mit Fourierreihen:

Jedes f € L?([—m,7]) kann man schreiben als f(z) = Y., ., cxe'*®. Die Basiselemente
¢'** kann man als Eigenvektoren (hier Eigenfunktionen) der linearen Abbildung

A: f geeignete Funktion auf S — f”

verstehen: Ael* = —k2e*® Fin Unterschied zu LA: Basis bedeutet hier nicht wie
in Lineare Algebra: Jedes Element ldsst sich als endliche Linearkombination von
Basisvektoren schreiben (=Hamelbasis). Sondern: Jedes Element lisst sich als unendliche
Linearkombination von Basisvektoren schreiben, wobei die Reihe bzgl. der Norm des
Hilbertraumes konvergiert. (=Hilbertbasis)). Ein anderer Unterschied: Auch wenn A
gar nicht auf ganz L?([—m, «]) definiert werden kann, sondern nur auf einer dichten
Teilmenge, erhalten wir am Ende eine Zerlegung von ganz L?([—7,7]) vor.

*Natiirlich kann man z.B. auch auf C°(Q) die LP-Norm betrachten, hat nur den Nachteil, dass C°
mit dieser Norm nicht vollstédndig ist. (Fast) Alles, was wir in Funktionalanalysis machen werden, wird
auf vollstdndigen normierten Rdumen stattfinden — auf Banachraumen und oft sogar auf Hilbertraumen
(= die Norm kommt von einem inneren Produkt)
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Solche Eigenwertprobleme kommen in verschiedenen Kontexten vor, z.B: Betrachten wir
den Laplaceoperator A dieses Mal auf ganz R? und wieder Au = 0. In Polarkoordinaten

ist der Laplace:
A = ﬁ + Eﬁ + iﬁ
o2 ror r20p?
ist.

Nehmen wir mal an, eine Losung habe die Form u(r,¢) = f(r)cos(vy) fir v € Z
(Separationsansatz). Dann 16st dieses u genau dann Au = pu, wenn

r2f(r) +rf(r) = v f(r)

gilt. Diese GDGL ist die Bessel-Differentialgleichung (vgl. auch [3, Abschnitt 3.7]). Fiir
alle v € Z erhélt man hier Losungen aufgespannt durch Besselfunnktionen erster Art
(diese sind in L? und fithren zu einer Eigenbasis von L?) und Besselfunktionen zweiter
Art (nicht in L? und es kommt aufs konkrete Problem an, ob die relevant sind oder die
erster Art ausreichen, vgl. Wasserstoffatom weiter unten).

Diese zwei Beispiele (Bessel und Fourier) sind Spezialfille sogenannter Sturm-Liouville
Probleme. In 1836-1837 Sturm und Liouville haben in einer Reihe von Papern lineare
GDGL zweiter Ordnung (ggf. mit Randwerten) untersicht. Das ist historisch gesehen
einer der Anfange der Funktionalanalysis und fiihrt bei den zugehorigen Eigenfunktionen
zur Untersuchtung spezieller Funktionen. Wéhrend die genauen Eigenschaften der
Losungen von dem konkreten Problem abhéngen, kann man durch abstrakte Resultate
Zerlegunsresultate und Summierungseigenschaften direkt ablesen ohne es jedesmal neu
nachzurechnen.

Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet fiir Funktionalanalysis ist die mathematische
Formulierung von Quantenmechanik: Ein physikalisches System wird grob gesagt i.A.
durch Zustéande, Observablen ("misst den Wert von Zustédnden’) und deren Dynamik
(zeitliche Entwicklung) beschrieben. Klassisch sind Zustdnde Punkte im Phasenraum
(~ Orts- und Impulsraum) und Observablen sind reell-wertige Funktionen auf die-
sem. Quantenmechanisch werden Zustédnde von Teilchen als Wellenfunktion darge-
stellt, deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt, mit der sich
das Teilchen an diesem Punkt aufhélt. Oft sind Zustidnde dann Elemente in einem
Hilbertraum (= ein vollstéindiger Vektorraum mit innerem Produkt, z.B. L?(R3).)
Observablen sind geeignete (selbstadjungierte) lineare Abbildungen auf dem Zustands-
raum (=Raum der Zusténde). Die Dynamik wird durch dann durch zeitabhéngie (eine
Ein-Parameter-Gruppe) unitdre Abbildungen auf diesem Hilbertraum beschrieben.
Auch hier spielen Eigenwert-Zerlegungen bzw. deren Verallgemeinerungen eine grofle
Rolle. Z.B. wird das Wasserstoffatom™ mittels des Laplaceoperators plus einem Po-
tentialterm (~ 1/Abstand zum Kern = Coloumbpotential) beschrieben. Betrachtet
man diesen Operator auf L? entsprechen Eigenfunktionen, die wirklich in L? sind,
gebundenen Zustdnden (Elektron und Kern bilden wirklich das Atom — ’das Elektron
ist nicht zu weit weg und wird durch die Anziehung nicht beim Kern gehalten’). Der

*Annahme: Kern ist fix im Ursprung und wir suchen den Zustand/die Wellenfunktion des Elektrons



Inhaltsverzeichnis

Eigenwert entspricht dann der Energie des Zustandes. Allerdings werden hier diese
L2-Eigenfunktionen nicht mehr zu einer (Hilbert-)Basis fithren. Interessiert einem das
L? aber nicht dann gibt es viel mehr Eigenfunktionen (Die, wenn sie nicht L? sind,*
ungebundenen Zustidnden/Streuzustidnden.) beschreiben. Da gibt es mathematisch
(min.) zwei Méoglichkeiten diesen Problem zu behandeln: Erstens — man bleibt beim
L2-Hilbertraum und verallgemeinert den Begriff eines Eigenwertes (Spektrum) und
erhalt dann in Verallgemeinerung der Eigenwertzerlegung aus Lineare Algebra eine
sogenannte Spektralzerlegung. Nachteil: Die ungebundenen Zusténde sind dann nicht
nur appromativ in diesem Rahmen enthalten, aber deren Energie ist im Spektrum noch
ablesbar. Zweitens — man vergrofert L? geeignet, so dass die ungebundenen Zusténde als
Eigenfunktionen in dem Raum enthalten sind ( Gelfandtripel/Rigged spaces). Nachteil:
Kein Hilbertraum mehr.

Bei der konkreten Berechnung der Eigenzustédnde des Wasserstoffatoms kann man
(wegen der Rotationssymmetrie des Potentials) auch wieder einen Separationsansatz
machen und erhélt auch wieder ein Sturm-Liouville-Problem.

*In der Mathematik nennen wir diese dann zur Abgrenzung verallgemeinerte Eigenfunktionen.



1. Hilbertraume

1.1. Grundlegende Begriffe

Definition 1.1.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer Vektorraum V mit einer positiv de-
finiten hermitischen Sesquilinearform* {., .y, so dass V bzgl. der Norm ||z|y:=+/{x, )v
vollstindig’ ist.

Wenn der Hilbertraum sich aus dem Kontext ergibt, wird der Index bei der Norm
und der Sesquilinearform auch oft weggelassen. Statt Sesquilinearform sagen wir im
folgenden auch oft inneres Produkt.

Man kann auch reelle Hilbertrdume definieren, in dem einen reellen Vektorraum mit
vollstdndigem Skalarprodukt betrachtet. Die allermeisten Sachen gehen da genau
analog.

Beispiel 1.1.2.

(i) C™ mit der Standard-Sesquilinearform
n
=y 2y = (oo un)y= Y Zi0n
i=1

ist ein Hilbertraum, [2, Folg. 3.9.8 und Lem. 3.9.13].

112 [l-ll2

(i) L*(R™,C):=C(R",C) "~ = CL(R",C) ", hierbei ist |c[2:= (§z. |c|2dvol)% fiir

ce CY(R",C) als Mehrfachintegral wie in [3, Satz 2.4.4], ist mit der fortgesetzten
Norm ||.|]2 auf die Vervollstandigung ein Hilbertraum [4, S.41]. Alle anderen
LP-Réume fiir p # 2 sind mit der LP-Norm keine Hilbertriume [4, UA24].

Vergleiche auch Appendix A.

(iii) Sei f e C*(R™,C). Wir setzen® fiir ke N

(fmg)Hk:: Z (DafaDag)Lz-

aeN™, |a|<k

*Hier immer komplex antilinear in der ersten Komponente
tvollstindig = jede Cauchyfolge konvergiert

tHier benutzen wir die Multiindex-Notation, vgl. [3, S. 22]: & = (a1,...,an), 2% = 2! ... zp".
. _ ] 991 oan
Dann ist |a| = 3 | o; und D* = 22T T B



Vorl. 2

1. Hilbertraume

Damit ist CP(R™, C) ein komplexer Vektorraum mit der Sesquilinearform (., .) gx.
Esist (.,.)go = (.,.)p2. Wie fiir k£ = 0 ist auch fiir alle héheren £ CZ(R™, C) mit
der H*-Norm nicht vollstindig.

Die Vervollstdndigung Hk(R",C)::Cgo(R%C)H'”Hk ist ein Hilbertraum, s. [4,
Satz 1.3.4 und UA 24].

{5 ist die Menge komplexer Folgen (a;)en mit Zfio |la;|?
arform

< o0 mit der Sesquiline-

((ai)is (be)i)ezi= ) aibs
i=0

ist ein Hilbertraum. (Vollstindigkeit = UA1.)

(Direkte Summe) Seien H;, i € N, Hilbertraume mit Sesquilinearform {.,.);. Dann
ist Hy @ H5 versehen mit

<(.’£1, yl), (1'27 y2)> = <IC1, x2>H1 + <y17 y2>H2
ein Hilbertraum (UA1).

Sei H die Menge von Folgen (z;)jey mit z; € H; und Z?io H%H%{ < oo ist
zusammen mit

(oo )= Yy
i=0

ein Hilbertraum (Argument wie im letzten Fall) und wird mit H =: @®;-, H;
bezeichnet.

Im Folgenden werden wir in L*(R",C), C%(R",C), ...den Wertebereich C i.A. nicht
mehr mitschreiben. Aber da wir (wenn nicht anders gesagt) mit komplexen Vektorrdu-
men arbeiten, ist das dann immer gemeint.

Eine grofle Rolle werden Operatoren zwischen Hilbertrdumen spielen:

Definition 1.1.3. Seien H;, Hy Hilbertraume. Ein Operator A: dom A ¢ Hy — Hs
ist eine lineare Abbildung definiert auf einem linearen Unterraum® dom A < H;.

!!' Achtung: Selbst, wenn von einem Operator A: H; — H, gesprochen wird (wie

()

meistens der Fall), heifit das nicht, dass der Definitionsbereich ganz H; ist. Oft wird
das dom A nicht mitgeschrieben. !!

Beispiel 1.1.4.

Eine komplexe Matrix definiert eine lineare Abbildung A: C* — C™, v — Av
und damit einen Operator.

*dom = domain (Definitionsbereich)



1.1. Grundlegende Begriffe

(ii) Ortsoperator* H = L?(R). Sei domT < L?(R) die Menge aller ¢ € L?(R) mit
§z 22p(2)Pde < o0 und (T)(x):=zp(z).

(ili) Impulsoperator’ H = L*(R). Sei dom T die Menge der ¢ € L?(R) n C*(R) mit
§g ¢’ (2)[2dz < o0 (also ¢’ € L2(R)) und (Tp)(x):=i¢' (x).*

(iv) Seien Hy, Hs zwei normierte Rdume. Einen Operator A: dom A = H; — Hs, so
dass die Operatornorm$

|All:=sup [Az|#, < oo

|1|H1 =1

ist, nennen wir beschrdinkt. Die Menge aller beschréankten Operatoren von H; nach
Hj bezeichnen wir mit £(Hy, Hs). Diese Menge ist selber wieder ein C-Vektorraum
und |.| eine Norm darauf. (Falls Hy vollstandig ist, wird (L(Hy, Hz), |.|) zu einem
Banachraum, vgl. Beispiel 2.1.1.v).

(i) ist ein beschrankter Operator. (ii) und (iii) koénnen nicht Einschrdnkungen
eines beschriinktes Operators von L?(R) auf sich selbst sein, s. UA2+3.

Die Operatornorm héngt davon ab, auf welchen Radumen der Operator betrachtet
wird, vgl. UA3. L.A. sind die Réume aus dem Kontext klar, wenn nicht schreiben
wir ”AHH1—>H2'

(v) Multiplikationsoperator M;: Sei f: R — R stetig und beschréankt und
dom My:={p e L*(R") | fpe L*(R™)}1.
Sei My: dom My < L?*(R™) — L*R"), p» — fep. Ist f beschrinkt, dann ist
dom M; = L?(R) und My ein beschrinkter Operator:

+ dom My = L*(R) folgt aus [ fols < sup|f] - [¢]2 < o

o Aus der letzten Ungleichung folgt auch |My| < sup|f| und damit M;
beschrénkt.

*Der Ortsoperator gehort in der Quantenmechanik zur Ortsmessung von Teilchen. Der Zustand
eines Teilchens wird durch ein Element v € L?(R3) mit L2-Norm eins beschrieben. Interpreatiation:
SK |1|2dvol ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen, beschrieben durch ), im Gebiet K < R3
aufhalt. (T4, 9)p2 = {z, #[1|?dvol gibt dann den Erwartungswert fiir den Ort des Teilchens. Der
Operator im Beispiel ist die eindimensionale Version.

TDer Impulssoperator gehért in der Quantenmechanik zur Impulsmessung von Teilchen — dort
eigentlich p; = —ihdg;, ¢ = 1,2, 3, mit i das Plancksche Wirkungsquantum (Naturkonstante)

Wir werden spéter sehen, dass die Multiplikation mit i dazu gut ist, dass der Operator T
symmetrisch wird (das ist die Verallgemeinerung symmetrischer Matrizen (im reellen Fall) bzw.
hermitischer Matrizen (im komplexen Fall)).

$Man rechnet direkt nach, dass dies wirklich eine Norm ist.

YHierbei ist fo als punktweise Multiplikation von f mit einer Realisierung von f zu verstehen
und falls die dadurch entstandene Funktion wieder Realisierung eines Elementes in L2?(R™) ist, ist
fe e L*(R™)



1. Hilbertraume

Es gilt sogar |My| = sup|f|: Ist f = 0, dann
ist die Aussage klar richtig. Sei nun f nicht
die Nullfunktion. Fir € € (0,sup|f]/2) sei
ze € R derart, dass |f|(zg) > sup|f| — € ist. sup
Sei nun § > 0, so dass |f| > sup|f] — 2¢
fir alle x € (xg — d,z9 + §) ist. Wir wah- suplfl—2¢

= gk

len ¢ = g5Xag—sw0+s- Dann ist [folF. =

S;Ztg |f|?dx > (sup|f| — 2¢)?> und damit T
[My| = sup|f| — 2e. Fir € — 0 folgt die Be-

hauptung.

Definition 1.1.5. Zwei Hilbertrdume H; und Hs heiflen isomorph, falls es es einen
surjektiven Operator U: dom U = H; — Hy mit Uz, Uyyy, = {(z,yym, fur alle
x,y € Hy. Solch einen Operator U nennt man unitdr.

Beim Uberpriifen der Definition reicht es |Ux|gm, = ||z|q, fir alle 2 € H; statt
Uz, Uyyn, = {x,yym, nachzurechnen, da dies dann durch Polarisation mit

Wa,y) =z +y[? = o —y|* =iz +iy]* + i|z — iy
folgt.”
Beispiel 1.1.6.

(1) Die Abbildung L2([—m,x]) = fo, f — (F(k))kez, mit f(k) = b= {7 f(@)erda
den Fourierreihenkoeffizienten, ist ein Isomorphismus von Hilbertraumen, [4,
Folg. 2.1.4].

(ii) Seit: Z x Z — 7Z eine Bijektion (existiert, da beides abzéhlbar ist, [2, Abschnitt
3.10]). Sei
U: L*(R) — ¢ — (fm(k
®) = b, o (fulk)

mit fm(k) ist der k.te Fourierkoeffizient von f|[gmx—nr 2mx+x] multipliziert mit
112

Hfl[?m-rrf'/r,27n7r+7r] ”2
Isomorphismus von Hilbertraumen:

falls fl{2mx—n,2mr+x] # O sonst gleich Null. Dann ist U ein

e Operator mark
o |Uflle, = | fll2 folgt aus (i) und der Wahl des Vorfaktors in f,, (k).
o Surjektiv: Fiir festes m € Z ist f|mn—n 2mrir] € L*([2mm — 7, 2m7 + 7))

eindeutig durch (f,,,(k))x bestimmt. Damit haben wir iiber alle m € Z einen
Kandidaten fiir f. Noch zu zeigen f € L?(R): Es ist

©) ;
1£l2 = D5 I flmr—r2meiaile = D) [fm(k)]2 < 0.

meZ k,meZ

*Die Variante fiir reelle Vektorrdume kam in der Berechnung von [4, UA24] vor. Die komplexe
Variante sieht etwas komplizierter aus, kann man aber auch einfach direkt nachrechnen.



1.2. Riesz-Theorem
Wir werden spéter noch andere (niitzlichere) Isomorphismus von L?(R) mit /5
kennenlernen. Aber diesen hier konnten wir mit (i) recht einfach hinschreiben.

Wir werden spéter sehen, dass jeder Hilbertraum, der eine abzdhlbare unendliche Basis*
besitzt (das nennt man dann separabel), isomorph zu s ist.

1.2. Riesz-Theorem

Sei H hier und im Weiteren immer ein Hilbertraum. Dann haben wir mit dem inneren
Produkt aus der linearen Algebra die folgenden Begriffe:

Definition 1.2.1.
(i) z,y € H sind orthogonal, L y, genau dann, wenn {(z,y) = 0.

(ii) Sei M < H. Dann ist das orthogonale Komplement

M*:={ye H | (x,y) = 0VYze M}.
AuBerdem gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[yl < =y,

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind, vgl. [2, Lem. 3.9.3 —
Beweis fiir allgemeine Vektorrdume mit innerem Produkt analog], und die Parallelo-
grammidentitét [4, UA24]

lo +yl? + o = yl* = 211 + [y]*).-

Lemma 1.2.2. Fir alle © € H sind die Abbildungen y € H — {x,y) € C und
ye H w— (y,x) e C stetig.” Auch die Abbildung ye H — |ly| € R ist stetig.

Nach unserer Konvention fiir das innere Produkt ist y € H — {x,y) linear und
y € H — {y, ) antilinear.

Beweis. Da jeder normierte Raum mit d(x,y):=|z — y|| ein metrischer Raum ist, reicht
es Folgenstetigkeit zu iiberpriifen: Sei y; — y in H. Dann gilt

[z, yi) = <2, )l = [y yi =l < ) |y —y| — 0 fiir i — oo,

Die Stetigkeit der zweiten Abbildung folgt analog (oder da die komplexe Konjugation
stetig ist).

Die Stetigkeit der Norm folgt direkt aus ||y;| — [yl < |vi — v O

*Basis hier nicht im Sinne der linearen Algebra, sondern als Hilbertbasis wie bei den Fourierreihen
in [4, S. 57]
tJeweils stetig als Abbildung des normierten Raumes (H, |.|| = 1/, .)) nach C, vgl. [3, Def. 1.1.2].



Vorl. 3

1. Hilbertraume

Lemma 1.2.3. Sei M < H. Dann ist M+ ein abgeschlossener linearer Unterraum*
von H mit M n M~ € {{0}, @}. Damit ist M+ mit der Norm von H insbesondere selbst
wieder ein Hilbertraum.

Beweis. Linearer Unterraum folgt aus der Linearitdt des inneren Produkts in der
zweiten Komponente. Um zu zeigen, dass M+ abgeschlossen ist, betrachten wir eine
Folge (y;); in M+, welche gegen ein y € H konvergiert. Wegen Stetigkeit des inneren
Produkts folgt, 0 = {(z,y;) — {(x,%) fiir alle z € M und damit y € M+*.

Sei nun # € M AM+*. Dann ist ||z[? = {(z,2) = 0. Ist also 0 € M, dann ist M A M+ = {0};
sonst ist der Schnitt leer. O

Lemma 1.2.4. Sei H ein Hilbertraum. Sei M ein abgeschlossener linearer Unterraum
von H und sei x € H. Dann existiert ein eindeutiges Element z, welches den Abstand
|z — z| unter allen z € M minimiert (also am ndhesten an x ist).

Beweis. Sei y; eine Folge in M mit ||z — y;|| — d:i=infyepn [z — y||. Wir zeigen, dass
dann die y; eine Cauchyfolge bilden: Es gilt

|2 Parall.

lys = y5l1> =llyi — =+ 2 —y1> =7 20y — 2)® + 2]y — 2l® — [yi +y; — 22

1
=2[ly; — z[* + 2lly; — x[* — 4]z — i+ vi)|?
<2lly; — «[* + 2|y; — «[* — 4d?

und fiir 4, j — oo konvergiert die linke Seite gegen 0.

Da H vollstindig ist, gibt es ein z € H mit y; — z. Da M abgeschlossen ist, ist z € M.
Wegen Stetigkeit der Norm folgt |z — y;| — [z — 2, also |z — z|| = d. Dieses 2 ist
eindeutig: Angenommen es gibt noch einen Minimierer z, dann ist z; gegeben durch
z9; = y; und 29,41 = Z auch eine minimierende Folge von inf,ep |z — y|. Damit folgt
aus obigen, dass z; konvergiert. Damit miissen z und z als Grenzwerte von Teilfolgen
iibereinstimmen. O

Satz 1.2.5 (Projektionssatz). Ist M c H ein abgeschlossener linearer Unterraum,
H={x+y|xzeMyeM}.
Die Zerlegung eines Elementes von H in diese Form x + vy ist eindeutig.

Beweis. Die c-Inklusion ist klar. Sei nun z € H. Sei x € M das Element aus letztem
Lemma, welches z am néchsten ist. Es ist zu zeigen, dass z — 2 € M*: Auf Grund der
Wahl von x gilt fiir alle w € M und alle t € R

lo —2[* < o = (2 + tu)|* = |z — 2[* — 2tRe{z — 2z,u) + *|ul?

und damit
t?|ul? = 2tRe(x — z,u).

*linearer Unterraum = Untervektorraum
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1.2. Riesz-Theorem

Da t im Betrag beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt Re{z — z,u) = 0 fiir alle
u € M. Das analoge Argument fiir z — (z + tiu) liefert Im (& — z,u) = 0 fiir alle u € M
und damit x — z e M*.

Zur Eindeutigkeit sei x; + 4, = @2 + 9o mit 2; € M und y; € M*. Dann ist M 3
T, — X9 =y —y1 € M. Wegen M n M+ = {0} folgt 1 = x5 und y; = yo. O

Der letzte Satz impliziert die Isomorphie der Hilbertrdume H und M @ M~*. Wir
schreiben dafiir kurz H = M @ M+,

Definition 1.2.6. Die Menge H*:=L(H,C) heifit Dualraum von H. Die Elemente
von H* nennt man stetige lineare Funktionale®.

Satz 1.2.7 (Riesz-Theorem). Fiir alle A € H* gibt es genau ein ya € H mit Ax =
{ya,z) fiir alle x € H." Auferdem gilt |yallg = |A|. Die Abbildung A — ya ist
antilinear und bijektiv mit antilinearem Inversem

H = H*, g (y,.).
Die letzte Abbildung nennen wir den kanonisch antilinearen Isomorphismus von H nach
H*.
Fiir L?(R",R) hatten wir dies in einer reellwertigen Version in [4, Satz 1.8.9] skizziert.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von y,4 folgt, da das innere Produkt nicht
entartet ist. Falls y4 = 0 ist, folgt A = 0. Sei nun y4 # 0. Dann gilt
_ |<yA’yA>‘ T=yYA |AI| = |<yA7x>| Cauchy-Schwarz

lyale = =5 < < lyal,
lyalle 2eX\{0} || £

=lAl
woraus |yalg = | A folgt.

Die Antilinearitat von A — y4 kommt daher, dass y4 in der ersten Komponente des
inneren Produkts steht — genauer gilt:

{ya +ayp,zy = (ya,z) + alyp,x) = Az + aB(x) = (A+ aB)(x) = {Ya+aB,T)
fir alle A, Be H* und a € C.
Man rechnet direkt nach, dass die zweite Abbildung die Inverse ist. O

Folgerung 1.2.8. Sei B: H x H — C eine Sesquilinearform?. Auferdem sei B
beschrankt, d.h. 3C > 0 : |B(z,y)| < Cl|z||y|. Dann g¢ibt es einen eindeutigen
beschrankten Operator A: H — H mit

B({L‘/y) = <‘T7Ay>

*Wir werden spéter sehen, dass bei Operatoren (lineare Abbildungen) Beschrianktheit und Stetigkeit
dasselbe ist, daher der Name.

tDas « muss hier in der zweiten Komponente stehen und nicht in der ersten, da sonst A nicht
linear sein koénnte.

Hinear in der zweiten und antilinear in der ersten Komponente
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1. Hilbertraume

Beweis. Fir y € H definiert z — B(z,y) einen Operator, der beschrinkt ist, da
B beschriinkt ist. Damit ist es ein Element in B € H* zu dem es nach letztem
Satz ein Element gibt, welches wir Ay nennen, mit B(x,y) = Bz = (Ay,z), also
B(z,y) = {x, Ay). Die dadurch definierte Abbildung y — Ay ist linear, da B linear
in der zweiten Komponente ist. Eindeutigkeit folgt aus der Nichtdegeneriertheit des
inneren Produkts, da fiir ein A’ mit den gleichen Eigenschaften (x, Ay — Ay) = 0 fiir
alle z,y € H und damit Ay = Ay folgt.

Es bleibt die Beschranktheit von A zu zeigen:

|Ay|* = B(Ay,y) < Cl Ay Jy| und damit [A] < C. H

1.3. Orthonormalbasen

Definition 1.3.1. Sei H ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S < H heift orthonormal,
falls (z,y) = O und ||z|| = 1 fiir alle 2,y € S mit x # y gilt. Eine orthonormale Teilmenge
S heifit eine orthonormale (Hilbert)Basis/ ein vollstandiges Orthonormalsystem von
H, falls es keine orthonormale Teilmenge S’ € H mit S < S’ und S # S’ gibt.

Mit dem Auswahlaxiom (Zornsches Lemma) sieht man leicht, dass jeder Hilbertraum
eine solche Basis besitzt. Wir werden den Begriff aber nur fiir Hilbertrdume mit
abzdhlbarer Basis, sogenannte separable Hilbertrdume, verwenden.

Lemma 1.3.2 (Pythagoras). Sei S = {1, | 1 < k < N} eine orthonormale Teilmenge
eines Hilbertraumes H. Dann gilt fir alle x € H

2

N
l® = D Ka, @l +
k=1

N
T — Z<xa xk>xk
k=1

Beweis. Ansatz: x = Z,iv=1<x, T )Th + <$ - ZkN=1<m,xk>xk) und nachrechnen. O

Satz 1.3.3. Sei H ein separabler Hilbertraum und (ey)ken eine orthonormale Basis
von H. Dann gilt fiir alle y € H

[oe] o0
y= e, und yl* = Kk, yl*.
k=0 k=0

Beweis. Die zweite Gleichheit folgt direkt aus der ersten und der Orthonormalitét.

Nach letztem Lemma ist Y1, [, 9)[2 < [y? fiir alle N. Also ist (2,520 xn, y>|2)
N

eine monoton steigende beschrinkte Folge und konvergiert somit.

Sei nun y,:= Y, _o{xk, y)z), Dann gilt fiir n > m

2 n

= ) Kenwl

i=m-+1

Zn: (@r, Yk

i=m-+1

Hyn - ymH2 =

12



1.3. Orthonormalbasen

Also ist y,, eine Cauchyfolge in H und konvergiert gegen ein § € H.
Es bleibt y = ¢ zu zeigen. Dies folgt, da fiir alle Basiselemente gilt:

n

=gy = lim (y — > (o, ywr, we) = (Y, x0) — y, w0y = 0. O
k—00 o1

Wire nun y — ¢ # 0, dann wére {eg }gen U {ﬁ} eine grofiere orthonormale Teilmenge,
was der Definition der Orthonormalbasis widerspricht.

Lemma 1.3.4. Ist {e,}nen eine orthonormale Teilmenge eines Hilbertraumes H, so
dass es fir alle y € H eine kompleze Folge (), mit y = > ane, gibt, dann ist
{en}nen eine Orthonormal(hilbert)basis.

Beweis. UAT O

Beispiel 1.3.5. (ek::ﬁeikm)kez ist eine orthonormale Hilbertbasis von L?([—, 7]):

Orthonomalitét folgt wegen

1 (™ .
(ek, eg)Lz = ﬁf 61(zik)zdl’ = 0.

Die Fourierreihe [4, Abschnitt 2.1.2] ist die Darstellung jedes Elementes aus L?([—, 7])
beziiglich dieser e, also muss es nach letztem Lemma eine Orthonormalbasis sein.
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2. Banachraume

Allgemeiner als Hilbertraume ist der Begriff der Banachrdume, der schon in Analysis 2
und 3 eine Rolle gespielt hat:

Ein Banachraum ist ein vollstdndig normierter Vektorraum.

Operatoren zwischen Banachrdumen und die Operatornorm sind ganz analog wie auf
Hilbertrdumen definiert. Zwei Banachrdume heiflen isomorph, wenn es eine isometrische
bijektive lineare Abbildung zwischen diesen gibt.

Wir beschréanken uns hier wieder auf komplexe Vektorraume.

2.1. Beispiele

Wir sammeln hier einige wichtige Banachrdume:
Beispiel 2.1.1.
(i) LP-Réume (p € [1,0)) sind per Konstruktion Banachrdume: LP (R™) = W\\-\lp
mit [ce CO(R™)[, = (§zn \c|pdvol)% , vgl. Appendix A.
(if) L* mit der Supremumsnorm |.| ist ein Banachraum [7, S.20].

(iii) Sei D = R" offen. C°(D):={c: D — C stetig | |/c[|co < o0} zusammen mit der
Supremumsnorm |c||co:=|c|lo:=sup,egrn |c(x)] ist ein Banachraum, vgl. fiir den
Fall C°([a,b]) [3, Bsp. 3.3.3] — allgemeiner Beweis ist analog.

C°(D) ist ein abgeschlossener Unterraum von L% (D)*.

(iv) C*(D):={c: D — C k — mal stetig differenzierbar | |c|cx < o0} mit

lefer:= > sup

n
aeN" |a|<k TER

Fiir C1([a,b]) siche Beweisstrategie in [3, UA2], so geht auch der allgemeine Fall.

*Das gilt sogar fiir alle D < R™ Lebesgue-messbar.
TVgl. mit [4, Def. 2.2.7] — dort heifit C*(R™) allerdings CFR™).
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Vorl. 4

2. Banachraume

(v)

(vi)

(vii)

16

Sei X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Dann ist £(X,Y") zusammen
mit der Operatornorm (s. Beispiel 1.1.4.iv) ein Banachraum:

Sei A; eine Cauchyfolge in £(X,Y’). Dann ist nach Definition der Operatornorm
A;x fiur jedes z € X eine Cauchyfolge in Y. Setze Az:=1lim;_,, A;x — existiert da
Y vollstandig ist.

A ist der Kandidat fiir den Grenzwert der A;. Zunéchst zeigen wir, dass A €
L(X,Y) ist: Die Linearitdt von A ist klar. Wir zeigen als néchstes, dass A
beschrankt ist: Es gilt nach der Dreiecksungleichung fiir Normen

Al = [ A5 < [[Ai = A .

Also ist (||4;]); eine Cauchyfolge in R. Der Grenzwert sei a. Dann folgt |Az|y =
lim; o [Aiz|y < limye |Aillllz]x < alz|x, also ist A beschrankt.

Es bleibt |A—A;| — 0 zu zeigen: Fiir alle € > 0 gibt es ein g, so dass |4, — A;[| < €
fiir alle 7,5 > 4p. Dann ist

|Az — Ajz|y = lim |A;z — A;z|y < lim |4, — A;z]x <e|z]x
j—o0 o0

und somit A — A;|| < e.

(Folgenrdume) Die Folgenrdume
b= { ouian | Hawilci=sup on] <

co:= {(ak)keN | Jim ay, = 0}

lp=1 (ak)ren | |(ar)r]p:= (Z |a’“|p> =

k=0

mit der gliedweisen Addition und skalaren Multiplikation und der Supremumsnorm
|.lloo fiir die Rédume ¢, und ¢ und der LP-Norm (1 < p < ) |.|, fiir £, sind
Banachrdume [7, S. 8-14].

Seien (X, ||.|li), ¢ = 1,2, Banachrdume. Dann ist X; @ X5 mit

[ o) =l + 1yl

wieder ein Banachraum (bzw. wie die Hilbertraumversion).

1! Vergleich zur Hilbertraumversion aus Beispiel 1.1.2.v: Dort ist die Norm auf
H, ® Hs gegeben durch |(z,y)]| = +/|lz[l1 + |yll2 dquivalent zur obigen Norm. Der
Unterschied ist, dass die von einem inneren Produkt kommt und damit Hy & Ho
wieder zu einem Hilbertraum macht. Fiir die obige Norm auf X; @ X5 stimmt
das nicht, selbst wenn die Normen auf X; selbst von inneren Produkten kommen
(Das sieht man, in dem man nachrechnet, dass die Parallelogrammidentitét, S. 9,
nicht gilt. !!



2.2. Separabilitat

(viii) Sei X ein Banachraum und U ein linearer Unterraum von X. Dann ist U mit der
induzierten Norm genau dann vollstdndig, wenn er abgeschlossen ist:

U ist mit der Norm von X wieder ein normierter Raum. Ist U vollstandig, muss
er automatisch abgeschlossen sein. Da eine Folge in U, die in X konvergiert, eine
Cauchyfolge in U ist und damit dort schon konvergieren musste. Sei andererseits
U abgeschlossen und x; eine Cauchyfolge in U. Dann ist diese auch Cauchyfolge
in X und muss dort gegen ein x € X konvergieren. Da U aber abgeschlossen was,
muss schon z € U gelten. Also ist U vollstandig.

Die analoge Aussage gilt auch fiir Hilbertrdume — gleicher Beweis.

(ix) Sei U ein abgeschlossener linearer Unterraum von einem Banachraum X. Dann
ist X /U zusammen mit der Norm

|z + Ul:= inf |z + u|x (= dist(z,U))
uelU

wieder ein Banachraum: UA6

Ein wichtiges Kriterium zur Uberpriifung von Vollstindigkeit ist: (wird z.B. fiir (ii)
von oben benutzt)

Lemma 2.1.2. Ein normierter Vektorraum (X, ||.||) ist genau dann vollstindig, wenn
fiir jede Folge (zy)ken mit Y g |zl < oo die Reihe Y 5., xx konvergiert.

Beweis. UA5 O

2.2. Separabilitat

Definition 2.2.1. Ein metrischer Raum heifit separabel, falls es eine abzédhlbare dichte
Teilmenge gibt.

Wir miissen natiirlich am Ende noch sehen, dass dieses ’separabel’ mit dem Begriff
‘separabel’ fir Hilbertraume kompatibel ist. Zunéchst iberlegen wir uns:

Lemma 2.2.2. Fir einen normierten Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X ist separabel.
(ii) Es gibt eine abzihlbare Teilmenge U < X mit X = spanU.
Beweis. (i) = (ii) klar.
(i) = (i) Da U abzédhlbar ist, sagen wir U = {uy,ug, ...}, ist auch
n
V= {Zmi | neN,/\ieQxQ}
i=1

abzéhlbar. Da Q dicht in R und damit Q x Q € C liegt, liegt V' dicht in spanU. Also
liegt V' dicht in X. O

17



2. Banachraume

Beispiel 2.2.3.

(i)

(vi)

¢y, 1 < p < o0, ist separabel: Wahle A:={e; | ¢ € N}, wobei e; = (0,...,0,1,0,...)
mit 1 an der ¢.ten Stelle ist. Dann ist ¢, = span Ao P (a;); € £, gilt

n [o0] oe] %
[(@i)i = > aieile, = | D, aieille, = < > |ai|p> — 0.
k=0

k=n+1 k=n+1

¢p ist separabel: Beweis analog zu (i).

£ sind nicht separabel: Fiir M < N sei x s definiert durch xps(n) = 1 fir ne M
und Null sonst. Dann ist Z = {xa | M < N} < £y, iiberabzéhlbar, [2, Satz 3.10.5],
und [xa — xamlle, = 1 fir alle M # M'. Sei A < ¢y, abzdhlbar. Dann kann
nach Dreiecksungleichung fiir jedes z € A die Menge {y € l, | |z — yle, < %}
hochstens ein y € Z enthalten. Somit kann A nicht dicht liegen.

Sei (X, d) ein separabler metrischer Raum. Sei A < X abgeschlossen. Dann ist
(A, d) ebenfalls separabel:

Da X separabel ist, gibt es eine abzdhlbar dichte Teilmenge B < X. Sei € > 0.
Dann gilt UzepBe(z) = X. Zu jedem = € B und jedem n € N fiir welches
Bi(z) n A # @, wihle ein Element in dieser Menge. Alle solch erhaltenen
Elemente vereinigt bilden die Menge C. Diese ist noch immer abzihlbar, da B
und N abzihlbar sind. Dann gilt C = A: Sei 2 € A = X. Dann gibt es eine Folge
x; € B mit x; — x. Fir ng gross genug, gibt es fiir alle i = ng ein y; € C mit
d(zi,y;) < +. Dann gilt

d(yi, x) < d(z;,y;) + d(zi,2) — 0.

L*([0,1]) und somit L*(R) sind nicht separabel:

Da wir L*([0,1]) durch Nullfortsetzung als abgeschlossene Teilmenge von L*(R)
auffassen konnen, reicht es nach letztem Punkt zu zeigen, dass L ([0, 1]) nicht
separabel ist.

Wir betrachten
D: Ly — LP([0,1]), (Yn)ns0 — f»

mit f(z) = yx auf x € (%H, +] und f(0) = 0. Dann ist ® injektiv und es gilt
[2((yn)n)lloo = [(¥n)nle, . Also konnen wir £y als Unterraum von L*([0,1])
auffassen. Da ¢, nicht separabel ist, ist auch L* ([0, 1]) nicht separabel.

Andere separable Riume sind C*(R™), LP(R™) fiir 1 < p < oo.

Lemma 2.2.4. Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn er eine abzdhlbare
Orthonormalbasis besitzt.

18



2.3. Hahn-Banach

Das letzte Lemma impliziert insbesondere, dass jeder separable unendlich-dimensionale
Hilbertraum isometrisch zum Hilbertraum /¢, ist.

Beweis. Falls der Hilbertraum eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt, folgt separabel
mit Lemma 2.2.2.

Falls der Hilbertraum H separabel ist, dann gibt es nach letztem Lemma eine abzéhlbare
Teilmenge U mit H = span A. Sei A = {a1,as,...}. Dann fihrt man iterativ Gram-
Schmidt auf A aus. Dabei bleibt der Span erhalten und man hat am Ende eine
Orthonormalbasis. O

2.3. Hahn-Banach

Als néchstes werden wir den Satz von Hahn-Banach, der in seiner Form auf normierten
Réaumen X, sicherstellt, dass X* ’gentigend’ Elemente enthélt, um bei vielen Exis-
tenzresultaten hilfreich zu sein. Er wird leider nur fiir separable normierte Raume
konstruktiv sein, sonst benutzt es das Lemma von Zorn.

Wir beginnen mit einer Version noch ohne Norm:

Satz 2.3.1 (Hahn-Banach — lineare Algebraversion in reell). Sei X ein reeller Vektor-
raum und p: X — R sublinear, d.h.

p(Az) =Ap(x) VYA=>0,zeX
plz+y) <p(z) +ply) Vo,yeX

Sei V. X ein linearer Unterraum und p: V — R linear mit ¢(v) < p(v) fiir alle
v € V. Dann gibt es eine lineare Abbildung ¢: X — R mit Y|y = ¢ und ¥ < p auf
ganz X.

Fiir X separabel ist der folgende Beweis konstruktiv. Im Allgemeinen braucht man das
Auswahlaxiom.

Beweis. Sei zundchst X = V @ Rz fiir ein « ¢ V. Dann muss wegen Linearitdt und
Y|y = ¢ die gesuchte Fortsetzung die Form ¢ (v + ax) = ¢(v) + as fiir ein geeignetes
s € R haben. Die noch fehlende Bedingung ¢ < p ist dann

p(v+ ax) = p(v) + as

fiir alle v € V und « € R. Fiir a = 0 ist das unabhéngig von s wahr. Sei nun a # 0. Da
V ein linearer Unterraum und ¢ linear ist, reicht es a € {£1} zu betrachten, da dann
fir alle 5 > 0

p(v+ Bx) = Bp(B~ v+ 2) = p(v) + Bs
folgt. Wir brauchen also fiir s: p(v + z) — @(v) = s = p(v) — p(v — ) fir alle v e V.

Aus der Sublinearitdt von p und ¢ > p|y folgt fiir alle v,w e V

p(v+2) +p(w —x) = p(v +w) = (v +w) = p(v) + p(w)
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Vorl. 5

2. Banachraume

und damit

inf p(v + z) — p(v) = sup p(w) — p(w + z).
veV weV

Hieraus folgt die Existenz des gesuchten s.

Sei nun X separabel und X = V@V fiir die Wahl eines Skalarproduktes auf X. Dann
ist nach Beispiel 2.2.3.iv auch V= separabel und es gibt eine abzihlbare Teilmenge
A = {x1,29,...} die dicht in V* ist. Wir fiihren iterativ obige Konstruktion zunichst
fir X1:=V @ Rz, aus. Sei iy das kleinste ¢ mit z; ¢ X;. Dann obige Konstruktion
fir Xo:=X; ® Rz; und so weiter. Am Ende haben wir eine lineare Fortsetzung auf
1 V @span — R mit den gesuchten Eigenschaften.

Ist X nicht unbedingt separabel, konnen wir das Zornsche Lemma verwenden: Sei C' die
Menge aller (U,v: U — R) mit U < X linearer Unterraum mit V' < U und % linear,
so dass |y = ¢ und ¥ < p|y gilt. Auf C definiert

(Uy,41) < (Ug,1p2) genau dann, wenn Uy < Uy und ¥s|y, = 1

eine partielle Ordnung®. Sei C1 < C' eine total geordnete Teilmenge. Dann sieht man
direkt, dass C eine obere Schranke mit U:= Uy, y,)ec, Ui und ¢: U — R, Y|y, = s
fir alle (U;, 9;) € Cy besitzt. Auflerdem ist C nicht-leer, da (V@) € C ist. Nach Lemma
von Zorn hat also C' ein maximales Element (U, ). Wére U # X, dann kénnten wir
die Konstruktion vom Anfang auf ein € X\U und (U, 1) anwenden und dies wiirde
der Maximalitét von (U, ) widersprechen. O

Satz 2.3.2 (Hahn-Banach — lineare Algebraversion in komplex). Sei X ein komplezer
Vektorraum und p: X — R sublinear. Sei V' < X ein linearer Unterraum und ¢: V. — C
C-linear mit Re p(v) < p(v) fir alle v e V. Dann gibt es eine C-lineare Abbildung
¥: X > C mit Y|y = ¢ und Retp < p auf ganz X.

Beweis. Betrachten wir X zunéchst als reellen Vektorraum, gibt uns die reelle Version
eine R-lineare Abbildung F': X — R mit F|y = Rey und F < p. Wir setzen ¢(x) =
F(z) —iF(iz). Dann ist Rev = F, ¢|y = ¢ (da V komplexer Untervektorraum) und
man kann nachrechnen, dass ¢: X — C C-linear ist: Es ist ¢(iz) = F(iz) — iF'(iix) =
i(F(z) —iF(z)) = it)(z). Der Rest folgt mit der R-Linearitdt von F'. O

Satz 2.3.3 (Hahn-Banach fiir lineare Funktionale). Sei X ein normierter reeller oder
komplexer Vektorraum. Sei V < X ein linearer Unterraum mit der induzierten Norm.
Dann gibt es fir alle o € V* ein 1 € X* mit Y|y = ¢ und ||| x= = |llv+

Beweis. Sei X zunéchst ein reeller Vektorraum. Wir setzen p(x € X) = |o|vs* || x-
Wegen der Eigenschaften ist dann p sublinear. AuBerdem gilt |p(z)] < |¢|v+ |z]|x =
p(z) fir alle z € V. Nach Satz 2.3.1 erhalten wir eine R-lineare Abbildung ¢: X — R
mit ¢(z) < p(x) fir alle z € X. Wir haben sogar |¢(z)| < p(x) = |¢|v= ||z]x, denn
—p(z) = ¥(—x) < p(—z) = p(x). Also folgt ||t x* < |¢|ly+. Zusammen mit

o () ¢ ()] ¢ ()]

[olly+ = sup = sup < sup = ¢ xx-
seviioy [7lx zevipoy 1Zlx  sexvioy |7llx

*partielle Odnung: transitiv, reflexiv und antisymmetrisch
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2.3. Hahn-Banach

Zusammen ist demnach ||[¢| xx = |¢|ly+-

Sei nun X ein komplexer Vektorraum. Dann betrachten wir X zunéchst wieder als reellen
Vektorraum und definieren p wie oben und erhalten zunéchst eine R-lineare Fortsetzung,
aus der wir wie im Beweis des letzten Satzes wieder eine C-lineare Fortsetzung i € X*
mit |[Ret|xx = [|¢|v=. Es bleibt |[Re|x# = |[¢|x* zu zeigen: Fiir x € X existiert
ein A\(z) € C mit [A(z)] = 1 und ¥(x) = X(z)[s»(x)|. Dann ist |[¢(z)| = M(z) " 1(x) =
P(A(z)"lz) = [Rey(A(z)"1z)| und damit

¥ (2)] [Rey(A(z) ')

[¥llx* = sup = sup —— 75— < [Ret|xx.
cex\(0} |Zlx  zextpoy M) 7lz|x

Die inverse Ungleichung folgt mit |Re | < |¢]. O
Aus der letzten Folgerung ergibt sich umgehend:
Folgerung 2.3.4.

(i) Sei X ein normierter Raum und x € X, x # 0. Dann gibt es ein ¢ € X* mit
p(x) =1 und olxx = 2[5

(ii) Sei X ein normierter Raum und x € X. Dann ist x = 0 genau dann, wenn
p(x) =0 fir alle p € X*.

(iii) Sei X ein normierter Raum und x1,xs € X mit x1 # xo. Dann gibt es p € X*
mit p(x1) # e(x2).

Zu (iii) sagt man: X* trennt die Punkte von X.

Beweis. (i) Sei V' = span{z}. Sei ¢ € V* definiert durch ¢ (z) = 1. Dann ist |[¢|y+ =
|z %" Nach letztem Satz gibt es ein p € X* mit |¢|x* = |z]x.
(ii) Folgt aus (i).

(iii) Hahn-Banach angewendet auf V' = span{zi,x2} und ¢ € V* definiert durch
Y(z1) =1 und ¥(z2) = —1. O

Folgerung 2.3.5. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt

PeX*\{0} o] x

Beweis. UA O

Folgerung 2.3.6. Sei X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener linearer Unter-
raum, x € X\U. Dann gibt es ein p € X* mit |y =0 und p(z) = 1.

Beweis. UA O

Folgerung 2.3.7. Sei X ein normierter Raum und U ein linearer Unterraum. Dann
liegt U genau dann in X dicht ist, wenn aus ¢|y = 0 fir ¢ € X* schon ¢ =0 folgt.

Beweis. UA O
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Vorl. 6

2. Banachraume

2.4. Vergleich zu Hilbertraumen

Einige Begriffe, die wir bei Hilbertraumen kennengelernt haben, gelten auch noch fir
Banachrdume — Operator und beschriankter Operator. Aber dadurch, dass i.A. die
Norm nicht von einem inneren Produkt kommt, gehen manche Sachen nicht mehr:

2.4.1. Reflexivitat

Fiir Hilbertrdume H folgt aus dem Riesztheorem 1.2.7, dass H — H* — H**:=(H*)*
als Hintereinanderausfiihrung zweier antilinearer bijektiver normerhaltener Abbildungen
ein Hilbertraumisomorphismus ist.

Fiur Banachraume X hat man i.A. immer noch eine kanonische Inklusion
J: X - X*=(X*)* 2 (pe X* — p(x)).

Dies ist ein injektiver isometrischer Operator. Injektivitat folgt, da aus J(x) = 0 folgt,
() = 0 fiir alle  und damit x = 0 nach Folgerung 2.3.4.ii. Isometrisch folgt mit:

[J(@)(p € XF)| = lo(@)] < [olxx 2] x

und damit |J(z)|x#* < |z]|x. Die umgekehrte Ungleichung folgt mit Folgerung 2.3.4.i
— dort erhilt man fiir 2 € X\{0} ein ¢ € X* mit o(z) = 1 und |¢|x«|z|x = 1 und
damit

7@ e = 12Dy
ol

I.A. ist aber J nicht surjektiv.

Definition 2.4.1. Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls X** als Banachraum iso-
morph zu X ist.

Lemma 2.4.2. Ein normierter Raum mit separablem Dualraum ist selbst separabel.

Beweis. Sei X der normierte Raum und X* sei separabel. Nach Beispiel 2.2.3.iv
ist dann Sf(*(O)::{gp € X* | |pllx+ = 1} als Teilmenge wieder separabel. Damit
gibt es {1, ¢2,...,} © SX¥(0), welche in S (0) dicht liegt. Sei x; € S (0):={z €
X | |z|x =1} so gewéhlt, dass |p;(x;)| >  ist (moglich, da [¢]x* = 1). Wir zeigen,
dass A = {x1,x9,...} dicht in X ist: Dazu sei ¢ € X* mit ¢|4 = 0. Angenommen
¢ # 0. 0.B.d.A. sei dann ||| x+ = 1. Da die ¢; in S (0) dicht liegen, gibt es dann
ein ¢y, mit | — @xf x* < . Somit gilt:

< pw(wr) = lok(zr) — e(r)| < o — erl x|z x < T

N

was den Widerspruch gibt. Also muss schon ¢ = 0, damit nach Folgerung 2.3.7 span A
dicht in X und somit nach Lemma 2.2.2 X separabel sein. L]
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2.4. Vergleich zu Hilbertrdumen

Beispiel 2.4.3.

(i)

Sei 1 < p < o und % + % = 1. Die lineare Abbildung

[ee}
P gp - (gq)*v (xn)n = <(yn)n € €q g Z l'nyn)
n=0
ist ein isometrischer bijektiver Operator, also ein Banachraum isomorphismus:
Wohldefiniert folgt mit |Zf=0 xnyn| < (xn)anp ||(yn)n\|gq
Injektivitat folgt aus o((x,)n)(em) = T, fur alle m.
Surjektivitit: Sei ¢ € £¥. Setze x,:=1)(e,,). Dann ist wegen

H(Z Z|x |p_ Z Tk |-rk|p Z w |xk|p

k,x,#0 k,x,#0

, . :
—w< y b k) < 6, (Zw‘wp-%q)
Eap20 R k=0

p
=[¥llexl(z)rl, < o0

Also ist (z,)y, € €. AuBerdem ist ©((2n)n)(Yn)n = Do ¥(€n)Yn = V((Yn)n), WO
der letzte Schritt benutzt, dass e, eine Basis von ¢, ist. Also ist ¢ surjektiv.

Isometrie: Aus obigem folgt [[(zn)nle, < [©((2n)n)]g#- Die andere Ungleichung
folgt mittels Holder:

Hso((:cn)n)\ug—(yn)vieq )als < [(@n)nlle,-

Somit haben wir gesehen, dass (¢4)* als Banachraum isomorph zu ¢, ist und
damit das Bidual (¢,)** isomorph zu (¢,)* und damit zu ¢, ist. Also sind die ¢,
fir 1 <p < 0.

Der Beweis aus (i) funktioniert auch fiir p = o0 und ¢ = 1, also ist der Dualraum
von ¢y isomorph zu ¢, : Es geht alles genau so, nur bei der Surjektivitdt muss
man noch nachrechnen, dass bei ¢ € £§ und z,,:=v¢(e,) wirklich (z,)n € £o ist.
Dazu ist

[@n)nlle,, = sup[P(en)] < [ ]px suplen] = 4] px-
n n

Allerdings kann der Dualraum von £, nicht ¢, sein, da £1 separabel ist, £, nicht
und es damit Lemma 2.4.2 widersprechen wiirde.

isomorph zu f£q.

Der Dualraum von ¢ ist isomorph zu £;, UA12. Also ist (co)**
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2. Banachraume

(iii)

Der Dualraum von LP(Q < R™) fir 1 < p < o0 ist LI(Q2 < R™), Q < R™ Lebesgue-
messbar und % + % =1, UA16. Also sind diese Ridume reflexiv. Der Dualraum

von L' ist L®, aber der Dualraum von L%® ist groBer als L'. Also sind L' und
L* beide nicht reflexiv.

Abgeschlossene Unterrdume reflexiver Rdume sind wieder reflexiv:

Beweis. Sei X reflexiv und U < X abgeschlossen. Es ist zu zeigen, dass J: U —
U** surjektiv ist. Dazu sei v” € U**. Wir setzen ¢: 2’ € X* — u”(2/|yy) € C.
Wegen

lp(a’) = u"(@'|v)] < [u"oes 2ol < Ju”[ues 2] x

ist o € X** Da X reflexiv ist, gibt es ein x € X mit
2 (x) = p(z') =" (2|y) fiir alle 2’ € X*.

Es ist x € U: Ware x ¢ U, dann gebe es nach Folgerung 2.3.6 ein 2’ € X* mit
2’|y =0 und 2/(z) = 1, was der Wahl von = widerspricht.

Es bleibt v (v') = v/(z) fiir alle v’ € U* zu zeigen: Dazu sei v’ € U*. Dann gibt
es ein 2’ € X* mit 2'|y = /. Daraus folgt v’ (v) = v”’(2'|y) = 2/(x € U) =
u'(x). O

2.4.2. Annihilatoren

Ein weiterer Unterschied zu Hilbertraumen: Da i.A. die Norm nicht von einem inneren
Produkt kommt, gibt es den Begriff von orthogonal bzw. orthogonalem Komplement so
erst einmal nicht. Das fehlende orthogonale Komplement kann man aber in gewissem
Sinne ersetzen. Statt diesem sind folgende Begriffe manchmal niitzlich:

Annihilator von U < X

Ut:={z* e X* | 2*(u) =0 Vue U}

Pra-Annihilator von V < X*

Vi={ze X |v(z)=0VveV}

U+ und V| sind jeweils lineare Unterrdume von X* bzw. X.

Ut c X und V, c X* sind jeweils abgeschlossene linearer Unterrdume.

Lemma 2.4.4. Sei X ein Banachraum und V. < X ein abgeschlossener linearer
Unterraum. Dann ist

X*VE SV o+ Vo (v o))

als auch

(X/V)* = Vo (9 XV = C) = (x> oz + V)

ein wohldefinierter Isomorphismus von Banachrdumen ist.

Beweis. UA14 O
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2.5. Noch ein bisschen Topologie auf metrischen/normierten Rdumen

2.5. Noch ein bisschen Topologie auf
metrischen /normierten Raumen

Wir sammeln noch ein paar ’topologischere’ Resultate, diee wir in Zukunft ofter
brauchen werden.

2.5.1. Zu normierten Raumen

Lemma 2.5.1 (Rieszsches Lemma). Sei (X, |.||) ein normierter Raum. Sei U < X
ein abgeschlossener Unterraum mit U # X. Sei 0 € (0,1). Dann gibt es ein x € X mit
|z| =1 und | —u| = 1—206 fir alleuweU.

Beweis. Sei y € X\U. Da U abgeschlossen ist, ist d(y,U):=inf{|ly —u| | v e U} > 0.

Dann gibt es ein v € U mit |y — u| < %. Wir setzen
p=t
ly — ul
Dann ist ||z]| = 1 und fiir alle v € U gilt
1 d(y,U
e N R ) - 0
R g
€

Zum Kompaktheitsbegriff: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit (folgen-
)kompakt, falls jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt. Fiir metrische
Réume ist dies dquivalent zum Begriff iberdeckungskompakt: Eine Teilmenge A eines
metrischen Raumes heifit (iiberdeckungs-)kompakt, falls es jede offene Uberdeckung
von A eine endliche Teiliitberdeckung besitzt, d.h fiir jede Familie {U, }qer von offenen
Teilmengen in X mit A < U, U, eine endliche Teilmenge {i1,...,4;} < I mit A c
U?€=1Uik gibt, [3, ]

Lemma 2.5.2. Der Abschluss des Einheitsballs B1(0) in einem normierten Raum ist
genau dann kompakt, wenn der Raum endlichdimensional ist.

Dass der Abschluss des Einheitsballs in ¢, nicht kompakt ist, sieht man z.B. direkt,
indem man die Folge (e,), in £, betrachtet. Hier gilt |e,||,, = 1. Wiirde eine Teilfolge
von (ey), konvergieren, konvergiert auch die Teilfolge jedes Eintrages. D.h. wenn es
konvergiert, dann gegen die Nullfolge. Doch [le,, — 0l|¢, = 1, was den Widerspruch gibt.

Beweis. Ist der Vektorraum endlich dimensional, also isomorph zu R", dann folgt die
Kompaktheit des Einheitsballs mittels Bolzano-Weierstrass.

Sei nun B;(0) < V kompakt. Angenommen dim X = co. Dann erhalten wir mittels
des Rieszschen Lemma 2.5.1 iterativ eine Folge e;, ¢ € N, in X mit [e;]| = 1 und
le; —e;] = 3 fiir alle i, 7 € N mit ¢ # j wie folgt: Sei e mit |le;| = 1. Sei nun e; fiir alle
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2. Banachraume

1 < i < k mit obigen Eigenschaften gegeben. Das Rieszsche Lemma angewendet auf
span{e; | 1 < i < k} gibt egy1 mit den gesuchten Eigenschaften. Die beschréankte Folge
e; kann somit keine Cauchyteilfolge und damit keine konvergente Teilfolge besitzen.
Also kann Bj(0) nicht kompakt sein. O

2.5.2. Satz von Baire

Satz 2.5.3 (Satz von Baire). Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Jede
Vereinigung von abzdhlbar vielen abgeschlossenen Mengen ohne innere Punkte hat
keinen inneren Punkt.

Beweis. Seien Ay, k € N, abgeschlossene Mengen. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an alle Ay enthalten keine innere Punkte, aber U, A enthalte
einen offenen Ball By. Wir definieren nun induktiv fiir k& > 1: Sei rj, € (0,4) und
xp € X derart, dass By:=DB,, (x;) € Br_1\A gilt. Das ist moglich, da Bj_1\ Ay, offen
und nichtleer ist. Somit gilt nun d(xg,z,) < % Also ist zj eine Cauchyfolge. Da X

vollsténdig ist, konvergiert x), gegen ein x € X mit x € By und damit 2 ¢ Ay, fir alle k.
Mit x € By € By und der Wahl von By ergibt sich der Widerspruch. O

2.5.3. Gleichgradige Stetigkeit

Definition 2.5.4. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sei F eine Familie
von Funktionen von X nach Y. Die Familie F heif3t gleichgradig stetig, falls

Ve>0Vrze X A6 >0VfeFVa e X mit dy(x,2') <d: dy(f(z), f(2')) <e.
Die Familie F heifit gleichmdfsig gleichgradig stetig, falls
Ve>035>0VfeFVe,2' e X mitdx(z,2") <d: dy(f(z), f(z')) <e.

Satz 2.5.5 (Arzela-Ascoli). Seien X ein kompakter metrischer Raum und Y ein
Banachraum. Sei F eine Familie stetiger Abbildungen von X nach'Y (versehen mit
der Supremumsnorm | f|co = supgex | f(2)|y ). Sei F ist gleichgradig stetig fiir jedes
x € X und fir jedes x € X ist {f(x) | f € F} <Y relativ kompakt*. Dann ist F ist
relativ kompakt in F.

Beweis. Der kompakte metrische Raum X ist separabel: Es ist fiir alle n Uzex B (x)
eine offene Uberdeckung von X und hat deswegen eine endliche Teiliiberdeckung
u,’fg)B; (zin). Dann ist {z;, | n € N,;1 < i < k(n)} eine abzéhlbare dichte Teilmenge
von X.

Sei nun f,, eine Folge in F und sei D = {d;,ds, ...} eine abzahlbare dichte Teilmenge
von X. Wir zeigen als néchstes, dass es eine Teilfolge von f, gibt, die eingeschrankt
auf D punktweise gegen ein f: D — Y konvergiert. Da {f(x) | f € F} fir jedes z € X
relativ kompakt ist, hat (f,,(d1)), eine konvergente Teilfolge f,, , Grenzwert heifie f(dy).

*A ist relativ kompakt in X = der Abschluss von A in X ist kompakt
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2.5. Noch ein bisschen Topologie auf metrischen/normierten Rdumen

Diese Teilfolge nennen wir auch wieder f,,. Dann hat auch (f,, (d2))x eine konvergente
Teilfolge, Grenzwert heifle f(dz).... So erhalten wir iterativ die Funktion f: D — Y,
die punktweiser Grenzwert einer Teilfolge von (f,|p)n ist.

Diese Teilfolge nennen wir ab jetzt selbst wieder f,, und zeigen, dass dann f,,: X — Y
sogar gleichméfig auf ganz X konvergiert. Dann wére F relativ kompakt in Y und
wir wéren fertig: Dazu sei € > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein IV € N gibt, so dass
| fn(z) = fn(2)| < € fiir alle n,m = N gibt.

Zunéchst haben wir fiir jedes d € D ein N(d), so dass |f,(d) — fi(d)| < €/5 fiir alle
n,m = N(d) haben.

Aus der gleichgradigen Stetigkeit folgt: Fiir jedes x € X gibt es ein §(z) > 0, so dass
|fn(z) — fu(y)| < €/5 fiir alle n und alle y € Bs(,)(v) gilt. Wegen Kompaktheit von
X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung von X = Uyex Bs(z)(z) — diese sei durch die
Bélle um {z1,...,23} gegeben. Da D dicht in X liegt, gibt es fiir alle i mit 1 <i < M
ein dk(z) eDn B(g(zi)(l‘i).

Sei nun 2 € X. Dann gibt es ein 4 mit = € Bj(,,)(z;). Wir setzen N:=max{N(d;) | 1 <
i < M} und erhalten fiir alle m,n > N:

|fn(@) = fin (@) <[fn(@) = fal@i)| + [fali) = faldr@)| + [faldr@y) = fm(di@)l
+ [ frn(di(s)) = fm (@) + [frn(2i) = fin(2)] < € O

Als Spezialfall erhalten wir:

Satz 2.5.6 (Satz von Ascoli). Sei f, eine Folge gleichmdfig beschrinkter, gleichgradig
stetiger Funktionen auf [0,1]. Dann gibt es eine Teilfolge, die gleichmdfig auf [0,1]
konvergiert.

Beweis. Wir setzen F = {f, | n € N} < C°([0,1]). Da f, gleichméBig beschriinkt
ist, ist {f(z) | f € F} < C fir jedes x € [0, 1] beschriankt und damit als Teilmenge
von C relativ kompakt (Heine-Borel, [2, Satz 4.1.31]). Zusammen mit der gleichgra-
digen Stetigkeit konnen wir Arzela-Ascoli anwenden und erhélten, dass (f,, ), eine in
C°([0,1]) konvergente Teilfolge besitzt. Konvergenz in C°([0,1]) ist genau gleichmiflige
Konvergenz von Funktionenfolgen. O
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3. Beschriankte Operatoren

Ab sofort (wenn nicht anders dazu gesagt) sind X,Y immer Banachrdume.

3.1. Beschrankheit und Stetigkeit

Die Beschrianktheit eines Operators zwischen Banachrdumen ist dquivalent zu seiner
Stetigkeit. Dies gilt allgemein fiir lineare Abbildungen zwischen normierten Rdumen:

Lemma 3.1.1 (Stetigkeit = Beschrinktheit). Seien (X, ||.|x) und (Y, |.|y) normier-
te Riume und sei A: domA = X — Y linear. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) A ist beschrankt, also | Al < oo.
(i) A ist stetig.
(iii) A ist stetig in 0 € X.

Beweis. Aus (ii) folgt klarerweise (iii). Gelte nun (i). Dann folgt die Stetigkeit, also (ii),
mit [Az — Aylly = [A(z —y)ly < [A] ]z —yl|x (Das zeigt, dass A sogar Lipschitz ist).

Sei nun A in 0 stetig. Dann gibt es zu e = 1 ein § > 0, so dass |[Az — A0 = Az|y < 1
fiir alle € X mit |z|x < 6 ist. Damit folgt fir alle € X mit |z||x =1

1
|Az]y = 5[A(z)]y <

| =

und damit |A| < O

1
5
Auch bei Sequilinearformen auf normierten Raumen entspricht Beschrénktheit Stetigkeit.
Der Beweis ist sehr dhnlich.

Beispiel 3.1.2.

(i) Ein Operator A: X — Y mit dim X < o0 ist automatisch beschrénkt:

Es ist X = C™. Sei e; eine Basis von X. Da X endlich dimensional ist, gibt es ein
C > 0 mit Cmaxi<i<y || < | X1, aiei] x, nach UA4. Dann folgt

B | X5y ciAeiy iy |l Aei]ly
IA] = sup _~—n T S sup ==
o= areiex\(0) | 2ic1 @ilillx o=y areexifoy Cmaxigicn |oy|

n
< — max 4 . o0
~C i_—l,af..,n H elHY <%
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3. Beschrankte Operatoren

(i)

(iii)

(v)

Ein Integraloperator ist ein Operator der Form

K:p— (x — N k;(x,y)ga(y)dvoly> .

Die Funktion k£ auf R™ x R™ nennt man Integralkern. Ist ¢ komplexwertig, wird
k auch komplexwertig sein. Allgemeiner kénnte z.B. ¢ Werte in C™ annehmen,
dann wiirde k in komplexe m x m-Matrizen abbilden.

Sei hier nun ¢ € L?(R") und k € L*(R™ x R™). Dann ist dank der Hélder-
Ungleichung das Integral wohldefiniert, K: L?(R) — L?*(R), und der Operator K
ist beschrénkt:

1Kl = U
R’I’L

<[ &[ L2 mn xmr)

23 1
< U Iy > k@) Bae| Il

f k(x,y)p(y)dvol,
RTL

<P||27

wo wir im vorletzten Schritt Holder auf das innere Integral und im letzten Schritt
Fubini [4, Satz 1.7.1 und Satz 1.8.5] verwendet haben. Also ist | K| < ||k]| 12 &n xrn)-

Betrachten wir periodische Funktionen mit Periode 1 als Funktionen auf S*. Also
sei C*(S') die Menge der 1-periodischen C*-Funktionen auf R zusammen mit der
Norm |c|cr(s1y:=]clfo,17]cx- Das ist auch ein Banachraum. Wir betrachten

0p: CF(SY) — CkL(8sh).
Dieser Operator ist beschrankt.

Betrachten wir diesen Ableitungsoperator allerdings z.B. als Operator von L?(S*)
nach L2(S!) mit Definitionsbereich C*(S1). Dann ist der Operator unbeschrinkt,
vgl. auch UA3.

Seien X1, X,Y1,Y; Banachrdume und A;; € £(X;,Y;). Dann ist

An A21>
A= X100 Xs, Y @Y
<A12 A 1@ Xo 1D Y,
auch beschrankt.

Sei A € L(X,Y). Dann ist ker A ¢ X abgeschlossen und damit X /ker A auch
wieder ein Banachraum. Dann ist « + ker A — Ax ebenfalls beschrankt, UA11.ii.

Als wir Operatoren A: X — Y definiert haben, haben wir gesagt, dass der Definitions-
raum i.A. nur ein linearer Unterraum von X sein wird. Fiir beschrankte Operatoren
haben wir aber dom A = X gefordert. Das néchste Lemma sagt, dass bei dichtem
Definitionsbereich Beschranktheit als Operator auf dem Definitionsbereich automatisch
zu Beschrankheit auf X fihrt (nach stetiger Fortsetzung):
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Lemma 3.1.3. Sei D ¢ X ein dichter linearer Unterraum und A € L(D,Y). Dann
gibt es genau dann eine stetige Fortsetzung A € L(X,Y). Auflerdem gilt |A| = || A]|.

Beweis. Sei x € X. Dann gibt es eine Folge x,, € D mit x,, — x in X. Insbesondere
ist damit x, eine Cauchyfolge in X. Aus der Beschrénktheit von A folgt, dass dann
Az, eine Cauchyfolge in Y ist und somit konvergiert. Wir setzen Ax = lim,, .o, Azx,.

Wohldefiniertheit: Sei y, eine weitere Folge in D mit x,, — x. Dann konvergiert
Ty — Yn — 0 und damit Az, — Ay, — 0.

Fortsetzung von A: Fir z € D wahle z,, = x.
Eindeutigkeit: Fiir jede stetige Fortsetzung muss Az = limy, o Az, fir z, — = gelten.

Normgleichheit: |A| < ||A| folgt da D < X und Alp = A ist. Die andere Un-
gleichung folgt, da aus obiger Konstruktion von A folgt: |Azx| = lim,—q |Az,| <
| Alimy, o 2] = | A] |- 0

Die Hintereinanderausfithrung (sofern definiert) beschrénkter Operatoren ist wieder
beschréankt:

Lemma 3.1.4. Sei A € L(X,Y) und B € L(Y,Z). Dann ist BA € L(X,Z) mit
|BA| < [B[Al

Beweis.
Ax
|BA|| = sup |BAzx|z = sup |Az|y BT
e x =1 o] x =1, Az#£0 |Az|y || ;
< sup ||Az|y sup |Byllz = |A][B]. O
[zllx=1 [yly=1

Oft wird es wichtig sein Informationen tiber das Bild eines Operators zu erhalten. Der
néchste Satz gibt ein Kriterium fiir Surjektivitdt. Danach sehen wir erste Kriterien,
wann das Bild zumindest abgeschlossen ist:

Satz 3.1.5 (Satz der offenen Abbildung). Fin beschrinkter Operator zwischen zwei
Banachraumen ist genau dann surjektiv, wenn er offen ist, d.h. er bildet offene Mengen
auf offene Mengen ab.

Beweis. Sei A€ L(X,Y). Ist A offen, dann muss insbesondere das Bild von A in Y
offen sein. Da das Bild aber immer ein linearer Unterraum von Y ist, muss es dann
schon automatisch Y sein. Also ist A surjektiv.

Sei nun A surjektiv. Wegen Linearitét reicht es die Aussage fiir offene Teilmengen um
0 € X zu zeigen: A(B,(x)) = A(z) + A(B,(0)). Wir miissen also zeigen, dass A(B,(0))
eine Umgebung von 0 € Y ist. Da A linear ist, reicht es wegen Skalierung diese Aussage
fiir ein r > 0 zu zeigen.

Wir zeigen als erstes, dass es ein 6 > 0 mit Bs(0) < A(B1(0)) gibt: Da A surjektiv

ist, gilt Y = U, A(Br(0)) = UL, A(B(0)). Nach dem Satz 2.5.3 von Baire muss
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3. Beschrankte Operatoren

mindestens ein A(Bj(0)) einen inneren Punkt enthalten. Also gibt es ein ke N, € > 0
und ein yg € Y mit Be(yg) < A(Bg(0)).

Sei nun z € B.(0). Dann gibt es eine Folge z; € B(0) mit A(x;) — yo + z € Be(yo)
und eine Folge w; € By(0) mit A(w;) — yo. Dann ist “*4 € B;(0) und somit

ri—wi\ _ 1 A V) > 2 i
A( 5% ) Qk(A(xj) A(wj)) o% fir j — oo.

Daraus folgt B < (0) = A(B1(0)). Die Behauptung ist also fiir 6 = 57 erfiillt.

Da A linear ist, liefert Skalierung: B%(O) < A(B(0)). Damit gibt es fiir jedes
2 2

2 mit |z — Az| < 2[%. Wir verwenden dies induktiv und starten

mit z = y € B;(0) und erhalten ein o € B;(0) mit ||y — Azo| < 2. Im £ + 1.ten Schritt

verwenden wir z = y—Zsz Azxje BQ% (0) und erhalten ein @¢41 mit [|zp11 | < 57+ mit
|2z — Zfié Azj| < 55=. Also ist 2 = Z;O:O Azgund 3, [ze] < 2. Da X vollsténdig
ist, folgt aus Lemma 2.1.2, dass Z;O:O x¢ konvergiert. Der Grenzwert sei . Dann ist

x € B3(0) € B3(0) und y = Az. Also ist Bs(0) < AB3(0) O

z € B%(O) ein |z| <
o7

Lemma 3.1.6. Sei Ae L(X,Y).

(i) A hat genau dann abgeschlossenes Bild, wenn es ein ¢ > 0 mit

|Azy > ¢ inf o +ofx.

(i) Hat A endlich dimensionalen Kokern coker A:=Y /Bild A, dann ist BildA c Y
abgeschlossen.
Beweis. (i) UA11

(ii) Seien y1, ..., yn € Y derart, dass y; + Bild A eine Basis von coker A ist. Wir definieren
den Operator

A X@C" > Y, (2, = (A, M) = Az + > N

i=1

Esist A e L(X®C™,Y). Nach Konstruktion ist A surjektiv (und hat damit insbesondere
abgeschlossenes Bild) und es gilt ker A = ker A x {0}. Nach (i) gibt es somit ein ¢ > 0
mit

[ Az, My = ¢ inf (Jz+v|x + [Aler)
veker A
fiir alle z € X und A € C". Fiir A = 0 ergibt sich
Se i
[dzly > ¢ inf |o+o]x
und damit nach (i), dass Bild A abgeschlossen ist. O
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3.2. Inverse

Ein beschréankter Operator heifit invertierbar, wenn er bijektiv ist.

Satz 3.2.1 (Satz der beschrénkten Inversen). Die Inverse eines beschrinkten bijektiven
Operator A zwischen zwei Banachrdumen ist ein beschrinkter Operator mit |[A™1| >
jA|~t.

Beweis. Dass A™! selbst wieder linear ist, folgt direkt aus A(A~Y(z) + MA~1(y)) =
x + Ay fiur alle z,y € X und A e C.

Da A beschrankt und surjektiv ist, bildet A nach Satz 3.1.5 der offenen Abbildung offene
Teilmengen auf offene Teilmengen ab. Also ist A~! stetig und damit nach Lemma 3.1.1
beschrankt.

Mit Id = A- A~! und Lemma 3.1.4 folgt |A|~! < [|[A7Y. O
I.A. gilt nicht Gleichheit in der Normungleichung: Z.B. A = diag(1,2). Hier ist |A| = 2
und |47 = 1.

Aus obigen Satz folgt, dass fiir einen invertierbaren Operator A € L(X,Y) folgt, dass
es ein ¢ > 0 (das groftmogliche wire |A~1|~1) mit

|Az] > c|a| Ve X

gibt. In folgenden Sinne gilt auch die Umkehrung:

Lemma 3.2.2. Sei Ae L(X,Y) derart, dass | Az| = c||z| fir ein ¢ > 0 und allex € X
gilt. Dann ist Bild A abgeschlossen und A als Operator von X nach Bild A invertierbar
mit A7 < e L

Beweis. Aus |Ax| = ¢|z| folgt direkt, dass A injektiv ist. Nach Lemmea 3.1.6 hat A
abgeschlossenes Bild. Also ist A: X — Bild A bijektive Abbildung zwischen Banachrau-
men und damit invertierbar. O

Folgerung 3.2.3. Invertierbarkeit ist auf L(X,Y) eine offene Eigenschaft, d.h.: Sei
A e L(X,Y) invertierbar. Dann gibt es ein € > 0, so dass alle B € L(X,Y) mit
| B — A| < € invertierbar sind.

Beweis. Da A invertierbar ist, gibt es ein ¢ > 0 mit | Ax| > ¢||z| fir alle z € X. Sei
e € (0,¢). Dann gilt fir alle B: £(X,Y) mit |[B — A| <e:

|Bz| = [Az| = [(B = A)x| = clz| — [ B = Al |z = (¢ = €)]].

Nach letztem Lemma ist somit B: X — Bild B invertierbar.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir € klein genug schon Bild B = Y gilt: Nach Lemma 3.1.6.ii
und obiger Abschitzung ist Bild B < Y abgeschlossen. Angenommen Bild B # Y. Dann
wére Y'\Bild B offen und nichtleer. Dann gibt es ¢ > 0 und z € Y mit Bs(z) < Y\Bild B.
Sei x € X mit Az = z. Dann ist |Bz — z|| = [(B — A)z| < €||z||. Fir € < ¢ ist dies ein
Widerspruch zu Bs(z) < Y\Bild B. O
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Sei nun A™:=Ao Ao...o A mit n Faktoren fiir n > 0 und A° = Id.

Satz 3.2.4. Sei A€ L(X). Konvergiert >, A™ in L(X), dann ist Id— A invertierbar
mit Inversem

ee]
(Id— A)~ Z Am,
Falls zusdtzlich |Al| < 1 ist, gilt |(Id — A)~Y| < (1 — |A)~?!
Hier wird Z:;o A™ Neumann-Reihe genannt.
Beweis. Mittels einer Teleskopsumme sehen wir

(Id — A) 3 3 "(Id — A) =Id — A™*L,
Z Z

Da > A" konvergiert, muss |A"| — 0 fiir n — o0 sein. Damit folgt

[o0]
— i _ pAm+1 n __ AP
Id = lim (Id—A™*) = (Id — A) lim_ Z A" = (Id — A) g

m—00

und analog Id = Y7 A"(Id — A). Somit ist (Id — A)~1 =Y A",
Ist ||A] < 1, dann ist

[oe]
[(1d — A)7Y < ZHA"H < ZlAH”= (1—JAn-t. D

3.3. Der Adjungierte eines beschrankten Operators

Wie es in der linearen Algebra den Begriff der dualen Abbildung gibt, gibt es in diesem
Sinne auch die duale Abbildung zu einem (beschrénkten) Operator — das heifit dann
Adjungierte:

Definition 3.3.1. Sei A € L(X,Y). Der Operator A’': Y* — X* definiert durch
(A'y)(z):=y(Ax) fir alle x € X und y € Y* heifit der zu A adjungierte Operator.

Sind H; und Hy Hilbertraume und A € L(Hy, Hs). Dann ist der (im Hilbertraumsinne)
adjungierte Operator A*: Hy — H; definiert durch:

<Axay>H2 =<$7A*y>H1 vaHlay6H2-

Diese Definition gilt so erst einmal wirklich nur fiir beschrénkte Operatoren. Allgemein
ist diese Definition komplizierter, kommt spéter.

Man tiberpriift direkt die Linearitdt von A’ bzw. A* — es ist also wirklich ein Operator.
AuBerdem ist A’ selbst wieder beschrinkt mit |A’| = |A[, UA21,

Die Abbildung A € L(X,Y) — A" € L(Y*,X*) ist linear, die Abbildung A €
L(Hy,Hy) — A* € L(H2, Hy) hingegen antilinear.
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Beispiel 3.3.2. Sei f € L*(R™) und M;: LP(R") — LP(R"), ¢ — fp, 1 < p < 0.
Wegen || foll, < | fllollelp ist der Multiplikationsoperator My beschrénkt. Dann ist

(My)'(a” € (LP)*)(p € LP) = a(f¢p).
Identifizieren wir ¢ € LY — (a: ¢ — §g,, ppdvol) € (LP)* fiir % + % =1, wie in UA16,
dann ist (M)’ (¢ € L) = fo.

Im Fall p = 2 kénnen wir auch die Adjungierte im Hilbertraumsinne berechnen: Fiir
¢, e LA(R")

(Myets = | Tovavol = [ p(Fo)vol = (o o)
also ist (My)'(v) = fi, vgl. auch Lemma 3.3.8.

Zweimal Adjungieren gibt im Prinzip den Operator A wieder zuriick — modulo dessen,
dass die Banachraume nicht reflexiv sein miussen:

Lemma 3.3.3. Sei A € L(X,Y). Seien Jx: X — X** und Jy:Y — Y** die
kanonischen Inklusionen aus Abschnitt 2.4.1. Dann gilt A” o Jx = Jy o A.

Beweis. A" o Jx(z)(¢p € Y*) = Jx(2)(A'Y) = (A'¢)(x) = Y(Az) = Jy (Ax)(v). O
Lemma 3.3.4. Sei A€ L(X,Y) und B e L(Y,Z). Dann ist (BA)' = A’B’

Beweis. Fir 2/ € Z* und z € X gilt ((BA)'2')(z) = 2/(B(A(x))) = (B'2)(Az) =
(A'B'Z")(z). |
Kommen wir nun wieder zur Frage, wann der Operator abgeschlossenes Bild hat. Dazu
zunéchst:

Lemma 3.3.5. Sei Ae L(X,Y). Dann gilt Bild A = (ker A")| und Bild A’ = (ker A)*.

Beweis. Sei y € Bild A. Falls y € Bild A war, gibt es ein z € X mit y = Az. Dann ist
' (y) = 2/ (Az) = (A'2")(z) = 0 fiir alle 2’ € ker A’ und damit y € (ker A") ;.

Sei nun y € Bild A. Dann gibt es eine Folge y; € Bild A mit y; — y. Aus obigen
Uberlegungen folgt y; € (ker A’) | . Fiir 2’ € ker A’ ist somit 2/(y;) = 0 — x(y). Also ist
y € (ker A’) ;. Somit ist Bild A < (ker A’) .

Sei nun y ¢ Bild A. Dann gibt es nach Hahn-Banach ein ¢ € Y* mit ¢(y) = 1 und
¢lgaga = 0. Doch dann ist (A'p)(z) = ¢(Az) = 0 fiir alle z € X und somit ¢ € ker A".
Doch dann muss y ¢ (ker A’) ) sein, was Bild A < (ker A’); impliziert.

Bild A’ = (ker A)* wird ganz analog gezeigt. O

Lemma 3.3.6. Sei A € L(X,Y). Dann ist A genau dann invertierbar, wenn A’
invertierbar ist.
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3. Beschrankte Operatoren

Beweis. Sei A invertierbar. Dann gilt AA~! = Id und damit nach Lemma 3.3.4
(A~1YA" = 1d" = Id. Analog folgt aus A~'A = Id dann A’(A7!)’ = Id. Also ist
A’ invertierbar mit Inverser (A1)’

Sei A’ invertierbar. Da A’ injektiv ist, muss Bild A = Y sein. Wegen*der Surjektiiitéit
von A’ ist A’ nach Satz 3.1.5 offen. Also gibt es ein ¢ > 0 mit BX" (0) « A’BY"(0).
Dann gilt

UA 13(i)
|Az]y = sup  [p(Az)[ = sup [(A'p)(z)]
lolys=1 oy %=1
BX* (0)ca’'BY ™ (0) /
> sup |2 (2)] = cf|z].
x'e BX*(0)

Nach Lemma 3.2.2 ist dann Bild A abgeschlossen und A injektiv. Also ist Bild A =Y
und A insgesamt bijektiv. O

Satz 3.3.7 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Sei A € £L(X,Y). Dann BildA c Y
genau dann abgeschlossen, wenn Bild A’ ¢ X* abgeschlossen ist.

Beweis. Sei zuniichst Bild A abgeschlossen. Wir werden zeigen, dass (ker A)* < Bild A’
ist, woraus mit Lemma 3.3.5 folgt, dass Bild A’ abgeschlossen ist. Dazu sei a €
(ker A)t = X*. Wir definieren ¢: Bild A — C, y > a(z) fiir ein # € X mit Az = y. Dies
ist eine wohldefinierte Abbildung, da mindestens ein = existieren muss, da y € Bild A
ist und da aus Ax; = Axg =y, r1 — 22 € ker A und damit a(zq — x2) = 0 folgt.

@ ist beschrankt: Es ist |o(y)| = |a(z)]| < |af x*|z|x und damit
< i .
W] < ladlses inf o +o]x
Da Bild A abgeschlossen ist, folgt mit Lemma 3.1.6, dass es ein C' > 0 mit

lo()| < Cllafxx|Az = y[y

und damit ¢ beschrankt ist.

Sei nun ¢ € Y* eine Fortsetzung von ¢ (existiert nach Hahn-Banach). Dann gilt fiir
alle x e X

a(z) = p(Az) = ¢(Ax) = (A'Y)(x)
und somit « € Bild 4.
Sei nun Bild A’ abgeschlossen und Z:=Bild A ¢ Y (Z also ein Banachraum). Sei
C: X - Z, Cx:=Ax.
Esist Bild (C": Z* — X*) = Bild (A": Y* — X*): Dies folgt mit (A'y’)(x) = v/(4x) =

Yy (Cx) = y'|z(Cx) = C'(y'|zz) und Hahn-Banach (wonach jedes Element in Z* als
ein y'|z mit y’ € Y* darstellbar ist).
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Damit ist Bild ¢ < X* abgeschlossen. Nach Konstruktion hat C' dichtes Bild, also
ist nach (i) (ker C'); = Z. Dann ist nach Folgerung 2.3.4.ii ker C' = {0} und damit
ist C': Z* — Bild ¢’ injektiv und somit invertierbar. Nach letztem Lemma ist dann
aber auch C invertierbar. Insbesondere ist damit Bild C' = Bild C' und somit Bild A
abgeschlossen. O

Zur Hilbertraumadjungierten Seien H,, Hy, H Hilbertraume.

Lemma 3.3.8. Sei A € L(Hy,Hs). Seien ®;: H; — H} die kanonisch antilinearen
isometrischen Isomorphismen aus Satz 1.2.7. Dann gilt:

(i) A* = @7 A'Dy und | A*| = [ A'] = [ A]
(i) (A*)* = A
(iii) |A*A| = |AA*]| = | A]*

Beweis. (i) Fir x € Hy und z € H; haben wir

A(®a(2))(2) DA By () (A2) P2 (a, A2y PEAT (A%, ) DL @, (A%2) (2).

Die Normgleichheit von A’ und A* folgt, da die ®; Isometrien sind und ||A’| = | 4]
gilt.

(ii) Folgt aus (Az,y) = {(x, A*y) = {(A*)*z,y) fir alle z € H; und y € Ho.

(iv) Es ist |Az|? = (x, A*Az) < |z| ||A* Az| und damit

m. 3

Lem. 3.1.4 (4)
|47 < A*A] < |AT[IA] = A2

Also ist |A*A| = |A|?. Die Gleichheit mit |AA*| folgt, indem man A durch A*
ersetzt. 0

Definition 3.3.9. Sei A € L(Hy, Hs)

(i) A heifit unitdr, falls A invertierbar mit A=! = A* ist.

(ii) Sei H; = Hs. Dann heifit A selbstadjungiert, falls A = A* ist.
(iii) Sei Hy; = Hs. Dann heifit A normal, falls AA* = A* A ist.

Das unitéir hier ist das gleiche wie in Definition 1.1.5, vgl. UA24. Dort heifit ein lineares
U: Hy — Hy unitdr, wenn U surjektiv mit Uz, Uyyy, = {x,yyn, fir alle x,y € H;
ist.

Unitédre Operatoren mit H; = Hy und selbstadjungierte Operatoren sind normal.
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3.4. Kompakte Operatoren

Definition 3.4.1. Ein Operator K € £(X,Y) heifit kompakt, falls die Folge (Kz;)ien
fiir jede beschrankte Folge (x;);en eine konvergente Teilfolge besitzt. Die Menge der
kompakten Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit K(X,Y).

Beispiel 3.4.2.

(i)

(i)

(iii)
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Sei A: dom A = X — Y ein Operator mit dim X < co. Dann ist A kompakt:

Nach Beispiel 3.1.2.i ist A beschrankt und damit nach Lemma 3.1.1 stetig. Sei
x; eine beschrankte Folge in X. O.B.d.A. sei |z;|x = 1. Dann gibt es nach
Lemma 2.5.2 eine konvergente Teilfolge x;, . Wegen der Stetigkeit von A konvergiert
dann auch Az;,. Also ist A kompakt.

Sei A€ L(X,Y) mit dimBild A < co. Dann ist A kompakt:

Wegen dim Bild A < o, ist Bild A ein endlich dimensionaler normierter Vektor-
raum. Sei x; eine beschrankte Folge in X. Da A beschrankt ist, ist Azx; eine
beschrinkte Folge. Wegen Bolzano-Weierstrass und da auf endlich dimensionalen
Vektorraumen alle Normen dquivalent sind, folgt, dass Ax; eine konvergente
Teilfolge besitzt. Also ist A kompakt.

Solche Operatoren heiflen Operatoren endlichen Ranges.

Die Identitdat Id: X — X auf einem Banachraum X ist genau dann kompakt,
wenn X endlich dimensional ist:

Die Identitét ist immer beschrénkt. Ist X endlich dimensional, folgt Kompaktheit
aus (i). Sei nun Id kompakt. Ware X nicht endlich dimensional, dann ist nach
Lemma 2.5.2 B1(0) nicht kompakt. Also gibt es eine beschriankte Teilfolge in X,
die keine konvergente Teilfolge hat, was den Widerspruch zur Kompaktheit der
Identitat gibt.

Sei Q — R™ eine kompakte Lebesgue-messbare Menge. Dann sind Integraloperato-
ren auf C°(Q) mit stetigem Kern k € C° (52) sind kompakt:

Sei (Ko)(x):= {5 k( y)dvol,. Dann ist K: C°(Q) — C°(Q) beschrinkt. Sei
; eine durch C>0 beschrankte Folge in C°(Q). Da k stetig auf der kompakten
Menge o’ ist, ist k gleichméfBig stetig. Damit gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so
dass |k(x,y) — k(2',y)| < € fir alle z,2’,y € Q mit |z — 2| < § gilt. Damit folgt

[(K@i)(z) — (Kg:)(2")] < evol (Q) i co < Ce

Also ist {K¢p;} gleichméBig gleichgradig stetig. Nach dem Satz 2.5.5 von Arzela-
Ascoli ist {Kp;}ien in C°(Q2) kompakt und damit besitzt K¢; eine in C°(Q)
konvergente Teilfolge.
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(v) Die Inklusion C*([0,1]) < C°(]0,1]) ist kompakt: Beschriinkt und linear ist klar.
Nach dem Satz 2.5.6 von Ascoli folgt dann die Kompaktheit:

Sei f; € C1([0,1]) beschriinkt. Gleichgradige Stetigkeit folgt mit

|fi(z) = fi(@")| < sup [fi(2)|lz —2'| < Clo —2'].

z€[0,1]

Eine Inklusion zwischen Banachraumen, die beschriankt ist, nennt man stetige
FEinbettung. Ist sie sogar kompakt, nennt man sie kompakte Einbettung.

Lemma 3.4.3. Der Operator K € L(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn fir alle
beschrankten Teilmengen B < X die Menge K(B) 'Y kompakt ist.

Beweis. Sei K kompakt. Sei B ¢ X beschréankt und y; eine Folge in K(B). Dann
gibt es fiir jedes i € N ein z; € B mit |y; — K(z;)| < 1. Da z; beschréinkt und K
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge x;,, so dass Kx;, konvergiert. Dann muss auch y; in

Y konvergiert und der Grenzwert in K (B) sein, da diese Menge abgschlossen ist. Also
ist K (B) kompakt.

Sei andererseits K (B) fir jedes beschrinkte B ¢ X kompakt. Sei z; eine beschrinkte
Folge in X. Setze B = {x; | ¢ € N}. Dann besitzt Kz; als beschrinkte Folge im
kompakten K (B) eine konvergente Teilfolge. Also ist K kompakt. O

Lemma 3.4.4. K(X,Y) ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von L(X,Y) und
damit insbesondere selbst ein Banachraum.

Sei Ae L(X,Y) und Be L(Y,Z). Ist A oder B kompakt, dann ist auch BA kompakt.”

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass K(X,Y) ein linearer Unterraum ist. Dazu seien
S, T € K(X,Y) und « € C. Sei x; eine beschriankte Folge in X. Dann gibt es eine
Teilfolge x;,, so dass Sz;; konvergiert. Da diese Teilfolge selbst wieder beschrénkt sein
muss, gibt es davon eine Teilfolge Ty, 5 SO dass Txijk und somit auch (.S + T)xijk
konvergiert. Also ist aS + T auch wieder kompakt.

Um die Abgeschlossenheit der kompakten Operatoren in £(X,Y") zu zeigen, sei S; €
K(X,Y)und Se £L(X,Y) mit S; — S. Sei (zx)ken eine beschrénkte Folge in X. Wir
konstruieren ein Diagonalfolgenargument: Da S; kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
TR von Ty, so dass Sz, konvergiert. Da (zy 1) beschrankt und Sy kompakt ist,
gibt es eine Teilfolge x1 2 von zy 1, so dass Sexy 2 konvergiert. Iterativ erhalten wir
so beschrankte Teilfolgen x ¢ mit Syxy ¢ konvergiert. Sei nun z; = . Dann ist z;
per Konstruktion eine Teilfolge von zy, fiir die (S, zx)x fir alle n konvergiert. Wir
zeigen nun, dass Sz eine Cauchyfolge ist und somit konvergiert: Sei € > 0, n € N mit
[Sn — S|| < € und g € N mit ||Spzr — Snze| < € fiir alle k, £ > ig. Dann ist

1Sz = Szel <I(S = Sn)zell + [1Sn (2 — 2e) [ + (S — Sn) 2
<20[S — Sy + €< (2C + 1)e

*K(X, X) bildet damit insbesondere ein Ideal in £(X, X).
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3. Beschrankte Operatoren

und somit konvergiert Szy.

Fir die verbleibende Aussage sei xj eine beschrankte Folge in X. Sei zunéchst A
kompakt. Dann gibt es eine Teilfolge xy;, so dass Awy, konvergiert. Da B beschrankt
und damit stetig ist, konvergiert BAwy,. Also ist BA kompakt.

Ist hingegen B kompakt, dann folgt aus A beschriankt, dass Axy beschriankt ist und
somit BAxy eine konvergente Teilfolge besitzt. O

Da Operatoren endlichen Ranges kompakt sind und nach letztem Satz K£(X,Y) voll-
standig ist, folgt direkt:

Folgerung 3.4.5. Ist A€ L(X,Y) Grenzwert einer Folge Operatoren A, € L(X,Y)
endlichen Ranges, dann ist A kompakt.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht, nicht jeder kompakter Operator ist Grenzwert von
Operatoren endlichen Ranges. Aber sie gilt z.B. fiir kompakte Operatoren auf Hilber-
traumen.

Satz 3.4.6. Jeder kompakte Operator zwischen Hilbertraumen ist Grenzwert einer
Folge von Operatoren endlichen Ranges.

Beweis. Sei A € K(Hy, Hy). Dann ist K:=AB;(0) € Hs nach Lemma 3.4.3 kompakt.
Sei € > 0. Dann gibt es eine endliche Menge F, = {z; | i = 1,...,N} mit K c
UN | B.(z;) € Hay. Somit gibt es fiir jedes x € BI*(0) ein f, € F mit |Az — f,| <e.

AuBlerdem ist G, = span F ein endlichdimensionaler und damit abgeschlossener linearer
Unterraum von Hs. Nach Satz 1.2.5 ist dann Hy = G, @ Gel als Hilbertrdume. Sei
P.: H — G. die zugehorige Projektion. Dann ist P.A ein beschriankter Operator
endlichen Ranges mit | P.|| = 1. Somit ist |P. Az — f,| = |PeAx — P f.| < €. Zusammen
ist dann || P. Az — Az| < 2€ fiir alle z € B*(0) und damit |P.A — A|| < 2e. Fiir € = 1
erhalten wir mit P1 A damit eine Folge von Operatoren endlichen Ranges, die gegen A
konvergieren. ! O

Lemma 3.4.7. Sei A € L(X,Y). Dann ist A genau dann kompakt, wenn A’ €
L(Y* X*) kompakt ist.

Sind X,Y zusdtzlich Hilbertraume, dann gilt auch A* € K(Y, X).

Beweis. Sei A kompakt. Dann ist K:=AB;* (0) kompakt. Sei ¢; eine beschrinkte Folge
in Y*. Wir wollen zeigen, dass dann A’y; eine konvergente Teilfolge besitzt. Dazu
wollen wir Arzela-Ascoli (Satz 2.5.5) anwenden:

Wir betrachten die Folge 1;:=¢;|x in C°(K,C). Diese ist beschréinkt, da ¢; beschrinkt
war und wegen

[i(y) — i(y)] < suplleily=ly — villy
K2

gleichgradig stetig. Damit gibt es nach Arzela-Ascoli eine in C°(K,C) konvergente
Teilfolge 1;,. Damit gilt nun

40



3.5. Fredholmoperatoren

|Api; = Alpi|xx = sup [(A'ps; — Alpi)(2)] = sup (¢ — @i, ) (Az)]
xeBX (0) z€ B (0)
Da jedoch AB{¥(0) dicht in K liegt, ist die rechte Seite gleich sup,c g (i, — ¢4, ) (y)] =
[0i; = i, [[co. Also ist A’p;; eine Cauchyfolge in X* und damit konvergent.

Sei nun A’ kompakt. Dann ist nach obigen A” kompakt und somit nach Lemma 3.4.4
und 3.3.3auch Jy oA = A"Jx: X — Y**,

Sei nun x; eine beschrankte Folge in X. Dann besitzt Jy Ax; eine in Y** konvergente
Teilfolge Jy Az;;. Da Jy isometrisch ist, ist Az;; dann eine Cauchyfolge in ¥ und
damit auch konvergent.

Der Zusatz fiir Hilbertrdume folgt direkt mit Lemma 3.4.4 und 3.3.8(i). O

3.5. Fredholmoperatoren

Aus der linearen Algebra kennen wir den Rangsatz fiir lineare Abbildungen f: V — W
zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen: dim ker f +dim Bild f = dim V. D.h. die
linke Seite hingt gar nicht vom genauen f sondern nur von der Dimension des Definiti-
onsbereiches ab. Fiir lineare Abbildungen auf unendlich dimensionalen Vektorrdumen
ist das keine interessante Aussage mehr (da auf beiden Seiten trivialerweise unendlich
steht). Mit Hilfe des Kokerns coker f = W/Bild f lasst sich der Rangsatz umschreiben,
als dim ker f — dim coker f = dim V' — dim W. D.h. die interessante von f unabhéngige
GroBe (sondern nur von dim V' und dim W abhéngige Grofie ist dim ker f — dim coker f.
Das ist fiir bestimmte Operatoren, sogenannte Fredholmoperatoren, auch weg von
endlichdimensionalen Vektorrdumen eine interessante Grofie.

Definition 3.5.1. Ein beschriankter Operator A: X — Y ist ein Fredholmoperator,
falls die Dimension des Kerns von A und die des Kokerns von A cokerA:=Y /Bild A
endlich sind. Die Menge der Fredholmoperatoren von X nach Y bezeichenen wir mit
Fred(X,Y).

Der Fredholmindex von A ist dann definiert als

ind A = dimker A — dim coker A € Z

Nach Lemma 3.1.6.ii ist fiir einen Fredholmoperator das Bild immer abgeschlossen.
Damit folgt nach Lemma 3.3.5 Bild A = (ker A’); .

Beispiel 3.5.2.
(i) Ist A€ L(X,Y) bijektiv, dann ist ind A = 0.

(ii) Jede lineare Abbildung A: V' — W zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen
ist Fredholm mit

ind A = dim ker A — dim coker A

Bild abgeschl. 4, ker A + dim Bild A — dim W = dim V' — dim W,
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3. Beschrankte Operatoren

(iii) Fiir A € R sei Ay:=0, — 2mix: CY(St = [0,1]/ ~) — C9(SY). Hier ist A\ be-
schrankt mit

eQﬂi)\a:(C \NeZ
ker Ay = { {0}  sonst

Bild Ay ={f e C°(S") | Jue C'(S*) : ' — 27idu = f}
={feC’S") | JceC: 627Ti/\$f f(s)e 2R3 ds 4 ce?™AT ¢ C1(Sh)}
0

1
:{f e CO(Sl) | Jee C: e2miA f(S)BiQﬂ)\SdS 4+ ce?mN = C}
0

_[{feCO(SY) | §y f(s)eds =0} AeZ
Co(sh) sonst
Also ist coker Ay = {0} fiir A ¢ Z und coker Ay = 1+ Bild Ay fiir A € Z, wobei

1 die Funktion mit konstantem Wert 1 darstellt. Die Darstellung des letzten
Kokerns folgt, da y — S(l) y(s)e=?™A3ds . 1 € Bild A, fiir jedes y € CO(S!) ist.

D.h. A, ist Fredholm, fiir A € Z haben wir dimker Ay = dim coker Ay = 1 und
fir \ ¢ Z ist dimker Ay = dim coker Ay = 0. Damit ist ind Ay = 0 fir alle A.

(iv) Der Rechtsshift R: £, — £p, (z1,22,...) — (0,21, 22, ...) ist Fredholm (&hnlich
fiir Linksshift):

Hier ist ker R = {0} und coker R = Ce; und damit ind R = —1 (Index des
Linksshifts ist 1).

(v) Sei A ein Fredholmoperator zwischen Hilbertrdumen. Dann ist Bild A = (ker A*)*
und damit ind A = dimker A — dimker A* "=~ _ind A*,

Wie sieht ein Fredholmoperator aus? Fiir jeden endlich dimensionalen (und damit
abgeschlossenen) linearer Unterraum U eines Vektorraums V' existiert ein abgeschlosse-
ner linearer Unterraum W < V mit V. = U@ W (Das W ist nicht eindeutig. Hat/wéhlt
man ein inneres Produkt auf V, kann man z.B. W = U~ bzgl. dieses Produktes wihlen.)
Da ein Fredholmoperator A: X — Y per Definition einen endlich dimensionalen Kern
K:=ker A ¢ X und Kokern besitzt, gibt es abgeschlossene lineare Unterrdume U < X
und C' c Y mit (B:=Bild A ¢ Y ist da abgeschlossen selbst wieder ein Banachraum.)

X=U®K und Y=BoC.

Dabei ist dim K < o0 und dimC = dimY /B < oo.

Der Operator Ag:=A|y: U — Bild A = B ist nun bijektiv zwischen Banachrdumen
und besitzt somit nach Satz 3.2.1 eine Inverse Ay’ € £(B,U). Damit kénnen wir A
bzgl. der direkten Summen schreiben als

A= (%0 8):U@K—>B(—BC.
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3.5. Fredholmoperatoren

Satz 3.5.3. Die Menge Fred(X,Y) ist in L(X,Y) offen und die Abbildung
ind: Fred(X,Y) —» Z

ist lokal konstant.

Beweis. Sei fir A € L(X,Y) Fredholm und sei dafir X = U® K und Y = B®C
wie oben gewéihlt. Nun konnen wir jeden Operator T € £(X,Y") bzgl. dieser Splittings
schreiben und erhalten Operatoren T;;, ¢, j € {1,2}, durch

Ty, Tia
T = UK - BgC.
<T21 T22> ® ®

Diese Tj;; sind selbst wieder beschrénkt: Wir rechnen dies hier nur fiir 77; nach.

|Tyul s <|Thuls + |Toaule = | (Tiu, Tizu

)=

Die Abbildung T € L(X,Y) — Ti1 € L(U,B) ist stetig. Da Invertierbarkeit von
beschriankten Operatoren eine offene Eigenschaft ist, Folgerung 3.2.3, ist

) 5ec

= [T u] 5-
BaC

U:={T e L(X,Y) | Ti1: U — B ist invertierbar} c L(X,Y)

eine offene Umgebung von A.

Wir werden zeigen, dass jedes T € U Fredholm ist und ind7T = ind A (und dabei
dimker T' < dim ker A und dim coker T' < dim coker A) gilt. Damit wére insbesondere
ind dann lokal konstant. Dazu definieren wir zu einem 7" e U

Id 0

~To Tyt 1d

o —1
P (151 TllldT”) UK > UK und U= (

Beide sind invertierbar mit

o (ld T'Tie 1 ( 1d 0
® _(o Id wnd =gyt 1a)

und damit gilt insbesondere ® € £(X, X) und ¥ € L(Y,Y"). Damit definieren wir

~ T11 0
T:=9To = _ .
( 0 TT::TQQ - T21T111T12)

Esist T" € L(K,C). DaT": K — C eine lineare Abbildung zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen ist, gilt nach Beispiel 3.5.2 ind 7" = dim K — dim C' = ind A.

Da T11 nach Wahl von T invertierbar ist und ¢, ¥ Banachraumisomorphismen sind,
gilt 3
kerT = ®(kerT) = &({0} B kerT")
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3. Beschrankte Operatoren
und damit dimker7T = dimker7” < dim K = dimker A. Analog folgt BildT =
U(BildT) = ¥(B@® BildT") und damit

coker T = (B@®C)/(B@OBildT") = C/BildT" = coker T".

Hieraus folgt dim coker T = dim coker 7' = dim coker 7" < dim C' = dim coker A. Also
insbesondere ind T = ind 7" = ind A. O

Aus letztem Satz folgt direkt:

Folgerung 3.5.4. Seis € [0,1] — A, € Fred(X,Y) stetig. Dann ist ind A, unabhingig
von §.

Wie zeigt man, dass ein Operator Fredholm ist? ... also ohne direkt die Definition

zu iiberpriifen. Dazu hilft manchmal ein Hilfsbegriff:

Definition 3.5.5. Ein beschrankter Operator A: X — Y ist semi-Fredholm, falls die
Dimension des Kerns von A endlich ist und Bild A abgeschlossen ist.

Jeder Fredholm-Operator ist semi-Fredholm, da nach Lemma 3.1.6.ii der endlich
dimensionale Kokern die Abgeschlossenheit des Bildes impliziert. Insbesondere gilt:

Lemma 3.5.6. Sei Ae L(X,Y). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) A und A" sind beide semi-Fredholm.
(i) A ist Fredholm.
(iii) A’ ist Fredholm.
Fualls A Fredholm ist, gilt
dimker A = dim coker A’  und dim coker A’ = dim ker A
und somit ind A = —ind A’.

Beweis. Aus (i) folgt (ii) und (iii): Seien zunédcht A und A’ beide semi-Fredholm. Dann
ist mit Lemma 2.4.4 und Lemma 3.3.5

(ker A)* = X*/(ker A)* = X*/Bild A’ = coker A’
und
(coker A)* = (Y /Bild A)* = (Bild A)* = ker A’

Also ist der Kokern von A und A* auch endlichdimensional und A und A’ sind beide
Fredholm.

Aus (ii) folgt (i): Sei nun A Fredholm. Dann kénnen wir, da Bild A abgeschlossen ist,
noch mit der zweiten abgesetzten Formel von oben folgern, dass ker A’ auch endlich
dimensional ist. Aulerdem ist nach Satz 3.3.7 auch Bild A" abgeschlossen und somit A’
semi-Fredholm.
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Aus (iii) folgt (i): Sei nun A’ Fredholm. Dann kénnen wir da Bild A" abgeschlossen ist,

mit der ersten abgesetzten Formel von oben folgern, dass ker A endlich dimensional ist.

Der Rest folgt wie im letzten Abschnitt.

Die Aussage zu den Indizes und den Dimensionen der Kerne und Kokerne folgt direkt
aus den abgesetzten Formeln. O

Weiterhin haben wir folgende Charakterisierung fiir semi-Fredholm:

Lemma 3.5.7. Ein Operator A € L(X,Y) ist genau dann semi-Fredholm, wenn es
einen Banachraum Z, ein K € K(X,Z) und ein ¢ > 0 mit

|z x < c(lAz]y + | Kz|z) (3.1)
gibt.

Beweis. Sei A semi-Fredholm. Da Z:=ker A endlichdimensional ist, ist er insbesondere
abgeschlossen. Damit gibt es einen abgeschlossenen linearen Unterraum U < X mit
X = Z@®U. Dieses Splitting definiert mit der Projektion auf den ersten Summanden
einen stetigen Operator K: X — Z. Da Z endlich dimensional ist, ist dieses K
automatisch kompakt, vgl. Beispiel 3.4.2.ii. Wir betrachten die lineare Abbildung

B: X—Y®Z v~ (Az,Kx).

Diese ist beschrinkt und injektiv, da B((z,u) € Z@®U) = (Au, 2) ist und A|y injektiv
ist. Da A semi-Fredholm ist, ist Bild A und damit BildB = BildA® Z c Y ® Z
abgeschlossen. Mit Lemma 3.1.6.i und B injektiv gibt es also ein ¢ > 0 mit

| B = (Az, Kz)| = [Az]| + | Kz| = ¢]«]

fur alle x € X.

Sei nun Z ein Banachraum, K € K(X,Z) und ¢ > 0 mit |z|x < ¢(|Az|y + |Kx|z)-
Um zu zeigen, dass ker A endlichdimensional ist, reicht es nach Lemma 2.5.2 zu zeigen,
dass der abgeschlossene Einheitsball in ker A kompakt ist. Dazu sei x; eine Folge in
ker A mit |z;| < 1. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass Kx;
in Z konvergiert, da K kompakt ist. Damit folgt aus obiger Ungleichung

|zi — zj|x < c|Kzi — Kzj 2,

dass x; selbst eine Cauchyfolge in X ist und damit konvergiert.

Es bleibt noch zu zeigen, dass das Bild von A abgeschlossen ist: Es ist Bild A = Bild A|y
mit U analog wie oben gewahlt (also insbesondere wieder abgeschlossen). Es reicht also
zu zeigen, dass B:=A|y: U — Y abgeschlossenes Bild hat. Sei nun z; eine Folge in U
mit Az; - yeY.

Wir iiberlegen uns erst einmal per Widerspruchsbeweis, dass x; beschrankt ist: Wéare

|zi|x — oo. Dann wére zit=T,~ eine beschréinkte Folge mit Az; — 0. Da K kompakt

ist, muss Kz;; fiir eine Teilfolge 2;; von 2; konvergieren. Dann folgt aus Anwenden von
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|z)x < c(|Az|y + |Kz|z) auf 2 = 2;; — 2, dass z;, — 2;, eine Cauchyfolge in X und
damit konvergent, Grenzwert sei z, sein muss. Doch dann ist Az = lim; ., Az;; =0
und damit z € ker A. Wegen ||z| = 1 und der Wahl von U gibt dies den Widerspruch.

Also ist z; beschriankt und damit besitzt Kz; eine konvergente Teilfolge. Einsetzen
von x; — x; in (3.1) zeigt nun, dass z; selbst eine Cauchyfolge ist und damit gegen ein
x € X konvergiert. Wegen Stetigkeit ist dann Az = y und Bild A abgeschlossen. O

Der Index eines Fredholmoperators ist konstant unter kompakten Perturbationen, d.h.:

Satz 3.5.8. Sei A € Fred(X,Y) und K € K(X,Y). Dann ist A+ K Fredholm mit
ind A = ind (A + K).

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Ist A semi-Fredholm, dann auch A + K fir K kompakt:
Da A semi-Fredholm ist, gibt es nach letztem Lemma ein ¢ > 0, einen Banachraum Z
und einen kompakten Operator K € K(X, Z) mit ||z|x < ¢(|Az|y + |Kz|z). Damit
folgt nach Dreiecksungleichung

lz|x < c(|(A+ K)zly + |Kzly + [|Kz|z) = c(|(A+ K)z|y + |[(Kz, Kz)|yez)-

Daz — (Kz,Kz) € Y @ Z als direkte Summe zweier kompakter Operatoren wieder
kompakt ist, folgt aus letztem Lemma, dass A + K semi-Fredholm ist.

Da A Fredholm ist, ist nach Lemma 3.5.6 auch A’ Fredholm. Nach Lemma 3.4.7
ist K’ auch kompakt. Nach letztem Abschnitt sind dann sowohl A + K als auch
A"+ K' = (A + K)' semi-Fredholm und somit A + K nach Lemma 3.5.6 Fredholm.

Ist K kompakt, dann auch tK fiir alle ¢t € R. Dann ist A + tK eine stetige Einpa-
rameterfamilie von Fredholmoperatoren und hat damit nach Satz 3.5.3 konstanten
Index. O

Satz 3.5.9 (Fredholm Alternative). Sei A: X — X ein kompakter Operator. Sei
A € C\{0}. Dann tritt genau einer der beiden folgenden Fille ein

(i) Die Gleichung Ax = Az hat nur die triviale Losung x = 0.

In diesem Fall hat (A — Mld)x = y fir jedes y € X genau eine Lisung.

(ii) Die Gleichung Ax = Az hat n:=dimker (A — Md) € (0,00) linear unabhingige
Losungen.

In diesem Fall hat auch die adjungierte Gleichung A'x’ = Ax’ genau n linear
unabhdngige Losungen und die inhomogene Gleichung (A — Ald)x = y ist genau
dann lésbar, wenn y € (ker (A’ — AId)) . ist.

Beweis. Da Id ein Fredholmoperator mit Index 0 ist und A kompakt ist, ist A — AId
Fredholm mit Index 0, s. Satz 3.5.8, und hat damit insbesondere endlichdimensionalen
Kern und Kokern. (i) entspricht dem Fall, wenn beide Dimensionen gleich Null ist.
Falls nicht, ist n € (0,00) und wir sind im zweiten Fall.

46



3.5. Fredholmoperatoren

Es bleibt fiir (ii) die Aussagen zur adjungierten Gleichung zu zeigen: Wegen Lemma 3.3.5
ist Bild (A — A) = (ker (A’ — AId)),. Aus Lemma 3.5.6 und ind (A — A) = 0 folgt
dimker (A — A) = dim ker (A — A’) und somit die Behauptung. O

Beispiel 3.5.10. Die ganze Theorie, die zur Fredholmalternative fithrt, kommt aus
dem Studium von Integralgleichungen, vor allem zum Studium von klassischen Rand-
wertproblemen, wie z.B.:

Sei 2 = R3 offen, beschrinkt mit d€2 eine glatte Untermannigfaltigkeit. Wir wollen
sehen, dass

3. 02%u
A=) 52 —0 auf
i=1 ?
ulog =f € CO(09) auf 09

immer eine Losung besitzt (Skizze).
Dazu sei n, der dufere Einheitsnormalenvektor zu 0Q in y € 0€2. Wir setzen
Kry) = o0

21|z — y|3

Das ist fiir alle x # y, x,y € R3, definiert. Man kann nachrechnen A, k(z,y) = 0 fiir
alle x # y — hierbei bedeutet der Index x an A, dass wir k(z,y) als Funktion in « (und
y als Parameter) betrachten und A einer Funktion in = berechnen.

Wir machen den Ansatz
u(z) :f k(z,y)p(y)dvolag

fiir ein stetiges ¢ € C°(0Q). Fiir ¢ 0Q ist das Integral wohldefiniert und es ist
Au(z) = 0 (nach Differentiation von Parameterintegralen, [4, Satz 1.6.3]).

Sei nun z € 0Q. Dann kann man zeigen, dass §,q, k(z, y)p(y)dvolaq auch existiert und
stetig in x ist (beruht darauf, dass ¢ stetig, 09 glatt ist, k(z,y) sich fir z — y, wie
c‘x—iyl verhélt und SBI(O)CRQ Ldvolg: konvergiert.)

Weiterhin kann man fiir eine Folge (zx)x in  mit xp — z zeigen, dass

u(z) — —p(z) + LQ (2, y)p(y)dvolag.

(Hat man eine Folge z;, € R3\Q die gegen z € dQ konvergiert, gilt

uw) = ple) + | b@)e()volon.)
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Wollen wir also den Dirichlet-Randwert u

oq = f realisieren, suchen wir ein ¢ mit

f(2) = —pla) + L k() (p)dvolon.

Wir definieren A: C°(0Q2) — C°(0Q) durch
(4e)(w) = [ kr.u)oto)dvolon
Dann ist A ein kompakter Operator, vgl. UA.

Damit gibt es nach der Fredholm-Alternative entweder eine nichtverschwindende Losung
von Ap = ¢ oder (A —Id)p = f hat eine eindeutige Losung fiir jedes f € C°(0Q).

Es bleibt zu zeigen, dass der erste Fall nicht eintreten kann: Angenommen es gibt eine
Losung ¢ von Ap = . Dann 16st das zugehorige u das Dirichletproblem fiir f = 0.
Nach dem Maximumsprinzip* folgt dann aber v = 0 auf (2. Mittels partieller Integration
kann man sehen, dass auch u = 0 auf R3\Q gilt. Mit obigem Grenzwert zu Punkten
x € 052 sowohl von aufien als auch innen folgt somit —p(x) = p(z), also ¢ = 0.

Satz 3.5.11 (Fredholm ~ ’fast invertierbar’). Sei A € L(X,Y). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) A ist Fredholm

(i) Es existiert ein B € L(Y, X) und Operatoren endlichen Ranges S1 € L(X,X) und
Sy e L(Y,Y) mit BA =1dx + S, und AB = 1dy + Ss.

(iii) Es existiert ein B € L(Y, X) und kompakte Operatoren Sy € L(X,X) und Ss €
C(K Y) mit BA=1dx + 51 und AB = Idy + Ss.

Insbesondere ist B in (i) und (iii) dann jeweils selbst Fredholm.
Beweis. UA31 O

Satz 3.5.12. Seien A € L(X,Y) und B € L(Y,Z) Fredholm. Dann ist auch BA
Fredholm mit
ind BA = ind B + ind A.

Beweis. Sei A = diag(Ag,0): U @ kerA — BildA® C und B = diag(By,0): U’ @
ker B — Bild B@® C’ die Zerlegung wie auf Seite 42, also Ag und By sind bijektiv.

Es ist
ker BA = Ay (ker B n Bild A) @ ker A

und
Bild BA = Bild B|gijiq 4 = Bild By|giia Anv-

* /" PDE-Vorlesung — https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_principle
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Damit ist insbesondere
dim coker BA = dim C’ + dim Bild By|c~yr = dim C" + dim(C n U").
Dann ist

ind BA =dimker BA — dim coker BA
=dimker A + dim(ker B n Bild A) — dim coker BA
=ind A + dim C' + dim(ker B n C) — dim coker BA
=ind A + ind B + dim C + dim ¢’ — dim(ker B n C') — dim coker BA
=ind A + ind B + dim C + dim(U’" n C) — dim(ker B n C')
=ind A + ind B. O
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4. Schwache Konvergenz

In einem Banachraum gibt es neben der Konvergenz bzgl der Norm noch andere
Konvergenzbegriffe, die hilfreich sein werden. Dazu gehort insbesondere die schwache
Konvergenz:

Definition 4.0.1. Eine Folge (2} )ren in einem Banachraum X konvergiert schwach
gegen ein z € X (Notation: x;, — x* fiir k — o0), falls fiir alle £ € X*

l(zy) — l(x) fir k — oo.

In Abgrenzung nennt man die Konvergenz x;, — x bzgl. der Norm der X auch starke
Konvergenz oder Konvergenz in Norm.

Im Falle von Hilbertrdumen entspricht x, — x nach dem Satz 1.2.7 von Riesz der
Forderung (y, gy — (y,x) fiir alle y € H.

Lemma 4.0.2.
(i) Der schwache Limes ist, wenn er existiert, eindeutig bestimmdt.

(i) Falls xi, — x stark in X konvergiert, dann konvergiert xj auch schwach in X
gegen .

(iii) Falls x3, > x schwach in X konvergiert, dann gilt

] < lim inf Jae].
k—0o0

Beweis. (i) Sei x;, = = und z; — y mit  # y. Da X* Punkte trennt, vgl. Folge-
rung 2.3.6, gibt es ein £ € X* mit ¢(x) # £(y). Das ist ein Widerspruch dazu, dass nach
Definition der schwachen Konvergenz £(x) sowohl gegen £(x) als auch £(y) konvergieren
muss.

(ii) Fir alle £ € X* gilt
[0(z) — L(aw)| = [6(x — xx)| < [£][]x — zx| — 0.
(iii) Sei zp > 2. Dann gilt [¢(zy)| < |[€]|xx] fiir alle £ € X*. Damit haben wir

[0(z)| = liminf [£(x)] < [[€] lim inf |24
k—o0 k—o0

und somit ) _
|z YA sup |6(z)| < liminf |z O
lel=1 h=o0

*w fiir weak convergence/schwache Konvergenz

o1
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4. Schwache Konvergenz

Beispiel 4.0.3.

(i) Sei (e;)ien eine Orthonormalbasis eines separablen Hilbertraumes H. Dann ist
e; - 0: Sei Yy = Zfzo a;e; € H. Dann muss insbesondere «; eine Nullfolge sein.
Damit gilt {e;,y) = a; — 0 fir i — oo.

Diese Konvergenz ist nicht stark, da |e;|| = 1 ist, aber der starke Limes auch 0
sein miisste.

(ii) sin(nz) 5 0 fiir n — oo in LP([0, 27]) fiir p € [1,0):
Es ist

2m
J | sin(nz)|Pdx

0

Wir identifizieren (LP)* mit LY fur % +1 =1 (dh ¢ =1 fir p=c0). Damit

q
miissen wir zeigen: S(Q)W sin(nx) f(z)dx — 0 fir alle f € L1([0,27]). Es reicht dies

[
fir f e C*([0,27]) zu zeigen, da C*([0,27]) dicht in LI([0,27]) und damit fiir
fi € C2([0,27]) — f in L folgt |53 sin(ne) (f(z) — fi)da| < |sinnz),|f -
frlp — 0.

Sei also nun f € CL([0,27]). Dann folgt mit partieller Integration

1 .
= < 5| flqllsin(n)l, — 0.

J " gin(na) £ (x)de

0

f 7 sinna) f(2)d

0

Also konvergiert sin(nz) schwach gegen Null.

Ahnlich kann man nachrechnen, dass sin(nz) = 3 fiir n — oo in LP([0, 27]),
p € [1,0), gilt.

Am letzten Beispiel sieht man schon, dass das Produkt (in Banachrdumen, in den man
Produkt bilden kann, z.B. L?) zweier schwach konvergenter Folgen nicht schwach gegen
das Produkt der Grenzwerte konvergieren muss (im Gegensatz zu stark konvergenten
Folgen). Aber es gilt eine abgeschwichte Form, siche Lemma 4.0.8.

Satz 4.0.4. Sei X reflexiv. Dann besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach konver-
gente Teilfolge.

Beweis. Sei (z1);, eine beschrankte Folge in X. Sei Y:=span{z1, =2, ...} zusammen mit
der Norm von X. Dann ist Y ein separabler Banachraum und nach Beispiel 2.4.3.iv
selbst wieder reflexiv. Damit folgt mit Lemma 2.4.2, dass auch Y* separabel ist. Sei
Y* = span{y}, 5, ...}. Mit einem Diagonalfolgenargument wie im Beweis von Arzela-
Ascoli Satz 2.5.5 erhalten wir eine Teilfolge y; von x;, so dass y.(yx) fiir & — oo fiir
alle ¢ konvergiert. Da y; dicht in Y* liegt, konvergiert damit y(y;) fir & — oo fiir alle
yeYH*,
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Um daraus zu folgern, dass y; in Y schwach konvergiert, muss der Grenzwert gefunden
werden: Dazu sei £: y' € Y* — limp_o0 ¢/ (yx). Es ist £ € Y**. Da Y reflexiv ist, gibt es
ein y € Y mit £(y’) = ¢/ (y) fir alle y' € Y*. Also ist ¢/(y) = limg_ o ¥’ (yx) und somit
konvergiert 1, schwach in Y* nach y/'.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Konvergenz auch schwach in X* ist: Sei ' € X*. Dann
ist #'ly € Y* und es gilt o' (yx) = 2’|y (yi) — 2% (y) = 2/ (y). O

Wir werden noch sehen, dass jede schwach konvergente Folge beschréankt sein muss.
Dazu brauchen wir noch:

Satz 4.0.5 (Prinzip der gleichméfligen Beschriankheit/Satz von Banach-Steinhaus).
Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, I eine Indexmenge und A; € L(X,Y)
fiir alle i € 1. Sei sup,¢; |Aix| < oo fir alle x € X. Dann ist schon sup,.; | 4;| < oo.

Beweis. Zum Beweis werden wir den Satz 2.5.3 von Baire verwenden: Sei E,:={z €
X | sup,es |Aix|| < n}. Dann ist nach Voraussetzung X = UpenFE,. Da die A; be-
schréankt und damit stetig sind, ist

By = nier| TN ([0,n]) = X\ Vier [Ti()[ 7 (R\[0, n])

abgeschlossen. Nach dem Satz von Baire muss min ein F,, einen inneren Punkt besitzen.
Sagen wir z ist ein innerer Punkt von FE,, fiir ein m € N. Es gibt also ein € > 0 mit
B(x) € Ep,.

Wir haben FE,, = —FE, und E, ist konvex, dank Dreiecksungleichung. Damit ist
B.(—z) c E,, und somit B.(0) c E,,. Ist also |z| < ¢, dann ist |A;z]| < m und somit
sup;er A < 7 < o0 O

Folgerung 4.0.6. Sei X ein normierter Raum und M < X. Dann ist M genau dann
beschrinkt, wenn x' (M) fir alle @’ € X* beschrankt ist.

Beweis. Ist M beschrankt, dann folgt die Beschranktheit von z'(M), da alle 2’ € X*
beschrankt sind. Sei nun z'(M) fiir alle 2’ € X* beschrankt, also sup,¢, |2/'(z)] < 0.
Es ist o' (z) = J(z)(2'), s. Abschnitt 2.4.1. Wenden wir letzten Satz nun auf I = M,
A, = Jx(z) € X** = L(X* C) an, erhalten wir

Jx isometr.

sup ||z sup ||Jx (z)] < oo.
xeM xeM

(Dabei haben wir verwendet, dass X* = L£(X,C) ein Banachraum ist, vgl. Bei-
spiel 2.1.1.v.). O
Folgerung 4.0.7. Jede schwach konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Konvergiert xj; schwach zu z. Dann ist fir jedes 2’ € X* die Folge x'(xy)
konvergent und damit insbesondere beschrénkt. Die Beschrénkheit von (xy )y folgt dann
mit der letzten Folgerung. O

53



4. Schwache Konvergenz

Lemma 4.0.8. Sei X ein Banachraum, in dem man eine Algebrastruktur hat (z.B.
L?). Sei x,, — x und y, -y in X. Dann gilt Ty, > xy.

Beweis. Sei ¢ € X*. Dann definiert ¢,(z):=f(zz) auch ein Element ¢, € X*. Nach
letzter Folgerung ist ¥, beschrinkt. Damit haben wir

[(@nyn — zy)| <|(z(yn — )| + [€((zn — 2)yn)]
<lle(yn = y)l + [llynllzn — =] — 0. O

Schauen wir uns noch eine weitere Folgerung von Banach-Steinhaus an:

Folgerung 4.0.9. Sei X ein Banachraum und sei Y ein normierter Raum. Sei (Ag)x
eine Folge in L(X,Y). Fir alle x € X existierte der Grenzwert Ax:=limy_,o Agz.
Dann ist Ae L(X,Y).

Wenn man an allgemeine Funktionenfolgen denkt, ist die letzte Folgerung vielleicht
etwas verwundernd, da dort aus punktweiser Konvergenz i.A. nicht die gleichmé&fige
Konvergenz folgt.

Beweis. Linearitat folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Fiir die Beschrénkheit: Nach Voraussetzung ist supy, |Arz| < oo fir alle z € X. Nach
dem Satz von Banach-Steinhaus folgt C:=supy, | Ax|| < co. Damit ist

|Az| = lim [|Agz| < C|z|. O
k—o0

Mit schwacher Konvergenz erhalten wir noch eine andere Charakterisierung kompakter
Operatoren auf einem reflexiven Hilbertraum:

Lemma 4.0.10. Sei X reflexiv. Dann ist K € L(X,Y) genau dann kompakt, wenn
fiir jede in X schwach konvergente Folge xy die Bildfolge Kxy, stark in'Y konvergiert.

Beweis. Sei nun X reflexiv und K kompakt. Sei x; — x schwach konvergent in X.
Dann ist diese Folge wegen Folgerung 4.0.7 beschrankt und damit besitzt Kxj eine
konvergente Teilfolge Kx;, — y. Wir wollen nun zeigen, dass nicht nur eine Teilfolge
sondern ganz Kxj; konvergiert. Angenommen, dies wére falsch, dann gibt es fiir jedes
€ > 0 eine Teilfolge z;, von x mit |Kxz;, —y| > €. Anderseits ist K kompakt und damit
muss es eine Teilfolge x;, von xj, geben, so dass Kxj, — z. Esist |y — z| > e. Damit
gibt es nach Hahn-Banach ein ¢ € Y* mit £(y) # £(z). Wir betrachten ¢ = K'¢ € X*.
Dann gilt o(x;,) = ((Kz;,) — £(y) und ¢(z;,, ) = {(Kzj, ) — {(z). Die ist ein
Widerspruch zu schwachen Konvergenz und damit ¢(zr) — ¢(z).

Die Bildfolge einer jeden schwach konvergenten Folge konvergierte nun stark. Wir wollen
zeigen, dass K kompakt ist. Dazu sei x; eine beschrédnkte Folge. Dann besitzt nach

Satz 4.0.4 diese eine schwach konvergente Teilfolge und damit eine stark konvergente
Bildteilfolge. O
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Konvergenzen auf X*: Es soll eine Folge ¢ in X™* nach ¢ € X konvergieren:

(i) Starke Konvergenz: | — ¢| — 0
(ii) Schwache Konvergenz: Fir alle ¢ € X** gilt ¢ (pr) — ().

(iii) Schwach-x-Konvergenz = punktweise Konvergenz: Fiir alle x € X gilt ¢ (z) —
(@)

Ist X reflexiv, gibt es fiir jedes ¢ € X** ein eindeutiges x € X mit Jx (z) = ¢. Dann
ist schwache Konvergenz in X* dquivalent zu: Fiir alle x € X gilt pr(z) — ¢(z), also
zu punktweiser, also schwach-*-, Konvergenz.

Schwache Ableitung: Sei U < R” offen. Sei f € L{ _(U)*. Sei o € N". Existiert ein
g€ Li (U), sodass

f F(D*g)dvol = (~1)le! j godvol
U U

fiir alle p € CP(U) gilt, dann nennen wir g die a.te schwache Ableitung von f.

Ist f € Cl*l(U), dann liefert partielle Integration g = D®f. Auch sonst verwenden wir
deshalb die Notation g = D“f. Wenn g existiert, ist es eindeutig, vgl. UA20.

Die schwache Ableitung ist wie auch die normale Ableitung lokal, d.h. g|y mit V < U
offen héngt nur von f|y ab.

Beispiel 4.0.11. Sei f(z) = |z|. Die schwache Ableitung ist’

1 x>0

G {—1 z < 0.

Wir rechnen f’ nach: Sei ¢ € C(R). Dann ist

foooo 2|’ (z)dz = — f_ooo x' (x)dx + _[)Oo 2 (x)dz

Q0

0
——aplo)ln+ | plade +apl) - | eorio

[ rwstais

Was hat schwache Ableitung mit schwacher Konvergenz zu tun? Sei f € LP(U) fir
€ (1,00). Dann gibt es eine Folge f; € CX(U) mit fr — f in LP. Es existiert D fj
fir alle @ und k.

Hat f eine a.te schwache Ableitung D® f, dann gilt D f,, = D f:

*Li (U) bedeutet lokal L', d.h. fiir jedes z € U gibt es ein € > 0, so dass f|g_(z) € L' (Be()) ist.
fStrenggenommen ist dies eine Realisierung der schwachen Ableitung.
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4. Schwache Konvergenz

Es ist zu zeigen £(D® fi,) — (D f) fiir alle £ € (LP)*. Identifizieren wir den Dualraum
mit LY fiir % + % = 1, dann ist zu zeigen:

f (D® fr)pdvol — J (D® f)pdvol
U U

fiir alle ¢ € LY(U). Wegen Dichtheit von CX(U) reicht dies fiir alle ¢ € CP(U) zu
zeigen. Dort ist es aber nach Definition der schwachen Ableitung dquivalent zu

| the = nppavat 0
U

Dies gilt wegen | §,,(fi — £)Dpdvol| < | i — flz4| D%l e — 0.

Die Konvergenz ist i.A. nicht stark D f;, > D f. Dafiir reicht es nicht, dass fi — f
in LP geht.

Satz 4.0.12. Seip € [1,0). Sei R™ offen. Sei Wk’P(R”)::Cgo(R”)lulwk'p mit

lelwes = >, D%l

aeN” |a|<k
fiir ¢ € CP(R™). Dann ist W*P ein Banachraum und als solcher isomorph zu

{fe LP(R™) | Va e N"||a| < k : Es existieren die schwachen Ableitungen D f
und D®f e LP(R™)}*

mit der W*P-Norm.
Analog ist H*(R™) als Hilbertraum isomorph zu

{fe L*(R") | Va e N",|a| < k : Es existieren die schwachen Ableitungen D* f
und D®f € L*(R™)}
mit der H*-norm, s. Beispiel 1.1.2.iii.
Beweis. Eindimensionaler Fall, s. UA 20+32. Mehr Dimensionen gehen analog. O

Die H*- und die W*2-Norm sind dquivalent. Damit sind H*(R") und W*?2(R") als
Banachrédume isomorph.

Mehr zu Sobolevrdumen spéter.

*Man schreibt oft kurz {f € LP(R™) | Va € N", |a| < k: D®f € LP(R")}.
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Aus der linearen Algebra kennen wir fiir quadratische Matrizen den Begriff des Eigen-
wertes. Normale Matrizen A sind diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren v; (zu Eigenwerten \; € C) und wir haben die Spektralzerlegung:
Az =Y, M\i{v;, x)v;. Die Menge aller Eigenwerte bilden hier das Spektrum von A.

Wir wollen nun &hnliche Resultate fiir geeignete Operatoren in £(X):=L(X, X) erhalten.
Dazu werden den Begriff des Spektrums weiter fassen miissen als nur Eigenwerte.

5.1. Definition und Eigenschaften

Definition 5.1.1. Sei A € £L(X). Die Resolventenmenge p(A) ist die Menge aller A € C,
so dass A — AId bijektiv ist. Dann nennen wir Ry(A):=(A — AId)~! die Resolvente von
A in \. Die Menge o(A):=C\p(A) heifit Spektrum von A.

Nach dem Satz 3.2.1 vom beschrinkten Inversen folgt aus der Bijektivitdt von A — AId,
dass Ry (A) beschrankt ist. (Fiir unbeschrénkte Operatoren wird die Definition ganz
analog sein, nur werden wir in der Definition der Resolventenmenge zusétzlich fordern,
dass A — A\Id beschrénktes Inverses hat, da es dort kein Automatismus ist.)

Aus welchen Griinden kann )\ € 0(A) sein?

o A — MId ist nicht einmal injektiv: Dann gibt es ein v € X\{0} mit Av = Av.
Solch ein v nennen wir Figenvektor zum Eigenwert . Wir sagen auch A liegt im
Punktspektrum von A.

o A — MId ist injektiv aber Bild (A — AId) ist nicht dicht. Dann sagt man \ ist im
Residuenspektrum von A.

o A — MId ist injektiv, nicht surjektiv, aber Bild (A — AId) ist dicht. Dann sagt man
A ist im stetigen Spektrum von A.

Als erste allgemeine Aussage zum Spektrum beschriankter Operatoren haben wir:

Satz 5.1.2. Sei A e L(X):=L(X,X). Dann ist das Spektrum von A eine kompakte
nichtleere Teilmenge von C mit o(A) < Bja(0). Auferdem ist o(A’) = o(A) und
o(A%) = ().

Auperdem ist die Resolventenabbildung A € p(A) — (A — XId)~! analytisch, d.h. sie
kann lokal als konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten in L(X) geschrieben werden.
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass p(A) offen ist: Dazu sei A\g € p(A4) und A € C derart,
dass [A — Xo| < [|[(Ao — A)7|~!. Dann ist

A—A=A—A) +(A=X) =(Xo—A)(Id = (Ao = N)(Ao—A)7")

Da [A = Ao|[[(Ao — A) 7! < 1 ist, konvergiert 3. (A — Ag)™ (Ao — A)~", und damit ist
nach Satz 3.2.4 A — A invertierbar. Also ist p(A) offen.

Aus obigem folgt insbesondere nach Satz 3.2.4
[e¢] 1
A=) =[ld= o =N = A) T o= A) = 3 (o= Qo= N)"
n=0

und wir erhalten die gesuchte lokale Potenzreihenentwicklung mit den Koeffizienten

(Mo — A1) eL(x).
Da p(A) offen ist, ist 0(A) abgeschlossen. Fiir [A| > | A| ist

—RA(A)=(A—A) = 2Id-AtA) T = i ATTA (5.1)
n=0

absolut konvergent und damit A\ — A invertierbar. Somit ist o(A) < By 4)(0) beschrinkt
und damit kompakt.

Wir zeigen als néchstes, dass o(A) nichtleer ist: Annahme o(A) = @. Dann ist die
Resolventenabbildung auf ganz C definiert. Fiir |A| — oo (5.1) impliziert |[Rx(A4)| — 0.
Damit ist fiir jedes z € X und f € X* dann A € C — f(Rx(A)z) € C eine beschrinkte
komplexe Potenzreihe in A. Nach dem Satz von Liouville* muss sie damit konstant
sein — wegen ||Rx(A)| — 0 fiir |A\| — o0 sogar konstant Null. Nach Folgerung 2.3.4.ii ist
damit Ry(A)x = 0 fiir alle x € X, also Ry(A) = 0, was den Widerspruch gibt.

Es bleibt noch o(A’) = 0(A) und o(A*) = o(A): Wegen (A — Md)’ = A" — Ald und
(A—Md)* = A* — A\Id folgt dies mit Lemma 3.3.6. O

*Satz von Liouville: Jede Potenzreihe, die auf ganz C konvergiert und als Funktion beschrankt ist,
ist konstant.

Beweis. Sei y(t € [0,27]) = re't - also eine Kurve, die den Kreis von Radius r» um die Null parametri-
siert. Dann ist das Kurvenintegral, [3, Abschnitt 2.2.2],

1 27 1 X 27
J —ds = J ﬁrie'tdt = rlfkij =Ftgy — 2rirt =k s,
)2 o rkeikt 0
Sei nun f(z) = Y5, axz® die auf ganz C konvergente (und damit absolut konvergente Potenzreihe.
Dann folgt
1
(),

i 41 77"
2mi J, 2

Andererseits ist
(2)

ds
041
oy

< [flloor ™t 2mr

Lassen wir 7 — o0 gehen, folgt damit ay = 0 fiir alle £ > 0 und damit ist f(z) = ag. O
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5.1. Definition und Eigenschaften

Lemma 5.1.3. Sei Ae L(X).

(i) Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist A entweder ein Eigenwert von A’ oder
im residuellen Spektrum von A’.

(ii) Sei A € C im residuellen Spektrum von A. Dann ist \ ein Figenwert von A’.

Beweis. Zu (i): Sei Axy = Az fir ein x) # 0. Angenommen )\ ist kein Eigenwert
von A’. Sei ' € X*. Dann ist ((A" — AId)2")(xzy) = 2'((A — AId)(z»)) = 0. Nach
Hahn-Banach gibt es ein Element ' € X* mit ¢/(x)) = 1. Also kann Bild (4’ — A\Id)
nicht dicht in X* sein und A ist im residuellen Spektrum.

Zu (ii): Ist A im residuellen Spektrum von A, dann gibt es ein x) € X\Bild (4 — AId).

Nach Folgerung 2.3.6 existiert somit ein 2’ € X*\{0} mit x’|Bﬂd(

T}Jd) = (. Dann gllt

(A" = Ad)2")(z) = 2’ ((A — MId)(z)) = O fiir alle z € X und somit (A" — Ald)z’ = 0.

Also ist A ein Eigenwert von A'. O
Beispiel 5.1.4.

(i) Sei A: C* — C™ linear. Dann ist A — Md genau dann invertierbar, wenn

det(A — Md) # 0 ist. Alle A fir die das nicht der Fall ist, sind Eigenwerte.

Das Spektrum besteht hier also nur aus Punktspektrum - n Eigenwerten (gezéhlt
mit Vielfachheiten).

(ii) Sei Lp: (x1,22,...) € {p — (x2,23,...) € £, der Linkshift R,: (z1,22,...) €4, —
(0,21, %2, x3,...) € £, der R«fchtslhift firl <p<oo. Esist |L,| = |Ry| =1 und
(Lp) = Ry, (Ry)' = Lg fiir 5+ 4 =1.

(a) Eigenwerte fiir L,: Sei A € C und (z;); € ¢, mit (L — AId)(z;) = 0. Dann ist
Ziy1 — Ax; = 0 fiir alle ¢ > 1 und damit z; = A*~'z;. Dann ist H(g:l)l”fz’p =
21 [P Y, IAPU™Y. Dann muss, falls 71 # 01ist, |A| < 1 sein, damit (x;); wirklich
in £, ist. Damit sind alle A mit |A\] < 1 Eigenwerte mit eindimensionalem
Eigenraum aufgespannt durch (1, A\, A%, ...).

(b) Eigenwerte fiir R),: Sei A € C und (z;); € £, mit (R — AId)(x;) = 0. Dann ist
x; — Ax;y1 = 0 fir alled > 1 und Az = 0. Hier ist 2; = 0 fiir alle 4 die einzige
Losung. R, besitzt also keine Eigenwerte.

(c) Aus (b) und letztem Lemma folgt, dass L, keine residuelles Spektrum besitzen
kann.

(d) Ist |A\| > 1 =||L,|, dann ist A € p(L,) nach Satz 5.1.2. Analog fiir R,,.

(e) Fiir L, bleibt |A| = 1 zu untersuchen: Da das Spektrum nach letztem Satz
abgeschlossen ist und alle A € B;(0) Eigenwerte sind, miissen auch alle
A € S1(0) im Spektrum liegen (aber sind keine Eigenwerte). Nach obigen
Uberlegungen kann S1(0) auch kein residuelles Spektrum sein, es muss also
nur aus stetigem Spektrum bestehen.

(f) Fir R, und |A| = 1 folgt aus letztem Lemma, dass alle A € S7(0) im stetigen
Spektrum sind.
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Fir R, und |A| < 1 folgt aus letztem Lemma und da R, keine Eigenwerte
(&) » g p 8
hat, dass B;(0) reines residuelles Spektrum ist.

(i) Sei X = C°([0,1]) und A: ¢ € X > (z = §; ¢(s)ds). Dann besitzt A keine
Eigenwerte: Ap = A impliziert Sg ©(8)ds = Ap(x) fur alle x € [0, 1]. Damit muss
 differenzierbar sein. Dann muss ¢ = Ay’ und ¢(0) = 0 sein. Also ¢ = 0.

Fiir A = 0 ist A — AId = A also injektiv. Da fir alle ¢ € X aber Ap(0) = 0 ist,
kann das Bild nicht dicht sein. Es ist also 0 im residuellen Spektrum von A.

Sei nun A # 0. Wie oben gezeigt ist A — AId injektiv. Wir zeigen nun, dass A
surjektiv ist: Sei 1 € X. Es ist A ein kompakter Operator, UA29. Nach der
Fredholmalternative Satz 3.5.9 muss somit entweder Ay = Ay eine nichttriviale
Losung haben oder (A — Ald)y = ¢ genau eine Losung. Der erste Fall kann nicht
eintreten, da A keine Eigenwerte besitzt und v ist somit im Bild von A. Also ist
A€ p(A).

Insgesamt ist also o(A4) = {0} und 0 ist im residuellen Spektrum.

In Anwendungen kommen vor allem selbstadjungierte Operatoren auf Hilbertrdumen
vor. Dort spielt das residuelle Spektrum keine Rolle:

Lemma 5.1.5. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann ist
o(A) € R und A hat kein residuelles Spektrum.

Beweis. Sei A = a + ib fiir a,b € R. Dann ist

1(A — Ald)z|? =((A — AId)(A — Ald)z, 2) = ((A* — a)(A — a)z, 2> + b2z, z)
=[(A = a)z|? + [b*|z]* > |b]?|].

Sei nun b # 0. Nach Lemma 3.2.2 ist damit Bild (A — AId) abgeschlossen und A —
AMd: H — Bild (A — Md) invertierbar. Analog folgt A — AId: H — Bild (A — \Id)
invertierbar. Angenommen Bild (A—AId) % H. Dann ist A im residuellen Spektrum und
somit nach Lemma 5.1.3 A ein Eigenwert von A* — X\Id = A — \Id, was ein Widerspruch
zu A — \ld: H — Bild (A — AId) invertierbar wire. Also muss Bild (A — A\Id) = H und
damit A € p(A) sein. Also ist o(A) < R.

Sei nun A € R. Ware A im residuellen Spektrum von A, dann wére wegen A* = A und
Lemma 5.1.3 A schon ein Eigenwert von A, was den Widerspruch gibt. O

Die Abschitzung in o(A) < Bja(0) ist im Allgemeinen nicht scharf. Um das etwas
besser zu untersuchen, fiihren wir den Spektralradius ein:

Definition 5.1.6. Fiir A € £(X) wird
r(A):=sup{|A|| X e o(A4)}

Spektralradius von A genannt.

60



5.1. Definition und Eigenschaften

Nach Satz 5.1.2 gilt r(A) < |A].

Lemma 5.1.7. Es gilt r(A) = lim,, HA"H%

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass nach Lemma 3.1.4 |A™t™| < |A™|||A™] gilt.

Setzen wir a,, = In | A™||, dann impliziert dies fiir n = pm+¢ mit 0 < ¢ <m, p,g,n € N,
dass
Ay, = PQm + Aq.

Fiir festes m folgt somit limsup,, ,,, %> < 9. Lassen wir nun auch m gegen unendlich
gehen, haben wir limsup,,_,,, 5= < liminf,, ,, 5. Damit existiert lim, o %* und
1
n

somit auch lim,, ., |A"™

Sei p € C mit || > lim, o ||A"|*. Dann konvergiert > o u ™A™ und ist nach
Satz 3.2.4 gleich (u='A —1d)~!. Somit ist p € p(A). Also ist 7(A) < lim,, o0 HA"H%

Sei nun || > r(A). Wir wollen nun zeigen, dass || > lim,_ |[T7]% gilt. Da das
Spektrum abgeschlossen ist, folgt damit direkt r(A) = lim, o |T™

Fiir alle £ € £(X)* definieren wir f;(11):=¢((A—puld)~!. Nach Satz 5.1.2 ist f; analytisch
auf {u| || > r(A)}. Andererseits folgt aus obigen Uberlegungen, dass lim, ., [|A™|# >
r(A) und fr(A) = Do L(AM)ATL fiir alle |A| > limy, o |A™|%. Sei v = A=, Dann
ist p(v):=f,(v=1) fiir alle |v| € (0, (limy_p |A"]%)~1) die konvergente S LA
Potenzreihe, welche damit auch in v = 0 konvergiert. D.h. p(v) ist fir alle |v| <
r(A)~! lokal analytisch und fiir [v| < (lim,_o |A™|%)~! durch die obige Potenzreihe
konkret gegeben. Damit ist konvergiert diese Potenzreihe aber schon auf ganz |v| €
[0,7(A)~1)* und damit auch fo(u) = 3, ¢(A™)u~""1. Diese Konvergenz impliziert
aber ((A"u~""1) = ((A™")p="! — 0 fiir n — o0. Also konvergiert A™;~"~1 schwach
in £(X) gegen Null und ist damit nach Folgerung 4.0.7 beschrinkt. Es gibt also ein
C > 0 mit [|[A"u~""1| < C und damit

n .,

n+1

1 1
[A™ [ < O ul ™ — |ul
fiir n — c0. Also ist |p| = lim,, . |A"] 7. O

Lemma 5.1.8. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) normal. Dann ist |A?| =
|A|? und damit | A| = r(A).

Beweis. Ist A normal, so auch A2 und AA*. Mit Lemma 3.3.8.iii folgt

[ 422 = | A%(A2)*] = [ (AA*)?] = |AA*|* = [A*

und damit |A%| = | A|?. Daraus folgt insbesondere
r(A) = lim |A”"|2% = |A]. O

* /' Funktionentheorie, z.B. [5, Cor. 5.11].
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

5.2. Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren

Das Hauptresultat dieses Abschnittes wird ein Analogon des Spektralsatzes fiir normale
Matrizen aus der linearen Algebra sein:

Satz 5.2.1 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren). Sei A: H — H ein kom-
pakter normaler Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es ein (ggf. endliches)
Orthonormalsystem vy, va, ... von H sowie eine Nullfolge/endliche Folge py, pia, ... in
C\{0} mit Ax =Y, pivi, x)v; und es gilt | Al = sup; |u].

Bevor wir zu dem Beweis dieses Resultat kommen kénnen, brauchen wir noch eini-
ge Vorbereitungen. Wir beginnen mit Allgemeinem zum Spektrum von kompakten
Operatoren:

Lemma 5.2.2. Sei A: X — X ein kompakter Operator auf einem Banachraum X.
Dann gilt

(i) Ist dim X = oo, dann ist 0 € o(A).

(ii) Jedes Element in o(A)\{0} ist ein Eigenwert mit endlichdimensionalem Eigen-
raum.

(iii) Die Menge o(A)\{0} ist abzdihlbar.
(iv) o(A) hat hichstens einen Hdaufungspunkt — die Null.

Beweis. (i) Angenommen 0 ¢ o(A). Dann ist A nach Definition des Spektrums bijektiv
und damit ist nach dem Satz 3.2.1 vom beschrinkten Inversen A~! beschrinkt. Nach
Lemma, 3.4.4 ist somit Id = AA~! kompakt. Aus Beispiel 3.4.2.iii folgt somit, dass H
endlich dimensional sein muss.

(ii) Sei A € 0(A)\{0} aber kein Eigenwert. Dann ist C:=A4 — A\Id = —\(Id — A\"1A4)
injektiv. Demnach ist nach der Fredholmalternative, Satz 3.5.9, A — AId bijektiv. Dann
ist aber A € p(A), was den Widerspruch gibt.

Aus X € 0(A)\{0} folgt, da AId — A dann Fredholm ist, dass ker (AId — A) endlichdi-
mensional ist.

(iii)+(iv) Sei € > 0. Dank (ii) reicht es sowohl fuir (iii) als auch fiir (iv) zu zeigen, dass
{Aeo(A) | |A| = €} endlich ist: Nehmen wir an, dass dies nicht stimmt. Dann gibt es
ein Folge A\; und eine Folge z; € X\{0} mit |\;| = €, Ax; = \ja; und A, # A, fiir alle
n#m.

Die Menge {x;} ist linear unabhéngig: Denn wire x,+1 = Z?:O ajz; und g, ..., Ty
linear unabhéngig, dann wére nach Anwendung von A

n n
)\n-&-l Z QT = Z )\jOéjSCj
Jj=0 Jj=0

und somit o; = 0 fiir alle j.
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5.2. Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren

Wir setzen nun F,:=span{zi,...,2,}. Dann ist E; < F;11 und A(E;) < E; und
(A= X\)E; € E;_1. Dann gibt es nach Lemma 2.5.1 ein y,, € E,, mit |y,| = 1 und
dist(yn, FPn_1) > % Wir wollen nun zeigen, dass die beschrinkte Folge Ay; keine
konvergente Teilfolge besitzen kann, was der Kompaktheit von A widerspricht:

Somit gilt fir n > m

_ 1
|A(yn — ym) | = [Anl |y — (\nl(Aym + AnYn — Ayn) | = 5§~

€b, 1

Also kann Ay, keine konvergente Teilfolge besitzen. O

In Beispiel 5.1.4.iii haben wir ein Beispiel eines kompakten Operators gesehen, der nur
die Null im Spektrum hatte.

Allgemeines zu Spektren normaler Operatoren:
Lemma 5.2.3. Sei A€ L(H) normal. Dann gilt
(i) Ist Az = Az, dann A*x = .
(i) FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte zu A sind orthogonal.
(iii) Es gibt ein X € o(A) mit |A| = | A].
Beweis. (i) Es ist auch A — X\ normal und (4 — \)* = A* — X\, Damit folgt
[(A* = X)a* = (A = M) (A* = Nz, 2) = (A% = X)(A = Nz) = (|4 = N)z|*.

(i) Sei Az = Az, Ay = py fur z,y € H\{0} und A # pu. Dann folgt aus

Na,y) = (Aw,y) = (o, A%y & (o, ) = e, ),
dass (x,y) = 0 ist.
(iii) Folgt direkt aus Lemma 5.1.8. O
Wir kommen nun zum Beweis des Spektralsatzes fiir kompakte normale Operatoren:

Beweis von Satz 5.2.1. Sei p,; die Folge der paarweisen verschiedenen Eigenwerte von
A, die ungleich Null sind. Das dies hochstens abzéahlbar viele sind und diese endliche
Multiplizitdt haben, folgt aus Lemma 5.2.2. Sei {e;1,. .., €;q,} eine Orthonormalbasis
von ker (A — p;). Dann ist nach Lemma 5.2.3.ii {e11,...,€14,,€21,.--,€2dy, .-+, €jd;, - - -}
ist eine Orthonormalbasis von @;ker (A — p;) und ker A L e;; fur alle e;;. Somit ist
Hi:=ker A@span{e;; | 1 € N,1 < j < d;} ist ein abgeschlossener Unterraum von H.

Wir wollen H = H; zeigen: Sei nun Hg::Hll. Dann ist fiir alle h € Ho

<Ah, @i_j> _ <h,A*€ij> Lem:542.3.i <h,xeij> -0
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Analog erhalten Ah 1 ker A. Damit gilt AHy ¢ Hs. Somit erhalten wir mit A|g, : Ho —
Hj; einen Operator auf Hy, welcher nach Konstruktion noch immer kompakt und normal
ist. Nach Lemma 5.2.2 folgt das jedes Element in o(A|p,)\{0} schon ein Eigenwert
ware und damit auch ein Eigenwert von A wére und der zugehérige Eigenvektor wére
schon in H;. Nach Lemma 5.2.3.iii gibt es aber ein A € 0(A|p,) mit [A| = |A|m,|. Also
muss Ay, = 0 sein und somit Hy < ker A sein. Also ist Hy = {0} und damit H = H;.

Damit kann jedes x € H als x = y + >, (x, e e, mit y € ker A dargestellt werden und
damit ist Az = ), {(z, ex)prer. O

Bemerkung 5.2.4. Sei andererseits Az = Y. p;{x, v;)v; fiir ein Orthonormalsystem
v1,... von H (nicht unbedingt eine Basis) und eine Nullfolge/endl. Folge u; € C\{0}.
Dann ist A: H — H normal:

Es ist A¥z = Y, mi{x, viyv; und damit AA*z = A*Ax =Y, | |*(x, v, )v;.
Auflerdem ist A kompakt: Ist die Summe endlich, dann ist A sogar ein Operator
endlichen Rangs und damit kompakt. Sei nun die Summe nicht endlich und Ay =

Zle wi{x, v; yv;. Dann ist
|Az — Aga]® < 3 il @, v)* < |2
i>k

Da die py eine Nullfolge sind, folgt |A — Ag|| — 0 fir & — oo. Somit muss nach
Folgerung 3.4.5 auch A kompakt sein.

5.3. Spektrum beschrankter selbstadjungierter
Operatoren

Wir wollen nun allgemeiner einen Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Ope-
ratoren erhalten. Hier muss es nun keine Eigenwerte mehr geben: Z.B. ist der Multi-
plikationsoperator M;: L*(R) — L*(R) fiir f stetig, beschrinkt und streng monoton
steigend, beschrinkt, selbstadjungiert und das Spektrum o(M) = Bild f ist ein rein
stetiges Spektrum, UA 35.

Aus Lemma 5.1.5 wissen wir schon, dass fiir A beschrénkt und selbstadjungiert o(A) <
[0, 00) ist und kein residuelles Spektrum enthélt. I.A. kann es aber sowohl Eigenwerte
als auch stetiges Spektrum geben.

Trotzdem werden wir eine Art Verallgemeinerung des Spektralsatzes fiir kompakte
normale Operatoren erhalten, am Ende wird die Summe i.A. ein operatorwertiges
Integral sein.

Den Spektralsatz im letzten Abschnitt war fiir kompakte normale Operatoren. Neben
selbstadjungierten Operatoren gibt es als wichtige normale Operatoren noch die unitidren
Operatoren. Fiir diese kann man (recht analog) auch einen Spektralsatz finden.
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5.3. Spektrum beschrankter selbstadjungierter Operatoren

5.3.1. Stetiges Funktionalkalkiil

Satz 5.3.1. Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum
H. Dann gibt es genau einen beschrinkten Operator ¢: C°(a(A)) — L(H), so dass
gilt:

(i) @ ist ein =-Algebrenhomomorphismus, d.h. o(fg) = ©(f)p(g), (A f) = Ap(f),

0(1) =1d, o(f) = o(f)* fiir alle f,g e C°(c(A)) und X e C.
(ii) p(id) = A.
Auferdem gilt es dann insbesondere fiir f € C°(a(A)):
(a) Aus Az = Xz folgt o(f)z = f(N)x.

(b) a(e(f) = {f(N[rea(A)}
(c) Aus f reell und f =0 folgt p(f) =0, d.h. {o(f)x,x) =0 fiir alle x € H.

(d) |e(H)l = 1flco (¢ ist also isometrisch).

Beweis. (i) und (ii) bestimmen das ¢ auf komplexen Polynomen (eingeschrinkt auf
C%a(A))): Ist p(x) = Y 5_, anz™ ein solches Polynom, sei ¢(p):=p(A):=>_, a, A™.
Dann ist p(A)* = p(A).

Sei A € 0(A). Dann ist p(z) — p(A) = (x — N)g(z) fur ein Polynom ¢. Damit folgt
p(A) —p(M)Id = (A—A)g(A). Angenommen p(A) — p(A)Id = (A — A) wére invertierbar,
dann wire Id = (4 — \)g(A4)(p(A) — p(\)Id)~! = q(A)(p(A) — p(A\)Id)~* (4 — \) und
somit wire auch (A—\) invertierbar, was A € o(A) widerspricht. Also ist p(A\) € o(p(A)).
Sei anderererseits A € o(p(A)) und p(z) — A = a(x — A1) - ...(x — \,). Dann ist
p(A) —Ad =a(A—XMId)-...- (A= N, 1d). Falls \; ¢ o(A) firi = 1,...,n wire, wiren
alle Faktoren (A — A\;Id) invertierbar und somit auch p(A) — Ald, was ein Widerspruch
zu X € o(p(A)) wire. Also ist fiir mindestens ein ¢ \; € 0(A) und damit A = p(\;).

Als néichstes zeigen wir [p(A)| = supeoay [P(N)], Was [o(®)| ey = |Plooo(a)) ent-
spricht.

Es ist

[p(A)? =lp(A)*p(A)] = (- p)(A)] = N A

Aec(A) Aec(A)

D sup |G- = ( sup W)) ,

wobei die dritte Gleichheit aus Lemma 5.1.8 und (p - p)(A) selbstadjungiert.

Nach dem Satz von Weierstrass* sind die komplexen Polynome dicht in C%(o(A)). Damit
hat ¢ zunéchst definiert auf den komplexen Polynomen eine eindeutige lineare stetige

*https://en.wikipedia.org/wiki/Stone/E2%80%93Weierstrass_theorem#Stone,E2%80%
93Weierstrass_theorem, _complex_version
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Fortsetzung zu ¢: CY(0(A)) — L(H). Eigenschaft (i) fiir f, g komplexe Polynome per
Konstruktion und auf ganz C°(o(A)) aufgrund der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit von ¢ mit Eigenschaften (i) und (ii) gezeigt.
(a), (c) und (d) stimmt auf komplexen Polynomen per Konstruktion und damit nach
Grenzwertbildung auch auf f € C%(a(A)).

Es bleibt (b) fiir allgemeines f € C°(c(A)): UA. O

Lemma 5.3.2. Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf einem Hil-
bertraum H. Kommutiert B € L(H) mit A, dann kommutiert f(A) mit B fir alle

feCa(4)).

Beweis. Fiir f ein komplexes Polynom folgt es durch direktes Nachrechnen. Fiir allge-
meines f erhalt man dann wieder durch Approximation durch Polynome. O

Beispiel 5.3.3. Sei A € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann ist nach letztem
Spektralsatz A = >, 11;{., v; v; fiir ein Orthonormalsystem v; von H und eine endliche
oder Nullfolge p;. Sei f € C°(o(A)). Dann ist

f(A) = Z F(13) s vidvi + F(0) Prer a,

wobei Pyer 4 die Orthogonalprojektion auf ker A ist.

Das sieht man direkt fiir Polynome und der Rest folgt mit Konvergenz.

Bemerkung 5.3.4. Die Menge {p(f) | f € C°0(A))} = L(H) ist eine abelsche
Algebra, die unter Bildung der Adjungierten abgeschlossen ist. Da C°(o(A)) vollsténdig
ist und ¢ isometrisch ist, ist {f(A) | f € C°(c(A))} = L(H) abgeschlossen. Damit ist
{f(A) | f e C°%0c(A))} eine abelsche C*-Algebra*. Das {f(A) | f € C%(o(A))} und
C%(o(A)) isometrisch isomorph sind, ist ein Spezialfall des Gelfand-Naimark-Theorems'.

Wir wollen das Funktionalkalkiil als néchstes flir die Definition einer Wurzel von
nichtnegativen selbstadjungierten beschrankten Operatoren anwenden. Dazu zunéchst:

Definition 5.3.5. Ein Operator A € L(H) heifit nichtnegativ, wenn {Au, u) reell und
nichtnegativ fiir alle u € H ist. Wir schreiben dann A > 0. Fiir A, B € L(H) schreiben
wir A > B, wenn A — B > 0 ist.}

Beispiel 5.3.6. Sei H = H, @ H, als direkte Summe von Hilbertrdumen und P: H; @
Hy; — Hy @ Hs, (u,v) — (u,0), die Orthogonalprojektion auf H;. Dann ist P positiv:

(P(u,v), (u,v)) = {(u, 0), (u,v)) = |ulf;, > 0.

Lemma 5.3.7. Sei A€ L(H) selbstadjungiert und nichtnegativ. Dann gilt

*https://en.wikipedia.org/wiki/C*-algebra — {f(A) | f € C°(c(A))} = L(H) ist sogar die
kleinste C*-Algebra in L(H), die A enthéilt (die von A erzeugte C*-Algebra).

Thttps ://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Gelfand-Neumark

P> definiert eine partielle Ordnung auf £(H).
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5.3. Spektrum beschrankter selbstadjungierter Operatoren

(i) o(A) < [0, )

(ii) (Ezistenz und Eindeutigkeit einer Wurzel) Es gibt genau einen selbstadjungierten
nichtnegativen Operator B mit B? = A.

(iii) Sei auch B € L(H) selbstadjungiert und nichtnegativ. Dann ist AB genau dann
ein selbstadjungierter nichtnegativer Operator, wenn A mit B kommutiert.

Beweis. UA40 bis auf die Eindeutigkeit der Wurzel:

Seien B, C selbstadjungierte nichtnegative Operatoren mit A = B? = C? und v € H.
Wir setzen v = (B — C')u. Da B und C beide nichtnegativ sind, ist (Bv,v) = 0 und
(Cv,v) = 0. Andererseits ist (B + C)v,v) = {(B + C)(B — C)v,v) = 0. Also ist
(Cv,v)y ={Bv,v) = 0.

Da B selbstadjungiert und nichtnegativ ist, gibt es einen selbstadjungierten nichtnega-
tiven Operator T mit B = T?. Fiir diesen gilt dann |Tw|? = (T?v,v) = (Bv,v) = 0
und damit Bv = T(Tv) = 0. Analog folgt Cv = 0. Insgesamt ist somit |(B — C)u|? =
(B —-C)(B-C)u,uy={(Bv—Cuv,uy =0, also B =C. O

Lemma 5.3.8. Sei H = H; ® Hy als direkte Summe von Hilbertraumen.

(i) Die Orthogonalprojektion P: Hy @ Hy — Hy @ Ha, (v,w) — (v,0), ist selbstad-
jungiert.

(ii) Sei B € L(H) selbstadjungiert und sei P die Orthogonalprojektion aufker B.* Dann
kommutiert jeder beschrinkte Operator, der mit B kommutiert auch mit P.

Beweis. (i) UA

(ii) Sei C € L(H) mit BC = CB. Sei v € ker B. Dann ist BCv = CBv = 0, also
Cv € ker B. Damit folgt PCPu = C'Pu fiir alle u e H.

Da B selbstadjungiert ist, ist C*B = (BC)* = (CB)* = BC* und damit analog zu
oben PC* Py = C*Pu fir alle u € H.

Zusammen mit (i) erhalten wir

PC =(C*P)* = (PC*P)* = PCP = CP. O

5.3.2. Spektralfamilie

Definition 5.3.9. Eine beschrinkte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum H ist eine
Abbildung E: R — £L(H) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ex:=E()) ist fiir alle A € R ein Projektionsoperator, d.h. E3 = E,.

(ii) Aus A > p, folgt By > E,,.

*Also P: ker B@ (ker B)+ — ker B @ (ker B)*, (u,v) > (u,0).
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

(iii) Die Familie (E))aer ist stark linksstetig, d.h. fir alle p € R und v e H gilt

lim Ehu = E,u.
by .

(iv) Es gibt m, M € R mit E) = 0 fiir alle A < m und E) = Id fir alle A > M.

Wir nennen das grofte solche m bzw. das kleinste solche M das Infimum bzw. Supremum
der Spektralfamilie.

Sei nun E\ wie in letzter Definition. Sei f: R — C stetig. Sei € > 0. Sei II eine Zerlegung
von [m, M + €] der Liange n + 1, d.h. es ist eine endliche Folge von reellen Zahlen
(Me)fgmitm = Xg <A\ < ... <A1 < Ay = M +e. Sei 1] = maxi<p<n (A — Ap—1)-
Sei Z eine Zwischenzerlegung von II, d.h. es ist eine endliche Folge von reellen Zahlen
(tr)7y mit p; € [Ai—1, A;]. Wir setzen

AfaH,Z:: 2 f(ﬂl)(E)\l - E)\i—l)'
i=1

Dann ist Ay z € £(H) und nach letztem Lemma fiir reelle f auch selbstadjungiert.

Lemma 5.3.10. Sei (E))aer eine beschrankte Spektralfamilie mit Infimum m und
Supremum M und sei f: R — C stetig. Dann gibt es genau ein A € L(H), so dass
es fir alle v, > 0 ein § > 0 gibt mit |Apn,z — A| < v fir jede Zerlegung IT von
[m, M + €] mit |II| <0 und Zwischenzerlegung Z von II.

Der Operator A hingt nur von der Spektralfamilie und f|[m ar ab.

Beweis. Sei 7y,e > 0. Dann ist f auf dem kompakten Intervall [m, M + €] gleichméBig
stetig. Damit gibt es ein 0 > 0, so dass |f(A) — f(N)| < 3 fiir alle X\, \ € [m, M + €]
mit [N — | < 4.

Wir zeigen zunéchst, dass fir zwei Zerlegungen II und II' von [m, M + €] mit |II] < 4,
|IT'| < § und Zwischenzerlegungen Z von II bzw. Z’ von II'

[Asmz = Apmzr| <~
gilt:

Dazu sei I = (\g)P_o und Z = (ug)p_, - Sei IT = (A,)7_, die Zerlegung von [m, M + ],
die aus allen Folgengliedern von IT und II' besteht. Sei Z = (jix)7_, eine Zwischen-
zerlegung von II und j € {0,...,7} — k; € {0,...,n} die Abbildung definiert durch
ij = A;j. Damit ist

n ki
Apnz=2, >, [Iy)(Bs, —Es, )
i=1j

j=ki_1+1
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und somit
n k;
Az = Ap g z)uwl =) (f(pg) = f()(Es, — Ex,_,)u,u)
i=1j=k;_1+1
n k;
<) f(ng) = f () K(Ex, — B, Ju,w)
i=1j5=k;_1+1
ki

Mit UA 23 folgt damit |As 2z — Ay 5 2| < 3 und somit
lArnz — Ap oz | < [Afnz — Apq sl + [Arrz — Ay g 2l <

Wir wéahlen als néchstes eine Folge von Zerlegungen (II,,)%_; von [m, M + €] mit
III,| — 0 fir n — o0 mit zugehorigen Zwischenzerlegungen Z, und zeigen, dass
A¢m,.z, in L(H) eine Cauchyfolge ist:

Es gibt ein N € Nog mit |IL,| < § fiir alle n > N . Aus obigen Uberlegungen folgt
dann |Af 1, 2z, —Afm,,z,|| < fir alle k, £ > N . Damit ist Ay, z, eine Cauchyfolge
und wegen Vollstandigkeit von £(H) konvergiert diese zu einem A € L(H). Die obige
Betrachtung der gemeinsamen Verfeinerung zweier Zerlegungen zeigt, dass A nicht von
der Wahl der Folge der Zerlegungen abhéngt, so lange |II,,| — 0 gilt. O

Definition 5.3.11. Sei (E))acr eine beschrankte Spektralfamilie und sei f: R — C
stetig. Fiir den dazu gehorigen Operator A aus letztem Lemma schreiben wir symbolisch

JZ J(\)dE.

Die Funktion A € R — (E\u,u) fiir jedes u € H wegen (ii) aus Definition 5.3.9 eine
monoton steigende Funktion.

Folgerung 5.3.12. Sei (E)\)xer eine beschrankte Spektralfamilie und sei f: R — C
stetig. Fiir den dazu gehdrigen Operator A aus letztem Lemma und u,v € H gilt dann

(Au,uy = foo FNd(E\u, uy

als Riemann-Stieltjes-Integral.”

*Sei f: [a,b] = Cund 2, = (z;)]'_, Zerlegungen von [a,b], alsoa = x0 < 1 <x2 < ... <Tp =,
mit |Z,| — 0 fiir n — oo.
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Das Integral in der Folgerung geht zwar iiber R, aber da F fiir A < m gleich Null
und fiir A > M + € gleich Id ist, ist es in Wirklichkeit ein Integral Sj\fﬂ. (Das +e ist
aber wichtig, weil man sonst den Anteil am Spektrum der von Ep;i . — Ep = 1d — Eyy
kommt, nicht sehen wiirde.)

Beweis. Aus dem Beweis des letzten Satzes haben wir |Afm, =z, — A| — 0 fir n — o
und Afvnn:()\n,j)?:07Z7L:(Hn,j);l:1 = Z?:l f(/‘Ln,j)(EAn,j - E>\n,j—1)' Dann ist

Cu, Ap, 2,00 = ) fhng)(Cus By, 0) = (u, Bx, -, v))

Jj=1

und
[{u, Apm,, 2z, 0) — (u, A, 0)| < uf|Ap i, 2, — Alllv].

Die Funktion g: X € R — {u, E\u) fiir jedes u € H wegen (ii) aus Definition 5.3.9 eine
monoton steigende Funktion. Damit haben wir

<7_L, Au> = nlglgo<u7 Af,HmZn U> = nhl}c}o Z f(/}%,j)«u, E)\n,j ) u> - <u7 E>\n,j—1u>)
j=1

Jw FONdCu, Bxud. 0

Folgerung 5.3.13. Sei (E)\)er eine beschrankte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum
H, f e R — C stetig, mit zugehiorigem Operator A. Sei U: H — H ein unitdrer

Ist f Riemann-integrierbar, dann ist das Riemann-Integral
b n
[ f@a = tim 3 r@ i - a0)
a n—0oo
i=0
Sei g: [a,b] — R monoton wachsend. Dann ist das Riemann-Stieltjes-Integral von f
b n
|| fdgi= 1 3% s@i(ateirn) - glai)
a n—0o0 !
1=0
sofern dieser Grenzwert rechts existiert und unabhéngig der Folge (Zy), ist. Es ist also wie das Riemann-
Integral nur das dem Intervall [z;,z;+1] eine neue Lange zugeordnet wird, ndmlich g(z;1+1) — g(z;).
Man kann direkt nachrechnen:
(i) Ist g differenzierbar, dann ist SZ fdg = SZ f(z)g'(z)dx.

(ii) Ist g stetig und stiickweise differenzierbar, dann ist SZ fdg=375_, SIJ_ f(z)g' (x)dx, wobei [a,b] =
L u...ul, mit g|1j diffenzierbar ist. (Damit ist SZ fdg = SZ f(z)g'(z)dz, wenn man ¢’ als
schwache Ableitung versteht.)

(iii) Ist g ein Heaviside-Funktion (also g = 0 fiir < c und g = 1 fur > ¢) und c € (a,b), dann ist
§o fdg = f(e).

(iv) Sei p >0, g;: [a,b] — R monoton steigend. Dann ist SZ fd(pgr + g2) = “SZ fdg1 + SZ fdgo.

Damit kann man im Groflen und Ganzen die meisten relevanten Riemann-Stieltjes-Integrale direkt
berechnen.
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Operator. Dann gilt
0
UAU! = f FNAUENU).
—o0

Beweis. UE\U™! ist eine Projektion auf H. Der Rest folgt direkt aus
UApnzU"' =) f(ui)(UB\U ' —UE\_,U™"). O
i=1

Folgerung 5.3.14. Sei (E)\)er eine beschrankte Spektralfamilie auf einem Hilbertraum
H mit zugehiorigem Operator A (zu f =1id). Sei g € R — C stetig. Dann ist

0
o) = | gnaEs
—00
Beweis. Sei B =Y, | pi(Ex, — Ex,_,) fiir eine Zerlegung \; mit Zwischenzerlegung
M-
Es ist fiir ¢ < j: EM‘E}\J‘ = E)\jE)\i = E),. Damit folgt

n

B? :Zuiuj(E)\iEM - E)\i,—lE)\j - E)\iEAj—l + E>\i—1E>\j—1) = Z M?(E)\i - E)\1171)
.3 i=1

und somit der zugehorige Operator C' zu E) und g: R — C Polynom (als f) erfiillt
C = g(A) und damit g(A) = SO_COO g(A)dEy. Wegen dem Satz vom Weierstrass folgt die
Behauptung. O
5.3.3. Spektralsatz fiir beschrankte selbstadjungierten Operatoren

Satz 5.3.15. Sei A ein beschrankter selbstadjungierter Operator. Dann gibt es genau
eine beschrankte Spektralfamilie (Ey)xer mit folgenden Eigenschaften:

(i) Das Infimum von (Ex)xer ist mino(A) und das Supremum von (Ex)xer ist
max o(A).

(i) Jeder beschrinkte Operator auf H, der mit A kommutiert, kommutiert mit E
fir alle X e R.

(tit) Fir alle we H existiert der rechtsseitige Limes limy\_, Exu.
(iv) A={" XdE,.
Wir nennen (E\)xer dann die Spektralfamilie von A.

Hier existiert mino(A) (und analog fiirs Maximum) immer, da o(A) abgeschlossene
Teilmenge von R ist, vgl. Satz 5.1.2.
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5. Spektrum beschrankter Operatoren

Idee: Da der Spektralsatz eine Verallgemeinerung der Eigenraumzerlegung fiir hermi-
tische Matrizen sein wird, erwarten wir, dass F) eine Projektion auf den Anteil des
Vektorraumes sein wird, der fiir das Spektrum < A verantwortlich ist. Um diesen Anteil
zu extrahieren werden wir f(x) = (x — \) — | — A| betrachten (was Null fiir alle x > A
ist). Mit dem stetigen Funktionalanalysis ist A — AMd — |A — AId|):=f(A) € L(H) fur
wohldefiniert und selbstadjungiert (wegen f reell und f(A)* = f(A)).

Beweis von Satz 5.3.15. Sei E () die Orthogonalprojektion auf ker (A — AXId — |A —
Ald]) und Ey = Id — E4(\). Wir zeigen, dass Ey eine beschrénkte Spektralfamilie
ist mit den geforderten Eigenschaften ist: Die E) sind Orthogonalprojektionen per
Konstruktion.

Wir zeigen (ii): Kommutiere C' € L(H) mit A. Aus Lemma 5.3.2 folgt, dass C' dann
auch mit A — A\Id — |A — AId| kommutiert. Nach Lemma 5.3.8 kommutiert C' auch mit
E, ()\) und somit auch mit E}.

Um nun (ii) aus Definition 5.3.9 zu zeigen, sei A < pund P = E\(Id — E,). P ist als
Produkt zweier Orthogonalprojektionen selbst wieder eine Orthogonalprojektion, UA.
Wir zeigen zunéchst, dass P = 0 ist:

Da FEy und Id — E,, Orthogonalprojektionen sind und kommutieren, ist ExP = P
und (Id — E,)P = P. Auflerdem ist nach Definition von E; und Lemma 5.3.7.iii:
(A—pld)(Id — E,) = |A — pld|(Id — E,) = 0 und analog —(A — pld)Ey = |A —
uId|(—E)y) = 0. Daraus folgt

(1 — MN{Pu, Puy ={(A — A\Id) Pu, Puy — {(A — uId) Pu, Pu)
—((A = NId) ExPu, Pu) — {(A — pld)(Id — E,,))Pu, Pu) < 0.
Da p > A ist, ist damit Pu = 0. Damit ist P = 0 und somit E) = E\E,,.

Wir zeigen, dass daraus Ey < E, folgt: Esist B, — E\ = E, —E\E,, = (Id— E\)E,, als
Produkt zweier Orthogonalprojektionen wieder eine Orthogonalprojektion und damit
nichtnegativ.

Aus E\ < E|, folgt fir u € H, dass A — (FE\u, u) eine nichtnegative, monoton wachsende
Funktion ist. Damit existiert

lim (E\u,uy = sup(Eru, uy =: {,,.
A A<p

Damit gibt es fiir alle € > 0 ein 0 > 0, so dass £, — (E,u,uy < § fiir alle 0 < p— X < 4.
Dann gilt fir p —d < A <v <

|Eyu— Bxul® *"2 (B, — Ex)?u,u) "2 (B, — Ex)u,u)
<KE u,uy — £, + KB u,uy — €| < e

Da H vollstandig ist, existiert limy ~, Exu =: E,,_qu fiir alle u € H.
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Analog zeigt man die Existenz von limy\ , Exu =: E,qou fir alle v € H und damit
(iii) des Satzes.

Wir zeigen als néchstes E,,_o = E,, und damit (iii) der Definition 5.3.9 der Spektralfa-
milie: Fiir v € H ist

(E,—E,—0)u=lm(E, — Ex)u=lim E,(E, — Ex)u=E,(E,— E,—o)u. (5.2)
A A

Fiir A < p haben wir aulerdem

(Id—E)\)(EM—E,\):EN—E)\—E)\-‘FE)\:EM—E,\

und damit
(A= pld)(E, — Ex) = (A= pld)Ey (B, — EX) <0
—_
<0 =0
sowie

(A= AA)(E, — Ey) = (A— Ald

~—

(Id — E)) (E, — Ey) > 0.
0 =0

Zusammen ergibt dies A(E, — E\) < A(E, — E\) < pw(E, — E)) fir A < p. Mit
A/ pfolgt ((A — pld)(E, — E,—o)u,uy = 0 fiir alle u € H und damit nach UA23
(A —pld)(Ey — Eu—) = 0. Sei v = (E, — Ey_o)u, also (A — pId)v = 0. Dann ist
[|A — pld|v|? = (A — puld)?v,v) = 0 und damit |A — pld|v = 0 und somit Ey (p)v = v
und E,v = 0. Eingesetzt in (5.2) ergibt sich E,, = E,_¢.

V

Sei m = min o(A). Wir zeigen F = 0 fiir alle A < m (Wegen stark linksseitig stetig folgt
dann auch E,, = 0). Angenommen es gibt ein A < m und ein v € H mit v = Eju # 0.
0.B.d.A. |v| = 1. Dann ist

(Av,v) — X = {(A — \Id) E{u, Exu) < 0.

Andererseits muss wegen m’ € p(A) fir m’ < m dann 0 < {((A — m'Id)v,v) sein,
was m < A impliziert und so den Widerspruch gibt. Analog sieht man E) = Id fir
A > M =maxo(A).

Es fehlt noch (iv): Dazu sei € > 0 und (II;), = ((A\9)7,), eine Folge von Zerlegungen mit
|TL;| — O fiir £ — oo. Als Zwischenzerlegungen Z, wihlen wir jeweils die linken Intervall-
grenzen, also uﬁ = )\i_l und als Zwischenzerlegungen Z; die rechten Intervallgrenzen
ui = )\ﬁ. Wie oben haben wir dann

>\£71(E>\i —Ey )<A(Ey —Ey )< )\i(E,\g —Ey )
und damit

Aid,Hz,Z[ < A < Aid,He,éz'

Existiert des Grenzwertes fiir £ — 00 und Unabhéngigkeit von der gewéhlten Zwischen-
zerlegung gibt dann analog zu oben (iv). O
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Beispiel 5.3.16. Sei A: H — H kompakt und selbstadjungiert. Dann ist nach
Satz 5.2.1 die Form A =}, (., v;)v; fiir eine endliche Folge/Nullfolge p; und v; ein
Orthonormalsystem v; von H. P;:=(.,v;yv; ist dabei die Projektion auf Cuv;.

Um die Spektralfamilie zu bestimmen schauen wir uns wie im Beweis des letzten Satz
A= Nd — [A=Nd| = (15 — X = | = Ao vdwi + (=X = [A]) Prer 4

= Z 2(pi — A) Py — 2205 <0 Prcer 4

G5 <A
an und erhalten so
Ei(\) = Z P; + 93>0 Prer A
(HUEDN
Ex= ) Pi+0rcoPera
(HURN

Beispiel 5.3.17 (Beschrankter Multiplikationsoperator). Sei 2 < R™ Lebesgue-
messbar und f € L®(Q) n C°(). Sei M: L3*(Q2) — L*(Q), g — fg. Dann ist
o(M) = Bild f, vgl. UA35.

Fir Multiplikationsoperatoren lisst sich die Spektralfamilie recht leicht bestimmen, da
fiir h: R — C stetig, da h(M)u = (ho f)u ist (fiir f(x) = z auf Q = [0, 1] vgl. UA41).

Dann ist:

0 A < infBild f
Eyxu =< xf<xu A€ (inf Bild f, sup Bild f]
U sonst

Fir nicht Multiplikationsoperatoren ist es i.A. schwieriger die Spektralfamilie zu
bestimmen. Aber nicht selten, lassen sich Operatoren durch Zwischenschalten von
einem unitaren Operator auf Multiplikationsoperatoren zuriickfithren:

Beispiel 5.3.18 (Diskreter Laplaceoperator). Wir betrachten ¢5(Z) = {(xn)nez | Tn €
C,>, |zn|* < 0} und

A EQ(Z) - eQ(Z)a (A(xn)n))n:zxn-&-l + Tp_1 — 22y,
Wir verwenden Fourierreihen:

U: l5(Z) — L*([0,27]), (2n)n —

r Z elnﬁxn
Nach [4, Satz 2.15] ist dies ein unitédrer Operator.
Es gilt

(AU-1), el DE | pmiln—1E _ 26*1”5) p(£)dE

m sz

27
eing( _
mf (2cos€ — 2)p(€)de
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und damit nach [4, Abschnitt 2.1.2]
1
(UAU ) () :2—(2 cosz — 2)p(x).
™

Wir haben A also in einen beschriankten Multiplikationsoperator umgewandelt, von
welchem wir nach letztem Beispiel die Spektralfamilie £ kennen.

Damit ist UE\U ! die Spektralfamilie von A auf ¢5(Z).

(0]






6. Unbeschriankte Operatoren

Sei H ein Hilbertraum. Wir wollen nun unbeschréinkte Operatoren auf H betrachten.
Einige Beispiele hatten wir schon in Beispiel 1.1.4 gesehen. Wichtige Beispielklassen
sind:

(i) Differentialoperatoren auf L?(R"), d.h. Operatoren der Form:

(Ap)@)= >  aa(z)Dp(z)

aeN™ |a|<k

mit a,: R™ — C messbare (oft glatte) Funktionen und dom A eine dichte Teil-
menge von L?(R") mit A(dom A) = L%(R™) (oft verwendet dom A = C*(R")).

Zu den Differentialoperatoren gehéren insbesondere (Definitionsbereich nicht extra
ausgewiesen):

(a) Impulsoperatoren: p;: L*(R™) — L*(R™), ¢ — iaij 0.

[/12

(b) Laplaceoperator A = — 3"

j=1 07"
(c) Schridingeroperatoren H = A + 'V, wobei V: R — R eine Funktion (das

Potential) ist, z.B. im Schrédingeroperator fiir die Beschreibung des Elektrons
im Wasserstoffatom ist V(z) = ﬁ (modulo Konstanten/Einheiten, kommt

von der Coloumbwechselwirkung mit dem Kern bei x = 0)

(ii) Multiplikationsoperatoren mit einer unbeschrénkten messbaren Funktion auf
L3(R")

6.1. Grundbegriffe

Definition 6.1.1. Sei A: dom A ¢ H — H ein linearer Operator. Der Graph von A
ist gegeben durch

graph(A):={(x, Az) | re dom A} c H® H.
Der Operator A heifit abgeschlossen, wenn graph(A) ¢ H @ H abgeschlossen ist.
Ist A abgeschlossen, ist damit graph(A) insbesondere selbst wieder ein Hilbertraum.

Definition 6.1.2. Seien A, B lineare Operatoren auf H. Falls dom B < dom A und
Aldom B = B ist, nennen wir A eine Erweiterung von B und schreiben B c A. Ein
Operator heifit abschliessbar, wenn er eine abgeschlossene Erweiterung besitzt.
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6. Unbeschrankte Operatoren

Jeder abschliessbare Operator A besitzt eine kleinste abgeschlossene Erweiterung, diese
nennen wir Abschluss und bezeichnen diese mit A.

Satz 6.1.3. Ist A abschliessbar, dann ist graph(A) = graph(A)*.

Beweis. Sei B eine abgeschlossene Erweiterung von A, existiert da A abschliessbar ist.
Dann ist graph(A) < graph(B). Insbesondere, folgt damit aus (x,y) € graph(A), dass
y = Bz ist. Dieses y hdngt nur von z und A und nicht von der Wahl von B ab: Sei
y1 = Br und yy = Bz fiir eine weitere abgeschlossene Erweiterung von A. Dann ist
(0,91 — y2) € graph(A) und damit y; = yo.

Sei nun

M:={z | (z,y) € graph(A)}
und R: M = dom R ¢ H — H definiert durch Rz = Bx. Nach obigen Uberlegungen
ist R unabhéngig von der Wahl von B. Es ist insbesondere graph(R) = graph(A).
Also ist R eine abgeschlossene Erweiterung von A mit R ¢ B. Da B eine beliebige
abgeschlossene Erweiterung ist, ist R = A. O

Beispiel 6.1.4. Sei H = L?(R), dom A = C*(R), dom B = C}(R) und A bzw. B
wirken auf ihren Definitionsbereichen als i%. Es ist A ¢ B. Beide Operatoren sind
nicht abgeschlossen: Sei ¢ € H'(R)\C!(R). Dann gibt es ¢; € CX(R) mit ¢; — ¢
in H'(R), also ¢; — ¢ in L* und ¢} — ¢’ in L* (wobei ¢’ i.A. nur eine schwache
Ableitung ist). Damit ist (¢;,i¢}) € graphB > graphA, aber (¢, i¢’) ¢ graphB. Also
sind A, B nicht abgeschlossen.

Aber die obigen Uberlegungen zeigen, dass C: domC = HY(R) <« L*(R) — L?(R),
@ > i@’ abgeschlossen ist und H'(R) ¢ dom A c dom B ist. Damit ist C = A = B.

Lemma 6.1.5 (Spursatz in 1D). Die lineareAbbildung
res: C*([0,1]) = H'([0,1]) = C, ¢ ¢(0)
hat eine stetige Fortsetzung zu res: H*([0,1]) — C. D.h. insbesondere: Es gibt es C > 0
mit
£(0)] < Cllp] -

Fiir ein ¢ € L?([0,1]) macht ¢(0) keinen Sinn, da man von ¢ Realisierungen mit
beliebigen Werten in 0 finden kann. Das letzte Lemma sagt, dass dies fiir H'([0, 1])
anders ist und man ¢(0) einen eindeutigen Wert zuordnen kann. Analog geht das
natiirlich fiir jeden anderen Wert, wie ¢(1).

Beweis. Fiir ¢ glatt ist p(t) = ¢(0) + Sé ¢'(s)ds und damit

6 (0)] = ’so(t) - [ s < o]+ 141

1
0(0)? <f0 2o®) + |0 2)dt < 2l

*graph(A) ist der Abschluss in H ® H
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Damit ist res von C*([0, 1]) mit der H!-Norm nach C beschrinkt. Mit Lemma 3.1.3
folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe des Spursatzes kénnen wir

Hy ([0,1]):=={p € H'([0,1]) | #(0) = ¢(1) = 0}

definieren und erhalten auch aus dem Spursatz, dass H{ ([0,1]) = H([0, 1]) abgeschlos-
sen ist und damit selbst ein Hilbertraum ist.

Beispiel 6.1.6. Sei H = L*([0,1]) und A =iL: C*((0,1)) = L*([0,1]) — L*([0,1]).

Dann sieht dhnlich wie im letzten Beispiel, dass B: H([0,1]) = L?([0,1] — L*([0, 1],
p — iy, eine abgeschlossene Erweiterung von A ist. Allerdings ist hier diese nicht der
Abschluss:

Der Operator C: H}([0,1]) = L2([0,1] — L2([0,1], ¢ +> i¢’ ist A: Aus dem Spursatz
folgt
graph C = {(,i¢") | € Hy([0,1])} = graphA

und damit C' = A nach Satz 6.1.3.

6.2. Adjungierte
Definition 6.2.1. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Sei
dom A*:={x e H |dye HYzedom A : {Az,x)g ={z,¥)u}

Fiir jedes x € dom A* setzen wir A*x = y und nennen A*: dom A* ¢ H — H den zu
A adjungierten Operator.

A* ist wohl definiert, da y wegen der Nichtdegeneriertheit von {.,.>r und der Dichtheit
von dom A in H eindeutig ist.

Ist A ¢ B, dann ist B* < A*.

SeiT: HOH — H® H, (¢,¢) — (=, ¢). Dann ist T eine Isometrie mit 72 = Id
und (TU)* = TU* fiir alle linearen Unterrdume U < H @ H.

Dann ist (¢,) € (T (graph(A)))+

genau dann, wenn {(¢, ), (—Az, 2))gen = 0 fiir alle z € dom A
genau dann, wenn (¢, Az) = (1), z) fiir alle z € dom A

genau dann, wenn ¢ € dom A* mit ¢ = A*p.

Damit ist insbesondere graph(A*) = (T(graph(A)))*.
Satz 6.2.2. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Dann gilt
(i) A* ist abgeschlossen.

(i) A ist genau dann abschliessbar, wenn dom A* dicht ist. In diesem Fall ist dann

A= A**,

79



6. Unbeschrankte Operatoren

(iii) Ist A abschliessbar, dann ist A* = (A)*.

Wir kénnen nach Definition der Adjungierten A** erst bilden, wenn A* dicht definiert
ist.

Beweis. (i) Das folgt direkt aus graph(A*) = (T(graph(4)))* und Lemma 1.2.3.

(i) Es ist nach Lemma 1.2.3 und obigen Uberlegungen

graph(A) = (graph(A)*)* = (T*graph(A)")* = (T(Tgraph(A)))" = (Tgraph(4*))~
Ist A* dicht definiert, dann ist (T'graph(A*))* = graph(A**) und somit dann A = A**
also A auch insbesondere abschliessbar.

Sei nun A* nicht dicht definiert. Dann gibt es ein 1 € (dom A*)*\{0} und es gilt
{(,0), (2, A*2))@n = 0 fiir alle z € dom A*. Damit ist (0,4) € T(graphA*)+ =
graphA. Wire A abschliessbar, wire A0 = 1) # 0, was den Widerspruch gibt.

(iii) Das folgt aus

A Q7 @ grer @ (gyx, O

6.3. Selbstadjungiert vs. symmetrisch

Definition 6.3.1. Sei A ein dicht definierter linearer Operator auf H. Wir nennen A
symmetrisch, falls fiir alle z,y € dom A gilt:

(Az,y) = (x, Ay).
Wir nennen A selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist und dom A = dom A* gilt.

Nach Definition von dom A* sieht man direkt: A ist genau dann symmetrisch, wenn
A c A* ist. A ist genau dann selbstadjungiert, wenn A = A* gilt.

Nach Satz 6.2.2 ist ein symmetrischer Operator immer abschliessbar, da dom A* dann
immer dom A enthélt und somit dicht in H ist. Auch nach Satz 6.2.2 gilt dann A = A**.

Damit haben wir: Ist A symmetrisch, dann ist A* eine abgeschlossene Erweiterung. Es
muss also gelten
Ac A® < A%,

War A selbst schon abgeschlossen ist das linke  schon eine Gleichheit. Was A schon
selbstadjungiert, sind alles Gleichheiten.

Beispiel 6.3.2. Sei D =iL: HY(R) = dom D < L*(R) — L?(R). Dann ist

dom D* = {p e L*(R) | Iy e L*(R)Vf € H'(R): f—lf dx*ff r)dzx}.
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Da D = Dlcx(r) ist (Beispiel 6.1.4), ist mit Satz 6.2.2.iii somit
dom D* —{goeLQ(R)|31/)EL2(R)erC§°(R): J—lf dx*Jf }
:{@GLQ(R)HweLQ( WfeCP(R Jf x)ip(x dx—Jf }

Aber das heisst, ¥ muss die schwache Ableitung von iy sein. Nach UA32 ist somit
¢ € HY(R). Andererseits ist somit jedes ¢ € H*(R) auch in dom D*. D.h. dom D* =
HY(R) und D ist wesentlich selbstadjungiert.

Andererseits ist C' = 1 <L mit Definitionsbereich Hg ([0, 1]) (also Dirichletrandbedingun-

gen) aus Beispiel 6.1.6 nicht selbstadjungiert — es ist C* = i% mit Definitionsbereich
H([0,1]).

Satz 6.3.3. Sei A ein symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist selbstadjungiert.
(ii) A ist abgeschlossen und ker (A* + i) = {0}.
(iti) Bild (A + 1) = H.

Beweis. (1) = (ii): Aus selbstadjungiert folgt aus (i) von Satz 6.2.2, dass A abge-
schlossen ist. Sei nun ¢ € ker (A* + i) (— wird analog gehen). Dann ist wegen Selbst-
adjungiertheit Ap = —ip. Dann folgt (analog wie fiir beschriankte selbstadjungierte
Operatoren)

K, ) = p,ip) = {p, —Ap) = (=Ap, p) = ip, ) = =Ky, p).
Also ¢ = 0.

(i) = (iii): Sei ¢ € Bild (4 — i)*. Dann ist ((4 —i)p,®) = 0 fiir alle ¢ € dom A
und damit ¢ € dom (A* + i) mit (A* + i)y = 0. Nach (ii) ist dann ¢ = 0 und damit
Bild(A—1i) = H.

Es bleibt zu zeigen, dass Bild (A — i) abgeschlossen ist: Sei z; € dom A und y € H mit
(A —1i)z; — y. Wegen
I(A = D)z]* = [ Azi|* + [z

konvergiert dann auch x; in H gegen ein x und Ax; gegen ein z. Da A abgeschlossen
ist, ist © € dom A und z = Az. Insbesondere ist somit y = (A —i)z. Also ist das Bild
abgeschlossen. (analog wird die Aussage fiir +i gezeigt).

(iil) = (i): Wir miissen dom A = dom A* zeigen. Sei x € dom A*. Da Bild (A—i) = H
ist, gibt es ein z € dom A mit (A — i)z = (A* —i)(z). Da A symmetrisch ist, ist
z € dom A* und (A* —i)(z — ) = 0. Andererseits folgt aus Bild (A + i) = H, fiir
alle y € H gibt es ein v € dom A mit y = (A + i)u. Somit ist dann (y,z — x) =
(u, (A* —i)(z — x)) = 0. Damit muss z = x sein und somit x € dom A.

81

Vorl. 22
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Definition 6.3.4. Ist A ein dicht-definierter, abschliessbarer Operator auf einem
Hilbertraum H, dessen Abschluss selbstadjungiert ist, dann heifit A wesentlich selbst-
adjungiert.

Dann folgt direkt aus letztem Satz und dessem Beweis:

Folgerung 6.3.5. Sei A ein symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist wesentlich selbstadjungiert.
(i) ker (A* +1i) = {0}.
(iii) Bild (A +1) ist dicht in H.

6.4. Spektrum unbeschrankter Operatoren

Die Definition des Spektrums ist wie bei beschrankten Operatoren nur, dass man fiir
die Elemente in der Resolventenmenge zusétzlich fordert, dass der inverse Operator
beschrinkt ist, da das kein Automatismus mehr ist.

Definition 6.4.1. Sei A: dom A ¢ X — X ein Operator. Die Resolventenmenge p(A)
ist die Menge aller A\ € C, so dass A — AId bijektiv ist und eine beschréankte Inverse
besitzt. Dann nennen wir Ry (A):=(Ald — A)~! die Resolvente von A in \. Die Menge
o (A):=C\p(A) heifit Spektrum von A.

Die Aufspaltung in Punktspektrum, residuelles Spektrum und stetiges Spektrum wird
noch genau wie bei beschrinkten Operatoren getroffen. Allerdings ist o(A) nun nicht
mehr kompakt:

Beispiel 6.4.2. Sei f: C°(R,R) unbeschrinkt (z.B. f(z) = x) und dom M:={¢p €
L?(R) | fo € L*(R)}. Dann ist M: dom M < L*(R) — L?(R) ein unbeschrinkter
Operator und nach UA selbstadjungiert. Es gilt o(M) = Bild f (wird genau wie im
Falle beschrankter Multiplikationsoperatoren gezeigt).

Was man allerdings mit ganz analogem Beweis zum beschrankten Fall (Satz 5.1.2)
zeigen kann:

Satz 6.4.3. Sei A: dom A ¢ H — H ein dicht definierter Operator. Dann ist o(A)
abgeschlossen und die Resolventenabbildung analytisch.

Im Unterschied zu beschriankten Operatoren kann das Spektrum allerdings sogar leer
sein:

Beispiel 6.4.4. Sei A = i-L mit dom A:={p € H'([0,1]) | ¢(0) = 0} = L*([0,1]). Sei
A€ Cund By: L?([0,1]) — L*([0,1]) definiert durch

X

Bi(9)(z)=i j A=) (5 ds.
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Dann rechnet man direkt nach, dass | Bx¢|rz < |¢| Lz ist und damit B, ein beschrankter
Operator ist. Weiterhin gilt: (Bxp)(0) = 0. Damit ist ByL?([0,1]) = dom A und es gilt
(A — X)Byp = o fiir alle p € L*([0, 1]) sowie By(A — X) = Id|dom 4. Also ist A € p(A)
und damit o(A4) = &.*

Fiir selbstadjungierte Operatoren gilt

Lemma 6.4.5. Sei A: dom A ¢ H — H selbstadjungiert. Dann ist c(A) < R und es
gibt kein residuelles Spektrum. Ist A zusdtzlich nichtnegativ, also (Az,x) = 0 fir alle
x € dom A, dann ist 0(A) c [0,0).

Beweis. Sei A\ = a +ib mit b # 0. Sei B = b~ (A — a) mit dom B = dom A. Dann ist
B selbstadjungiert und B —ild = b~1(A — AId). Aufierdem gilt

|(B — ild)a|* =((B® + 1)a,z) > .

Damit ist B —ild: H — Bild (B — ild) bijektiv. Nach Satz 6.3.3 ist Bild (B — ild) = H.
Es bleibt zu zeigen, dass (B — ild)~! beschrinkt ist (dann hat auch A — AId ein
beschranktes Inverses und damit wére A ¢ o(A)) - aber das folgt direkt aus obiger
Ungleichung mit x = (B —ild) "ty fiir y € H.

Sei nun A € 0(A) < R und kein Eigenwert, also A — Ald injektiv. Dann ist A —
Ald: dom A — Bild (A — AId) bijektiv. Sei v € (Bild (A — AId))*. Nach Definition des
Definitionsbereich des adjungierten Operators ist (Bild (A—AId))* < dom (A4* —\Id) =
dom (A—MId). Sei ¢ € (Bild (A—AId))*. Dann ist [(A—A\)|? = {(A—=N)(A=N), ) =
0 und somit ¢ € ker (A — X\) = {0}. Insbesondere ist damit Bild (A — AId) dicht in H
und A kann nicht im residuellen Spektrum sein.

—~

Sei nun A zusétzlich nichtnegativ und A € (—o0, 0]. Dann geht der Beweis ganz analog
zum beschriinkten Fall: Es ist [[(A — Ad)z|? = | Az|? — 2MXAx, z) + \2|z]? = \?|z>.
Also ist A — X injektiv und nach obigen Uberlegungen, damit Bild (4 — AId) dicht in H.

Es bleibt zu zeigen, dass (A — AId)~!: Bild (4 — A\Id) — H beschrinkt ist. Dies folgt
jedoch direkt aus obiger Ungleichung [[(A — Ald)z|? > A\?|z|>. O

Wir erwarten auch fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren einen dhnlichen
Spektralsatz wie fiir beschréankte. Da wir jedoch nun gesehen haben, dass das Spektrum
nicht kompakt ist, wird die Spektralfamilie nicht mehr beschrénkt sein — d.h. wir wollen
die letzte Bedingung in der Definition einer beschriankten Spektralfamilie ersetzen:

Definition 6.4.6. Eine Spektralfamilie auf einem Hilbertraum H ist eine Abbildung
E:R — L(H) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ex:=E()) ist fiir alle A € R ein Projektionsoperator, d.h. E3 = E).

(ii) Aus A > p, folgt E\ > E,,.

*Fiir A mit Definitionsbereich {p € H([0,1]) | ¢(0) = (1) = 0} funktioniert das nicht mehr, das
B¢ i.A. die Randbedingung bei z = 1 nicht mehr erfillt.
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6. Unbeschrankte Operatoren

(iii) Die Familie (E))aer ist stark linksstetig, d.h. fir alle p € R und v e H gilt

lim Fyu = E, u.
A a

(iv) limy—_o Exu = 0 und limy_,o, E\u = u fir alle u € H.

Ahnlich wie bei einer beschrinkten Spektralfamilie sieht man, dass eine Spektralfa-
milie einen Operator Sio & AdEy definiert (allerdings dieses Mal in Analogie zu einem
uneigentlichen Riemann-Integral).

Satz 6.4.7. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann gibt es genau eine
Spektralfamilie (E)) e, so dass A = SO_OOO ME).

Auferdem gilt
dom A = {x € H | J Nd{x, Exxyy < oo}.
R

Ist U: H — H eine Isometrie, dann ist UAU ™" = Siooo MUENUY).

Kommutiere B € L(H) mit A, d.h. BA < AB (also dom BA < dom AB sowie
ABlaom BA = BA), dann kommutiert B mit jedem E).

Beweisidee/-schritte: Geeignet zuriickfithren auf beschrankte Operatoren und dort den
Spektralsatz benutzen:

Sei B = (Id+A2?)"! und C = AB. Dann sind B,C € L(H) und o(B = 0) € (0,1 = | B|].

Also ist B = Séﬁ AdF) fiir eine beschrinkte Spektralfamilie.

Sei s;(x) = X[%,;](m)% und P, = F1,.—F, P, = F;,—F_%1 fiir ¢ > 2. Sei H; = Bild P;.
Damn gilt H = @&;H;, domA = {u € H | 37, |Au;|®> < o} und s;(B)B = P,
Insbesondere ist A;:=A|y, € L(H;) selbstadjungiert. Wendet man fiir jedes A; den

Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren an, kann man dann alles zu
einer Spektralfamilie von A zusammenbauen.

Die Bedingung in der Darstellung von dom A bedeutet, dass |Ax|?(= (A%z,x)) endlich
sein soll, also Ax € H ist.

Was kann man an der Spektralfamilie zu A ablesen?
e Nep(A) <= Fe>0: Ex,—c = Exgte
o A €0cont(A) < E) ist stark stetig in Ao, d.h. lim.,o Exy4c — Exg—c = 0.
o Neoy(A) < E, ist nicht stark stetig in Ao.

Beispiel 6.4.8. Fiir Multiplikationsoperatoren mit f: Q < R™ — R messbar gilt
wieder Fhu = xf<au.
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Beispiel 6.4.9. Wir betrachten i-L: H'(R) = L?(R) — L*(R), der nach Beispiel 6.3.2
selbstadjungiert ist.

Sei U: L*(R) — L?(R) die Fouriertransformation ¢(£):=(U"1p)(£) = \/% § €7 p(z)dz.
Diese ist unitér, vgl. [4, Satz 2.3.15]. Dann ist [4, Satz 2.3.4]

Ui%U_lf(x) =zf(x).

Damit ist

und insbesondere o(i-1) = R.

Die Funktionen e~'**, die in der Spektraldarstellung vorkommen, erfiillen

d —izA —izA

i— = e ¥,
e e
Sie sind also Eigenfunktionen, allerdings nicht im Sinne von unserer Definition von
Spektrum, da diese Funktionen nicht in L?(R) sind. Der Operator i-L auf H!(R) <
L?(R) hat auch gar keine Eigenwerte (im Sinne der Definition des Punktspektrums).
Um das zu unterscheiden, werden solche Losungen verallgemeinerte Figenfunktionen

genannt. Mehr dazu spater.

Im letzten Beispiel gibt es kein Punktspektrum, also muss nach Lemma 6.4.5 das
gesamte Spektrum kontinuierlich sein und somit (A —AId)~!: Bild (A— Ald) — H nicht
beschriinkt sein. D.h. es gibt eine Folge z; € dom A mit ||z;| > 1 und ||(4 — A\Id)z;| — 0.

In obigem Beispiel kénnen wir eine solche Folge mit Hilfe der verallgemeinerten Eigen-
funktionen und Abschneidefunktionen finden: Sei 7y: R — R glatt mit ng|[_j 1 = 1,
Neljz)<2% = 0 und |n},| < 2. Dann ist |72 > 1 und

(2w

D.h. so hiatten wir auch ohne den Spektralsatz sehen kénnen, dass R das Spektrum
ist. (Aber natiirlich ist es wie bei Matrizen, nur die Eigenwerte gibt nicht die gesamte
Information zur Matrix, sondern man braucht dort auch jeweils die Eigenrdume.)

2

= |nfp(x)e™? )5 < Z(4k)F — 0. (6.1)

o

Bevor wir hier weitermachen: Wie bei beschrankten selbstadjungierten Operatoren
kann man den Spektralsatz nutzen um f(A) fir geeignete Funktionen f zu definieren:
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Satz 6.4.10. Sei f: R — C stetig und sei A = Siooc AEy ein selbstadjungierter
Operator auf einem Hilberraum H. Dann ist

sa= [ i,

ein Operator mit Definitionsbereich
0
dom fy={ae | [ GOV diaBroon |
—00

Ist f beschrinkt, dann ist f(A) e L(H) mit |f(A)| < |flew- Ist f(z) = Xp_, axz® ein
Polynom, dann f(A) = X,_, axAF.

Beweisidee: Erst einmal fiir f Polynome und da dann wie fiir das stetige Funktionalkalkiil
fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren. Man muss nur zusétzlich immer auf den
Definitionsbereich aufpassen.

Damit kann man z.B. fiir A € p(A) die Resolvente Ry(A) darstellen als

Ry(A)=(A-)N"1= F (u—N)"'dE, € L(H).

—00

Auflerdem gilt wie bei einer beschrankten Spektralfamilie fir f ist konstant eins:*

o0
2 = (dw, u) — J & Exu, ua.
—®

Schauen wir noch einmal auf die Charakterisierung des Spektrums (von vorhin mit id%):
Es gibt eine Folge z; € dom A mit |z;| > 1 und | (A — Ald)x;| — 0. Diese Folge gibt es
auch, falls A ein Eigenwert ist (wihle x; konstant eine zugehorige Eigenfunktion). Bevor
wir uns anschauen, wie wir diesen Effekt durch eine Zusatzbedingung an die Folge
ausschliessen kénnen und damit fast immer im stetigen Spektrum landen, nehmen wir
eine leicht andere Zerlegung des Spektrums vor.

Definition 6.4.11. Sei A: dom A ¢ H — H selbstadjungiert. Wir sagen A liegt im
diskreten Spektrum von A (X € ogisc(A)), falls A ein Eigenwert mit endlicher Multiplizitét
ist und es ein € > 0 mit o(A) N (A — €, A + €) = {\} ist.

Oess(A):=0(A)\oaisc(A) nennen wir essentielles Spektrum von A.

Das essentielle Spektrum besteht also aus dem kontinuierlichen Spektrum und allen
Eigenwerte unendlicher Multiplizitdt. Insbesondere ist A im essentiellen Spektrum falls
dim Bild (E\y¢ — Ex—¢) = o0 ist fiir alle € > 0.

Lemma 6.4.12. FEs ist Bild (E,, — E,,) < dom A.

*Deshalb heiit £y manchmal auch resolution of the identity.
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Beweis. Wir wollen die Beschreibung von dom A aus Satz 6.4.7 nachrechnen: Dazu sei
0B.dA k> pund x = (E, — E,)u. Mit ExE, = E,EX = E, fur i < X erhalten wir:

o] o]
J Nd{z, Exx)y = f Nd(E, — E,)u, Ex(E, — E,)uyn
o0 o]

K o0 K
— " N, (B - By + J N, (Bn — Exyudy = | Ndu, Exudn

K K

Somit haben wir

0 K
[ xato Baya| < maxtl, el [ atu Bradis < ol a2l <.
—© I3

Also ist = € dom A. O

Das néchste Lemma sagt uns, dass im Falle von kontinuierlichen Spektrum, diese Folge
x; schwach konvergent zu Null gewdhlt werden kann.

Lemma 6.4.13. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann
ist Ao € 0ess(A) genau dann, wenn es eine Folge x; € dom A mit |z;| = 1, z; > 0 und
I(A = Xo)zs]| — 0 gibt.

Beweis. Sei A = Sofoo AEy und Ag € 0ess(A). Damit ist dim Bild (Ex, e — Exg—c) =
fiir alle € > 0 und wir kénnen rekursiv eine Folge x; € Bild (Ey ;1 — Ej _1) mit
[;| =1 fiir alle ¢ > 1 und {z;, x5y = 0 fir alle 1 < k < ¢ finden. Damit ist nach letztem
Lemma x; € dom A und es ist

[(A = Xo)ax|* =((A = Xo)?wy, xx) = joc (A = Xo)*d(Bxay, zx)

Xtk 1
= f (A = Xo)?dExzy, zx) < pkaHQ

Da die x), paarweise orthogonal stehen, gilt 2 —> 0. Also ist () die gesuchte Folge.

Sei nun zj eine solche Folge und es ist zu zeigen, dass \g € ogess(H) gilt: Es muss
Ao € 0(A) sein, da (A — \g) ™! nicht beschriinkt sein kann. Angenommen \g € ogisc(A).
Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass E konstant auf [Ag — €g, A\g] und (Mg, Ao + €o] ist und
dim Bild (Exy1e, — Exg—e,) < © ist. Somit haben wir

a0 Ao—¢€o 0
H(A — Ao)kaQ =f ()\ — )\0)2d<E)\.’L‘k, l‘k> = 6(2) (J- —l—J ) d<E,\a:k,xk>
0

— —00 Ao+e€o
0 Ao+e€o
2
=€y J — d<E)\wk,:Bk>
—00 Ao—€o

=5 (lzkl* = (B reo = Eno—eco) Tk 7)) -
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Da dim Bild (Exy1e, — Exg—ep) < 0 18t Exgteo — Exg—e, €in Operator endlichen Ranges
und damit insbesondere kompakt. Nach Lemma 4.0.10 folgt somit aus z; — 0, dass
{(Exgt+eo — Erg—eo )Tk, Ty — 0 flir & — oo gilt. Damit folgt fiir k& — oo insgesamt
0 > €2, was den Widerspruch gibt. O

6.5. Schrodingeroperatoren

Wir betrachten nun Schrédingeroperatoren — der Laplace A = — 7' % auf R™
k

plus ein Potential V: R™ — R auf dem Hilbertraum L?(R"). In Anwendungen ist das
Potential zumeist von unten beschriankt, deshalb beschrankten wir uns auch darauf
(auBer beim Coloumbpotential (fiirs Wasserstoffion)).

H=A+V,
hier wirkt V' als Multiplikationsoperator.

Betrachten wir zunéchst nur V' = 0: Als Definitionsbereich wéhlen wir zunéchst C° (R™)
und nennen H \Cgo () =: Ho. Dann ist Hy ein dichtdefinierter symmetrischer Operator.
Man kann nachrechnen, dass dom HF = H?(R") mit H¥¢ = Ap, wobei Ay hier die
Summe der zweiten schwachen Ableitungen a‘%gp ist. Insbesondere sieht man, dass H

dichtdefiniert und abgeschlossen ist und man rechnet nach, dass H{ selbstadjungiert
ist. Damit ist nach Satz 6.3.3 Hy abschliessbar mit H:=Hy = (Hy)** = H{. Also ist
H mit dom H = H?(R") selbstadjungiert.

Ist V e L*(R"™), dann ist V' damit ein beschrankter Multiplikationsoperator auf R™.
Somit ist H = A + V auch auf dom H = H?(R") definiert.

Ist V von unten beschriinkt, aber insgesamt unbeschrinkt, folgt aus ¢ € H2(R™) nicht
mehr Vi € L?(R"). Trotzdem hat Hy = A + V: CX(R") < L*(R") — L*(R") eine
selbstadjungierte Erweiterung — die Friedrichs-FErweiterung.

Konstruktion Friedrichs Erweiterung Sei A: domA ¢ H — H ein dichtdefinier-
ter, symmetrischer Operator mit A > Id. Dann konstruieren wir eine nichtnegative
selbstadjungierte Erweiterung wie folgt:

Wir definieren d(u,v):=(u, Avyy fiir alle u,v € dom A. Wegen A symmetrisch und

A > 1Id ist d ein inneres Produkt auf dom A. Sei H4:=dom Ad. Dann ist Hy ein
Hilbertraum und wegen d(u,v) = (u,vyy gilt Hy < H.

Nun definiert ¢, (v € Ha) = {v,uyy fir jedes u € H ein Element ¢, € H%. Nach dem
Rieszschen Darstellungssatz, Satz 1.2.7, gibt es somit ein w € Hy mit £, (v) = d(v, w).
Wir setzen D:={w € Hy | Jue H: Yv e Hy : (v,u)y = d(v,w)} und A: we D c
H — ue H,y. (Wohldefiniertheit von A folgt wegen Dichtheit von dom A in H und der
Nichtdegeneriertheit von <., .>r.) Es ist dom A ¢ D und A\domA = A. Man kann nun
noch nachrechnen, dass A auch selbstadjungiert ist und noch immer A > Id erfiillt.

Dieses A heifit dann Friedrichs-Erweiterung von A.
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Die Voraussetzung A > Id ist keine Einschrankung: Ist A > pld, dann ist die Friedrichs-
Erweiterung von A — (u — 1)Id plus (z — 1)Id die gesuchte Erweiterung (da (p — 1)Id
beschrankt und selbstadjungiert ist). Friedrichs-Erweiterungen sind niitzlich, wenn der
Operator nicht wesentlich selbstadjungiert ist oder es einfach nur schwierig zu zeigen
ist, dass er wesentlich selbstadjungiert ist.

Die Friedrichs-Erweiterung von A: C*(R") < L*(R™) — L?(R") ist genau der selbst-
adjungierte Operator von oben mit Definitionsbereich H?(R™).

Aber allgemeiner wissen wir nun, dass Schrodingeroperatoren auf C(R™) mit nach
untem beschrianktem Potential eine selbstadjungierte Erweiterung haben. In vielen
Situationen (z.B. wenn V € L2 (R") ist, [6, Thm. X.26]) sind diese Operatoren
auch wesentlich selbstadjungiert und damit die Friedrichs-Erweiterung die eindeutige
selbstadjungierte Erweiterung. Man kann zeigen, dass fiir symmetrische Operatoren A
mit A > Id gilt: A ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn ker A* = {0} ist,
was genau dann der Fall ist, wenn A nur eine von unten beschrénkte selbstadjungierte

Erweiterung besitzt [6, Thm. X.28].

6.5.1. Regularitat
Wir haben

Bsp. 1.1.2.iii

Satz 4.0.12 2 /. n .. .
=""{feL*(R") | Vae N",|a| < k: Es existieren die schwachen

Ableitungen D f und D°f € L*(R™)}.

H*(R™)

Mit Hilfe von Fouriertransformationen* kann man zeigen':
HYR™) = {f € P(R") | (1+A)%f e L*(R"))

und die H*-Norm ist dquivalent zur Norm [(1 + A)% f| .

Dies gibt uns sofort elliptische Abschatzungen fir den Laplaceoperator

Lemma 6.5.1. Sei f e H*(R"), k> 2 und Af = ue H*"2(R"). Dann gibt es eine
Konstante ¢ = ¢(n, k) mit

[l < elul gre + [ f]2)-
Beweis. Sei zuniichst k = 2 (HY = L?). Dann ist

[fle < el(X+ A)fllee < elullz2 + [ f]2)-

“Da £l = Iflz2 ist und Df(€) = (i€ f(€)
T(1 4+ A)2 ist hier mit dem Funktionalkalkiil ’f(A)’ wie in Satz 6.4.10 definiert.
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Allgemein gilt fiir f e CF(R™)

[flae = D5 ID%flaz < D) e(JAD*flez + D f]L2)

|a|<k—2 |a|<k—2

=c| 2 clDAflre + D flrz | = elful s + |flmr-2)-

|| <k—2

Iterative Anwendung (und Nutzen von||f| g < | f|gs fir ¢ < j) ergibt die Behauptung
fir f e C*(R™) und damit fiir ganz H*. O

Sei ) = R™ eine offene Teilmenge. Wir setzen HE (Q)::CT(Q)H'”H’“ und

c

H*(Q):={f e L*(Q) | Vo e N, |a| < k : Es existieren die schwachen
Ableitungen D f und D*f € L*(Q)}.

Es ist H}(Q) ¢ H*(Q) fiir Q beschréinkt und k > 0 (die Konstante ist H* aber nicht
in H}). AuBerdem gilt Lemma 6.5.1 dann auch ganz analog fiir H*(€2).

Fiir Anwendungen in PDE sind wichtige Sétze
Satz 6.5.2. Sei Q) < R" eine beschrinkte und offene Teilmenge oder €2 = R™.

(i) (Sobolevscher Einbettungssatz) Sei f € H™(Q) und m > k +n. Dann gibt es ein
ge CF(Q) mit f = g fast diberall. Man schreibt kurz: f e C*(Q).

Insbesondere gibt es ein ¢ = c(m,n) mit | f|cx < c|flam.

(i) (Spursatz) Sei S beschrinkt und offen mit 0S eine glatte Untermannigfaltigkeit.
Dann hat res: C*(2) — C*(0Q), f — floa, eine stetige Fortsetzung

res: H*(Q) — L?(09).
Wir schreiben f|aq:=res f.
Insbesondere ist H}(Q) = {f € H*(Q)| floa = 0*}.
(iii) (Rellich-Kondrakov) Sei §) beschrinkt und offen. Dann ist die Inklusion H{g (2) —

(@
Hgg)_l(Q) kompakt.”

Beweisskizze. (i) Skizze nur fir Q@ = R™ — mit Fouriertransformationen:

A

[l = Sjajem 165 F©) 22 = el (1 + 1€1%) % F(©)] 12

Weiterhin ist - .
ID* fllco < ex| D> fllzr = ex] |1 F(E)]

*Hier 0 als Element in L2(09).
TDer Index (0) bedeutet, dass die Aussage sowohl fiir die H- als auch die Ho-Raume gilt.
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und damit

Nl FOlr < [ 1+ 16)'F 1) vl

< ([ asiermiierac) ([ a+ier " o).

)

<oo  fir m>k+%

Fir  beschrankt und offen kann man z.B. zuerst zeigen [1, S. 146 f.], dass man f €
H*(Q) zu einem Element in Ef € H*(R™) derart fortsetzen kann, dass | E f| grirn) <
c| fllgx (mit ¢ von f unabhéngig) ist und dann obiges Resultat anwenden.

(ii) Erst einmal fiir Q = {x € R" | 2,, > 0} auch wenn dieses € nicht beschrénkt ist

(deshalb res nur auf C () definieren). In Richtung von x,, mit Hauptsatz der Analysis
(wie in Lemma 6.1.5) und dann Integration iiber die restlichen Koordinaten.

Fir ©Q wie im Satz: Zerlegung der Eins und geeignete Koordinaten auf der Unter-
mannigfaltigkeit, so dass in Koordinaten 0§2 wie der Rand des oberen Halbraumes
aussieht.

(iii) Fiir Hy mit Fouriertransformationen und Satz von dominierter Konvergenz (und
erst einmal fiir m = 1). Fiir H mit so einem Fortsetzungsoperator E wie oben beschrie-
ben, dann auf einem grofleren Gebiet Abschneidefunktionen und das Resultat fiir Hy
benutzen.

Folgerung 6.5.3. Sei f € H? (R") mit Af =ue C®(R"). Dann ist f € C*(R").

loc

Sei f € HR (R™) mit Af = \f. Dann ist f € C*(R").

oc

Beweis. Sei 2 « R™ beschrinkt und offen. Dann impliziert f € H? _(R"), dass f|q €
H?(Q) ist. Da u glatt ist, ist u|g € H*(Q) fiir alle k. Elliptische Abschitzung wie in
Lemma 6.5.1 gibt somit f € H*() fiir alle k¥ und damit ist nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz f glatt.

Gleiches Argument, rekursiv genutzt, gibt die zweite Behauptung. O

6.5.2. Spektra einiger Schrodingeroperatoren

Nach Lemma 6.4.5 besteht das Spektrum von der selbstadjungierten Erweiterung H =
A + V nur aus isolierten Eigenwerten endlicher Multiplizitat (das diskrete Spektrum)
— hier sind die zugehorigen Eigenfunktionen nach Folgerung 6.5.3 automatisch glatt —
und dem essentiellen Spektrum.

Das essentielle Spektrum ist eine Eigenschaft des Operators im 'Unendlichen von R™’
im folgenden Sinne:

Lemma 6.5.4. Sei R > 0. Es ist \g € 0ess(H) genau dann, wenn es eine Folge
p; € dom H mit supp p; < R™\Bg(0)* und ||(H — Xo)wi|rz — 0 fiir i —> oo gibt.

*D.h. fiir ; € L2, dass es eine Realisierung von ¢; mit Support in R™\Br(0) gibt.
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Beweis. Nach Lemma 6.4.13 gibt es eine Folge u; € dom H mit |Ju;]|g2 = 1, u; = 0 und
”(H — )\o)uiHLZ — 0 fiir ¢+ — oo.

Wir zeigen als erstes, dass u; eine beschrinkte Folge in H?(R"™) ist:

lui| 2 < e (1 + A)uil L2 @ny < e (H — Ao)uil 2wy +el (1 =V + Xo)uil L2 (i=v—ao})

Vunterh. beschr.
< | (H — Xo)ui| 2 mny + cmax{l —V + Ao} — cmax{l — V + Ao}.

Nach Rellich-Kondrakov konvergiert somit u; auf allen beschrinkten offenen Teilmengen
Q < R™ schon stark in H!(Q), also insbesondere auch in L?(2), konvergiert. Da u;
schwach in L? gegen Null konvergiert, folgt mit Lemma 4.0.2.i, dass u;|q — 0 in L? ist.

Sei nun 7;: R" — R glatt mit supp 7; © R"\B1(0), |1 c2 < +. Dann gilt
1
ICF=X0) ) < Sl + 10 = Nl = 0

AuBerdem gilt n;u; %0 und

U= Juil 2 < njuilee + (4 =ny)uillez < [mjuilez + Juil L2 uppn,) — 10f |njuilze.
Damit muss inf; [n;u;|z2 > 0 sein und ¢; = % fir j > R™! ist die gesuchte
Folge. O

Beispiel 6.5.5. Wir betrachten A: H*(R) < L?(R) — L?*(R). Es ist A > 0 und
selbstadjungiert. Das Spektrum ist nach Lemma 6.4.5 damit eine Teilmenge von [0, c0).

Es ist Ael&® = [£]2eX6%) fiir alle € € R™. Da e<&% ¢ L? ist, ist €% keine Eigen-
funktion im funktionalanalytischen Sinne. Aber wie bei i% koénnen wir e&* mit
Abschneidefunktionen multiplizieren, um zu sehen, dass |¢|? im essentiellen Spektrum
von A ist. Also ist 0(A) = 0ess(A) = [0,00). Man kann analog wie bei i auch hier
wieder Fouriertransformationen verwenden, um die Spektralfamilie explizit hinzuschrei-
ben.

Beispiel 6.5.6. R3: H = A +V mit V(x) = *ﬁ beschreibt ein einzelnen Elektron
um einen Kern herum (z.B. das Wasserstoffion). In Dimension 3 ist V € L2 _ und damit
Hy=H |Cgo (r3) wesentlich selbstadjungiert. H sei der selbstadjungierte Abschluss (und
damit gleich der Friedrichs-Erweiterung) — Hier ist V' nicht von unten beschrinkt, wir
werden aber spéter sehen, dass es H schon ist, es also ein g € R mit H > uld gibt.

H hat also nur diskretes Spektrum und essentielles Spektrum. Das essentielle Spektrum
ist nach letztem Lemma eine Eigenschaft des Unendlichen von R™. Da geht aber V' gegen
Null und H sieht immer mehr aus wie der Laplace — wir erwarten also oess(H) = [0, 00).
Genauer:
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Sei \g € 0ess(H) und fiir R > 0 sei ¢; eine Folge wie im letztem Lemma. Dann ist
0 —((H = Xo)gi, piprz = {(V = Xo)pi, pipre

1
=V = Xo)@i, i) L2 (R3\ Br(0)) = <_R - Ao) |l L2

Also muss oess(H) < [0,00) sein. Um zu sehen, dass [0,00) wirklich das essentielle
Spektrum ist, kann man den Testfunktionen wie bei Laplace (ohne Potential) direkt
nachrechnen.

Wir kennen also nun das essentielle Spektrum. Das diskrete Spektrum (falls existent)

muss in [— mingegn V(z),0) liegen.

Beispiel 6.5.7. Sei H = A+V ein Schrodingeroperator auf C®°(R™) mit V(z) — oo fiir

|z| — co. Dann hat (die selbstadjungierte Erweiterung von) H nur diskretes Spektrum:

Das Spektrum ist nach Lemma 6.4.5 reell. Sei Ay € R. Dann gibt es ein R > 0 mit

V(z) = Ao+ 1 fiir alle z ¢ Br(0) < R™. Sei uw € CP(R™\Br(0) und |u| 2 = 1. Dann ist
H(H - )\0)’11”[,2 = <(A +V - )\0)U,U> = <u,u> =1.

Nach letztem Lemma kann A\¢ somit nicht im essentiellen Spektrum sein. Also kann H
nur diskretes Spektrum besitzen.

Im Gegensatz dazu:

Beispiel 6.5.8. Sei nun V ein periodisches Potential — periodisch in mindestens eine
Richtung, sagen wir x1, also V(z+aey) = V(z) fiir alle z € R™ und ein a € R. Auflerdem
sei Ve Li . (dann ist A + V|cwrny auf alle Félle wesentlich selbstadjungiert). Sei H
der selbstadjungierte Abschluss.

Angenommen A € o(H) ist Eigenwert zum Eigenwert A und sei ¢ € dom H eine
zugehorige Eigenfunktion. Dann ist ¢p: @ — ¢(x + akey) fiir alle k € Z auch eine
Eigenfunktion zum Eigenwert A. D.h. falls H Punktspektrum hat, hat jeder Eigenwert
darin automatisch unendliche Multiplizitat. H hat also nur essentielles Spektrum.

Die Frage ist natiirlich, wie man zumindest fiir geeignete, einfache Potentiale, die Eigen-
werte bestimmen kann. Sei also V' € leOC von unten beschrankt und H = A + V|Cgc (R™)-

Wie in Folgerung 6.5.3 kann man sehen, dass Eigenfunktionen von H zumindest in
allen Punkten glatt sind, in denen auch V glatt ist.

Wir wollen uns auf folgende Beispiele beschranken, um explizit das Spektrum zu finden:
(I) der quantenmechanische Oszillator*: V (z) = |z|?

(IT) Wasserstoffion: V(z) = 7\71| in Dimension 3.

Zu (I): Ist A ein Eigenwert, dann muss es also ein u € L2(R™) n C*(R™) mit Au(z) +
|z|?u(z) = Mu(x) geben.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)
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(a) n=1: —u"(x) + 2%u(z) = Au(z)

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichung wissen wir, dass fiir jedes
A € R der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional ist.

"Aber wir haben hier die Zusatzbedingung, dass u € L? sein soll. Dann gibt es

nur fiir abzahlbar viele A eine Losung und zwar genau eine: Der n.te Eigenwert
. . . 1 _22 .

Ap = n:— z hatzdle Eigenfunktion ¢, (x) = = 4ﬁHn(x)e T mit H,(z) =

(=1)me” d‘i” e~* (Die ¢, heien Hermite-Funktionen und H, heiflen Hermite-

Polynome.)

(b) Fiir n > 2 kann man fiir V(z) = 22 + 23 + ... + 22 den Ansatz machen u(x) =
ui(x1) - ... - up(z,) und so kann man das Problem in mehrere eindimensionale
Probleme zerlegen.* Dann erhilt man Eigenfunktionen uq(z1) - ... - up(2,) zum
Eigenwert Ay + ...+ A, wobei u; eine Eigenfunktion des 1D-quantenmechanischen
Oszillators zum Eigenwert \; ist.

Das letzte profitiert sehr davon, dass V' (z) Summe von Potentialen in jede Koordina-
tenrichtung ist. Fiir allgemeines radialsymmetrisches glattes Potential V() macht man
eher folgendes:

n =2: In Polarkoordinaten:

_Z ) = 2wt ) = 2 L) + VPl ) = ulr, )
a2 ulre) = -~ ulr e r264p2ur’<p ru(r, ) = Au(r, o).

Man macht den Ansatz u(r, @) = Y., ., fi(r)el*® (also Fourierreihe in der periodischen

Variable ¢ — fiir r fest ist, das genau die Spektralzerlegung von _6%22 auf H?(S') =

COO(Sl)HAHHz). Die €!*¢ sind genau die Eigenfunktionen von ;—22 Einsetzen liefert:

2
0

3 gike (‘ MO % ) + %fk(r) + V() fr(r) - Af/c<7")> =0

keZ
Dann muss fiir jedes k € Z

2
(L) ()= = FL) = LA + S o) + VO lr) = Afu(r)

sein. Wir haben also eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung auf (0, 00),
die ohne weitere Bedingungen wieder fiir jedes X\ einen zweidimensionalen Losungsraum
haben wird.

Wir brauchen also wieder Zusatzbedingungen (=Randbedingungen): u soll in L?(R?)
sein, also sollte auch f(r)e*? € L%(R?) sein.

Nun ist | fx(r)e*?|2, = 27§ | f(r)|*rdr. D.L. der richtige Hilbertraum fiir die Losung
von fy ist nicht mehr L?((0,0)) sondern ein gewichteter L?-Raum:

*Bilder der Eigenfunktionen fiir n = 2 unter https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/
simulations_html5/sims/2DQuantumHarmonicOscillator/2d_oscillator2.html
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Sei 2 < R” eine offene Teilmenge und p: 2 — R stetig, p > 0. Dann setzen wir

1
2

12(0)=C(Q) % mit |f € CF () |12 ( L f<x>|2p<x>dvol>

Man tberpriift direkt, dass |.|z wirklich ein inneres Produkt ist (da p > 0) und damit
L2(Q) ein Hilbertraum ist.

In unserer Situation oben nehmen wir also als Hilbertraum L2((0,0)). Dies entspricht
einer Randbedingung im Unendlichen (also r — o0), da es eine gewisse Abfalleigenschaft
impliziert.

Es legt aber noch keine Randbedingung bei » = 0 fest. In diesem konkreten Beispiel
erhalten wir die aber wie folgt: Die Eigenfunktionen u am Ende soll glatt sein, also
auch in der Null. Daraus folgt f;,(0) = 0.

Fiir jedes k € Z suchen wir also die Eigenfunktionen f von Lj in L2((0,00)) mit
f(0) =0.
n =3: In Kugelkoordinaten:

&2 20 1 ,
*ﬁ“(ﬂ 2 0) - ;%’UJ(T, P, 0) - ﬁASZU(ra P, 0) +r u(r, P 9) - AU(T‘, 2 0)

wobei Ag2 ein Differentialoperator zweiter Ordnung in ¢ und € (also unabhéngig von
r) ist — der Laplaceoperator auf S? (explizite Formel auf Seite 105).

In Dimension n = 2 wussten wir zuféllig schon die Spektralzerlegung von —% —

dem Laplaceoperator auf S'. Das kann man auch fiir Ag> = Age|cw(s2): H*(S?)
L?(S?) — L*(S?%) machen. Auf Seite 105 sieht man, wie man auch das wieder auf
gewohnliche Differentialgleichungen zuriickfithren kann, eine in ¢ und eine in 6 (Die
in ¢ gibt wieder eine Fourierreihe, die in 6 ist ein singuldres Sturm-Liouville-Problem,
dessen Eigenfunktionen assoziierte Legendre-Polynome* in der Variablen cos 6 sind.).
Dazu gibt es explizite Losungen — sogenannte spherical harmonics': Fiir alle £ € N und
alle m € Z mit —¢ < m < £ gibt es Y (p,0) mit Ag2Y,"(p,8) = £(L + 1)Y;" (¢, 0).
Diese Y% bilden eine orthonormale Hilbertbasis von L?(S?).

Nutzen wir das und setzen u(r, 0, 0) = X jen. _r<mer fo.m(T)Y,. (p,0) erhalten wir ganz
analog zu n = 2 fiir f;,, die Differentialgleichung

LL+1)

r2

Fl(P) = 2 fh ) + DR () 4 V) fom () = ().

Dieses Mal sind die Randbedingungen fr,, € L ((0,%0)) (Das Gewicht r? kommt aus
dem Volumenelement in sphérischen Koordinaten) und flf,m(O) = 0.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials
thttps://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics
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Zu (II): Mit dem gleichen Vorgehen wie in oben erhalten wir in fiir den radialen Anteil
die Differentialgleichung

Wir wissen schon das Eigenwerte A vom zugehorigen H negativ sein miissen. Auflerdem
muss wie oben f € L% ((0,0)) sein. Es fehlt noch die Randbedingung bei r = 0. Dieses
Mal kénnen wir nicht iiber Glattheit der Eigenfunktion argumentieren, da wir diese
apriori nur haben, wo V glatt ist, also weg von der Null. Man kann sich tiberlegen, dass
die richtige Randbedingung bei r = 0 ist, dass lim,_,¢ f(r) als endlicher Grenzwert
existieren soll ist. Dann kann man die Losungen explizit hinschreiben™.

Man sieht an den letzten Beispielen, dass man bei radialsymmetrischen Potentialen,
die Symmetrien vom R"™ nutzen kann und die Eigenwertgleichtung fiir den Schrodinge-
roperator auf gewohnliche Differentialgleichungen der Form

n—1 Ak

—f"(r) - Fi(r) + 5 fr) + V() f(r) = Af(r)

mit A\ Eigenwert von Agn—1 reduzieren kann fiir f € Lfn_l ((0,00)) und einer geeigneten
Randbedingung in 7 = 0. (Explizit losbar ist dies natiirlich nur fiir gewisse Potentiale.)
Aber auch allgemein, kann man relativ viel iiber solche Differentialgleichungen sagen —
das sind immer Sturm-Liouville-Operatoren (da — f”(r) — %=L f/(r) = — L (r" f'(r))’
ist). Nur nun auf (0,00) und damit nicht mehr regulér — sondern singuldr, vgl. Ab-
schnitt B.2. Aber man kann sich {iberlegen, dass Losungen davon nicht nur ’echte’
Eigenfunktionen in L? des Ausgangsproblem beschreiben, sondern auch das essentielle
Spektrum (Mit Abschneidefunktionen wie in (6.1) sieht man das Losungen (die nicht
zu schnell wachsen...) Elemente im essentiellen Spektrum beschreiben. Allerdings muss
man mehr arbeiten, um zu sehen, dass man so auch das gesamte essentielle Spektrum
erhilt - z.B. mit Hilfe sogenannter Gelfand-Tripel/Rigged Hilbert spaces'.)

Kommen wir als anderes Beispiel nun zu periodischen Potentialen — in Dimension 1
2

ist hat der Operator dann die Form —-; + V(z) mit V(z) = V(z + a) fiir ein a € R

und V € L2 . Wir hatten uns in Beispiel 6.5.8 schon iiberlegt, dass es nur essentielles

Spektrum gibt.

Fiir periodische Potentiale gibt es die Floquet-Bloch-Theorie*. Hier nur fiir den Fall
n = 1 (gilt aber auch analog in héheren Dimensionen) — es gibt aber recht &hnliche Ver-
sionen auch fiir hohere Dimensionen, wenn das Potential in alle Koordinatenrichtungen
periodisch ist:

Sei H = —% +V(z) fir Ve L2 (R) mit V(z) = V(z +a). Die Floquet-Bloch-Theorie

sagt, dass das gesamte Spektrum von Losungen von Hip = Atp der Form ¢ (z) = e'*@u(z)

*https://en.wikipedia.org/wiki/Hydrogen-1like_atom
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Rigged_Hilbert_space
Ihttps://en.wikipedia.org/wiki/Bloch%27s_theorem
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mit u(z +a) = u(z) und k € R kommt.” Man kann sich iiberlegen das diese Darstellung
von ¢ kein eindeutiges u und k liefert und man sich auf k£ € [T, g]f zu beschrianken.

Wir suchen zunéchst das Spektrum von H(k):= — j—; + V(z) auf [—3, §] mit den
Randbedingungen ¢(—%) = e*1(%) und ¢/'(—%) = e*9(%). Die Randbedingungen
sind genau so gewéhlt, dass sich eine Eigenfunktion ¢ zu H (k)Y = A sich zu einer

verallgemeinerten Eigenfunktion von H von Hip = Ay fortsetzen lasst.

So ist H(k) ein reguldres Sturm-Liouville-Problem und die Randbedingungen entspre-
chen der Wahl einer selbstadjungierten Erweiterung (Es gibt fir H (k) also nur diskretes
Spektrum).

Mit einem Argument mit Abschneidefunktionen sieht man o(H) < o(H (k)) fiir alle
k. Mit mehr Arbeit sieht man allerdings auch, dass wir auf diese Weise das gesamt
Spektrum erhalten, also

ke

ist. Das typische Verhalten ist dann, dass das Spektrum von H aus disjunkten Intervallen
besteht — die Bereiche dazwischen nennt man Bandliicken®.

Als letztes Beispiel wollen wir noch einmal zu unserem Dirichletproblem vom Anfang
zuriickkommen:

Sei 2 < R™ offen und beschrankt mit d€2 nett genug (z.B. eine glatte Untermannigfal-
tigkeit des R™). Dann ist

2 % 0/~
Au::fzﬁ —feC’(Q) aufQ
1=1 ?

u|aq =0 auf 0Q

Es ist A: CP(Q) < L*(Q) — L?*(Q) ein dichtdefinierter symmetrischer Operator. Die
1D-Variante wére der reguldrer Sturm-Liouville-Operator —dd—; auf einem geschlossenen
Intervall. D.h. wie auch dort wird A unendlich viele selbstadjungierte Erweiterungen
haben. Z.B. dom A = H?(Q)n H{ () — das ist der Laplace mit Dirichletrandbedingungen
(und gleichzeitig die Friedrichs-Erweiterung von A|Cgo(g) ). Eine andere selbstadjungierte
Erweiterung wire dom A = {u € H?(Q) | 0,u = 0 auf dQ}5 — dies ist der Laplace mit
Neumannrandbedingungen.

Da wir aber ein Problem mit Dirichletrandwerten 16sen wollen, betrachten wir A auf
dom A = H?(Q)n H{(2). Als selbstadjungierter nichtnegativer Operator hat A a priori

*Um das zu zeigen, benutzt man unter anderem das H mit dem Translationsoperator T (z) =
w(x + a) kommutiert und e*® verallgemeinerte Eigenfunktionen zum Eigenwert e*¢ sind.

TDie Brillouin-Zone des dualen Gitters - https://en.wikipedia.org/wiki/Brillouin_zone.

ihttps ://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_one-dimensional_lattice

SHier ist n das Einheitsnormalenvektorfeld auf . Das kann man zu einem Vektorfeld auf ganz
fortsetzen. Dann existiert 0, u als schwache Ableitung und ist somit in H*(Q). Nach dem Spursatz ist
somit O ulpq € L?(AQ) und man kann verlangen, dass es in diesem Raum gleich Null ist.
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6. Unbeschrankte Operatoren

nur diskretes und essentielles Spektrum und o(A) < [0, ). Da jedoch Q kompakt ist,
kann man analog zum reguliren Sturm-Liouville-Problem, s. Seite B.1.2, argumentieren,
dass es kein essentielles Spektrum geben kann. Es gibt also nur diskretes Spektrum
0 < Ag < A < ... gezdhlt mit Vielfachheiten. Da A unbeschrankt ist, ist auch das
Spektrum unbeschrénkt und damit lim;_, ., A; = 00. Die zugehérigen Eigenfunktionen v;
(Diese erfiillen insbesondere v;|an = 0) seien so gewéhlt, dass sie eine Orthonormalbasis
von L?(Q). Der Spektralsatz gibt uns Id = Z;ﬁ:o P; mit P; die Orthogonalprojektion
auf Cv;. Damit kénnen wir jedes f € L? (Q) als f = Z:O:o a;v; fur o, € C schreiben®.
Da wir eine Losung u des Dirichletproblem in C? suchen, ist u insbesondere in L? und
hat auch eine Zerlegung u = Z?:o Biv;. Einsetzen in Au = f liefert:

0 0
DB = ) Mg
i=0 i=0

und damit \;3; = «; fur alle i. Das bestimmt fir alle ¢ §; aus «; eindeutig. Problem
wére nur, wenn A\g = 0 wére. Doch

0 4e0 f uAudvol “122=° J [Vul*dvol
Q Q

impliziert v ist auf © konstant, damit wegen u|asq = 0 gleich Null und kann somit keine
Eigenfunktion sein. Also ist
[e¢]
u=>
i=0

Da die ); nach unten beschrinkt sind, ist v auch wirklich in L?. Regularititstheorie
liefert w € H* () fiir alle k und damit C* () und u|sq = 0.

o

4
V.
4

>

*Obwohl die v; alle Nullrandwerte haben, folgt nicht automatisch, dass f auch Nullrandwerte
haben muss. da dies eine Gleichheit in L2 ist.
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A. Zusammenfassung Analysis 3

A.1. Vervollstandigung

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist X nicht vollstdndig, dann ist die Idee fiir alle
Cauchyfolgen, die nicht schon in X konvergieren, ein Element zu X hinzuzunehmen,
wobei fiir Cauchyfolgen, die den gleichen Grenzwert haben sollten, das gleiche Element
hinzugefiigt werden soll. So kann man R aus QQ konstruieren:

Definition A.1.1. [4, Def. 1.3.1] Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei
X*:={(ay)ren Cauchyfolge in (X, d)}/ ~
wobei (ag)r ~ (bk)x genau dann, wenn d(ag, by) — 0 fiir k — o0 ist.

Die Abbildung ¢: X — Yd, x — [(2)k]a, ist injektiv, da aus [(x)k]a = [(v)k]a folgt,
dass d(z,y) = 0 sein muss. Damit kénnen wir X mit +(X) identifizieren.

—d
X wird mit

d(lar]a; [br]a)= lim d(ay, by,)-

wieder zu einem metrischen Raum, der nun vollstandig ist [4, Satz 1.3.2], und fiir den

dauf X x X c X' x X* gleich d ist. Den metrischen Raum x* (dann immer versehen

mit d) nennt man Vervollstindigung von (X, d).

Sei (X, |.|x) ein normierter Vektorraum und d(x,y):=|z — y|x. Dann ist (X, d) ein
metrischer Raum [3, Abschnitt 3.3] und die Norm auf Vervollstdndigung x=x*
kommt auch wieder von einer Norm [4, Satz 1.3.4]. Kam die Norm |.|x von einem

inneren Produkt, dann auch die Norm auf der Vervollstdndigung.

Erst einmal ist die Vervollstdndigung ein abstrakter Raum, deren Elemente erst einmal
nur Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen sind. Allerdings ist das eine Sichtweise, die es
einem ggf. erlaubt, (geeignete) Rechenoperationen/Abbildungen, die erst einmal auf X
definiert sind, im Sinne einer stetigen Fortsetzung (wenn existent) auf X? 2u erweitern.
Z.B. Lipschitzkalkiil auf L' [4, Abschnitt 1.3.5] oder Fouriertransformationen auf L?
[4, Abschnitt 2.3.2] oder fiir ein einfaches Beispiel s. UA3.ii.

A.2. [’-Raume

CY(R™,C) - Menge der kompakt getragenen stetigen Funktionen auf R™ (das folgende
geht sowohl reell- als auch komplexwertig und auch fiir C%(D,C) fiir D < R" offen)
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A. Zusammenfassung Analysis 3

LP-Norm von ¢ € C2(R™,C) fiir 1 < p < o0t ||c[p:= (§zn |c|pdvol)%.

Vervollstindigung von C?(R™, C) bzgl. der LP-Norm: LP(R"):=C9(R", C)MP

D.h. ein Element f € LP(R", C) ist eine Aquivalenzklasse von LP-Cauchyfolgen in
CY(R",C), wobei zwei LP-Cauchyfolgen #quivalent heiflen, wenn ihre gliedweise Diffe-
renz eine LP-Nullfolge ist.

Jedes Element f € LP(R™,C) hat eine Realisierung g: R™ — C, d.h. es gibt ein LP-
Cauchyfolge in der Aquivalenzklasse zu f, welche fast iiberall punktweise gegen g
konvergiert. Zwei Realisierungen von f stimmen fast {iberall iiberein.

Ist f e LP, dann ist |f|P/7 € L9.
Wichtige Ungleichung — Hélder:

| Utiavol < £1,1al,

fﬁr1<p,q<oomit%+é=1.
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B. Etwas zu
Sturm-Liouville-Problemen

B.1. (Reguldre) Sturm-Liouville Probleme

(L) )=~ (mmjiu(x)) + q(@)u() (B.1)

fir p, g € C°([a,b],R), p € C'((a,b),R), p > 0 auf (a,b).
Falls p > 0 auf ganz (a,b) betrachten wir L mit Randbedingungen:

Variante 1 — mixed: aju(a) + azu/(a) = 0 = Bru(b) + B2’ (b)
Variante 2 — periodisch: u(a) = u(b) und u'(a) = u'(b)

Fiir p = 0 in genau einem der Punkte a oder b, sei dort die Randbedingung aus Variante
1 gewdhlt.

(Zu Variante 1: Der Fall ag = 3 = 0 heifit Dirichlet-Bedingung und der Fall a; = 81 = 0
heifit Neumann-Bedingung.)

Ein A\ € C heif3t Eigenwert von L unter obigen Randbedingungen, falls es eine Lésung
u € C%([a,b],C)\{0} von Lu = —Au mit u(a) = ¢y und u(b) = c¢; gilt. Hier heiit u
dann Figenfunktion zum Eigenwert \.

(i) L ist symmetrisch bzgl. des L2-Produktes auf allen Elementen aus C?([a, b]),
welche obige Randbedingungen erfiillen, d.h. (u, Lv)r2z = (Lv,u)r2 fir alle u,v €
C?([a,b]) mit obigen Randbedingungen:

Beweis.

b b

u(—(pv') + qu)dz — J (=(pu') + qu)vdzx

a

(u, Lv) g2 — (Lu,v) g2 :J
a

=[—apv’ + pi'v]® =0,
klar, wo p = 0, sonst Randbedingung einsetzen. O

(ii) Eigenwerte von L unter obigen Randbedingungen sind reell:
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

Beweis. Sei Lu = A\u.
Mu,u)p2 = (u, Lu)p2 = (Lu,u)p2 = Mu,u) 2
Wegen u # 0, folgt A € R. O

(iii) Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von L unter obigen Randbedin-
gungen sind orthogonal in L?([a, b]):

Beweis. Sei Lu = A und Lv = po mit A # p. Dann ist
pw(u,v) 2 = (u, Lv) 2 = (Lu,v) 2 = Mu,v) g2 = Mu,v) 2
und somit (u,v)r2 = 0. O
Beispiel: [a,b] = [—m, 7], p = 1, ¢ = 0 und periodische Randbedingung. Dann ist

u(z) = e** fiir k € Z Eigenfunktion zum Eigenwert k2. In diesem Fall bilden die e*®
sogar eine Orthonormalbasis von L?([—m, 7]) (Fourierreihenzerlegung).

B.1.1. ...und Legendre-Polynomen
Am Ende werden wir gesehen haben:

(i) ein anderes Beispiel fiir eine Zerlegung von L?([a, b]) als die Fourierreihenzerlegung,
aber welches auch von einem Eigenwertproblem herkommt (Ein Beispiel eines
Sturm-Liouville-Problems).

(ii) was beim Gram-Schmidt Verfahren fiir die dichte Teilmenge {1, z,z?%,...} von
L?([-1,1]) herauskommt.
Legendre-Differentialgleichung
(2 — D" + 2200 —n(n+Du=0 (B.2)
Sei (Lu)(x):=(x? — 1)u" () + 22/ ().
(iv) Dann hat L die Form (B.1) fiir p =1 — 22 und ¢ = 0.

(v) u(z) = d‘in;, (22 — 1)™ ist eine Losung von (B.2):

Beweis. Bs gilt (2% —1) ((z% —1)")" = 2zn(2® — 1) Davon die (1 + 1).te Ablei-
tung und iterative Leibnizregel” ergibt:

n+1 -
Z (n Z 1)(332 )W [ - 1)n](n+2—k) :2”2 (n Z 1> 20 (2? l)n](n+1—k)
k=0 P

(z% — D)u” () + (n + 1)2zu/ (z) + n(n + Du(z) = 2znu’(z) + 2n(n + 1)u(x)

*Iterative Leibnizregel:
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B.1. (Reguldre) Sturm-Liouville Probleme

(vi) (B.2) hat auf « € (—1,1) einen zweidimensionalen Losungsraum, da u dort eine
lineare Differential- gleichung zweiter Ordnung erfiillt (z? — 1 # 0). Eine zu u
linear unabhéngige Losung kann man z.B. mit dem Losungsansatz u(z)v(z) mit
dem w aus (v) erhalten, da dann (B.2) zu einer erster Ordnung ODE in v wird.
Das wird dann kein Polynom mehr sein und auch nicht mehr in L?([—1,1]) -
machen wir hier nicht. ..

Legendre-Polynome.
1 d

“onpl dzn

P, (x): (x? —1)"

e P, ist ein Polynom vom Grad n .

e P(—2) = (~1)"P, (x)

e P(1)=1:
Beweis.
n d" n n - n ni(k n1(n—=k
2P0 = (e = 0"+ 107 = X ()l =01 o+ 1)
=0 in z=1 fir k<n
2"n!P, (1) =n!(1+1)" O
. Pn(—l) =1
o %+1Pn(m) ist eine orthonormale Teilmenge von L?([—1,1]):
Beweis. Wir zeigen als erstes: d”i: (22 —1)" = (22 — 1)" " P;() fiir ein Polynom
P;: Fiir ¢ = 0 richtig mit Py(x) = 1.
Induktionsschritt:
dit1

(@*-1)" = ((@* = )" Pi(@))’ = (@*=1)" " (n-i) Pi(2) + (2"~ 1) P ()

K3

dxi+1

Dann gilt fiir m > n:

1
dn n " m
_lw(:ﬁ -1 p (m2 - 1)"dx
dn ) . qm—1 ) . 1 L gn+1 ) . qm-1 ) .

1
— _ m 2 m 2 n _
-

=0 fir m>n
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

Fir n =m:

JI P, ()P, (z)dx = e fl (x? — 1)"dz.

221 (p!)2
und
1 ) 1
An::J (2 —1)" - ldx = [z(z® — n"_, - 2nJ (2 — 1)"12?dx
—1 —1
=—2nA, —2nA,_1,
also A,, = —%An,l. Wegen Ay = 2 folgt
24 2 22n+1 ! 2
A, = (cyn2d g2 )
35 2n+1 (2n +1)!
und damit
! 2
J_l P, (z) P, (z)dx = 5T 1 O
. Sl_l P, (x)z* = 0 fiir alle k < n:
Beweis.
1 n—1 1 1 -1
dr d dr
k 2 k 2 k—1 2
f_lx dx—n(x -1t = [m T (x* — 1)”]1 - J-—1 kx T (z° —1)"dx
X 1 dv—Fk ) X qn—k-1 ) 1
S —— —)dr = (—DFE | (@2 )| =
(—1)* L @ 1)de = (1) [dxnkl(x 1 ]1 00

Da span{Py, ..., P,} = span{l,...,2"} ist und obige Orthonormalitatsrelationen gel-

ten, entsteht 7@;11:’”(3:) aus {1,z,22,...} auf L?([—1,1]) mittels Gram-Schmidt und

ist damit eine orthonormale Hilbertbasis von L?([—1,1]).

Sei nun Lu = mu fiir m € R und u € L*([-1,1]) n C?*([-1,1]). Mit dem Ansatz
u = Zf:o an P, (geht da ONB) sieht man direkt, dass m = n(n + 1) und u = ¢P, fiir
ein n € N und ein ¢ € C sein muss.

Das P, senkrecht auf P,, fir n # m ist, hitten wir eigentlich nicht extra nachrechnen
miissen: L ist ein Sturm-Liouville-Operator mit p = 0 an den Intervallrdndern. Aus

Seite iii oben folgt dann schon, dass FEigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sein miissen.
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B.1. (Reguldre) Sturm-Liouville Probleme

Legendre-DGL /Legendre-Polynome — Wo kommt es z.B. vor?

 Betrachtet man die Laplacegleichung Au = 0 auf R? in sphirischen Koordinaten

Au—ii 20u +71 2 sm@au +71 527”
Cr2or or r2sin 6 00 06 r2sin? 0 0p?
und macht einen Separationsansatz: u(r, ¢, 0) = R(r)®(¢)O(0), dann errechnet
man
@// 9 @/ 1 (b// 9 R// 2 R/
— ot + —— = P 2
o e we - "R R

Also miissen beide Seiten konstant — sagen wir gleich A — sein. Fiir die rechte
Seite fiihrt dies auf eine Cauchy-Euler-DGL*. Fiir die linke Seite fithrt dies nach
Umformung auf
@// @ (I)//
sin? 95 + bln900596 + Asin? 6 = -3
was wieder ergibt, dass beide Seiten konstant — sagen wir gleich p — sein miissen.
Fir © fithrt es dann auf eine verallgemeinerte Legendre-Differentialgleichung fiir

x = cos @, die fiir p = 0 die obige Legendre-Differentialgleichung als Spezialfall
hat. (Ansatz: y(z) = ©(x = cosh).)

o Es gilt (rechnen wir heute nicht nach)

\/172$t+t2 Z

Da die Legendre-Polynome die Koeffizienten in der Potenzentwicklung der linken
Parameterfamilie von Funktionen ist, nennt man die linke Seite erzeugende
Funktion der Legendre-Polynome.

Damit erhilt man z.B. (mit Kosinussatz fiir Dreiecke) fiir x,2’ € R? fiir die
Entwicklung des Newtonpotentials, [Ana3, S.67],

/ n

i X o)

wobei ¢ der von z und 2’ eingeschlossene Winkel ist.

B.1.2. Reguldre Sturm-Liouville als selbstadjungierter
unbeschrankter Operator

Der Operator L aus (B.1) ist als Operator L: C*((a,b)) = L?([a,b]) — L*([a, b]) ein
dichtdefinierter symmetrischer Operator. Man kann nachrechnen, dass L mit den unter

*https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy’%E2/80%93Euler_equation
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B. Etwas zu Sturm-Liouville-Problemen

(B.1) angegebenen Randwerten jeweils selbstadjungiert ist. Es gibt hier als unendlich
viele selbstadjungierte Erweiterungen.

Fiir jede dieser selbstadjungierten Erweiterung wiissten wir aus der abstrakten Theorie,
dass der Operator (auch L genannt) nur diskretes und essentielles Spektrum haben
kann.

Mit Argumenten wie in Lemma 6.5.4 kann man sehen, dass essentielles Spektrum nicht
moglich ist: Ist A im essentiellen Spektrum von L, dann gibt es eine Fogle x; € dom L
mit |z;]| = 1, 2; > 0, | (L — \o)z;| — 0. Ahnlich wie in Lemma 6.5.4 folgert man, dass
dann x; in H?([a, b]) beschrinkt ist und damit nach Rellich-Kondrakov in L?([a, b])
schon stark konvergiert, also z; — 0 in L2. Das ist ein Widerspruch zu |z;]| = 1. Also
hat L nur diskretes Spektrum, vgl. auch UA39/40.

B.2. Singuldre Sturm-Liouville

Wir betrachten noch immer Operatoren der Form (B.1), allerdings dieses Mal mit
p,q € C°(I,R), p e CHI,R), p > 0 auf I. Hier ist I ein offenes, nicht zwingend
beschrinktes Intervall. Ist I beschrinkt und p, ¢ sogar stetig auf I, sind wir im Fall
vom Anfang dieses Kapitels — bei reguldren Sturm-Liouville-Problemen. Sonst nennen
wir das Problem singuldr.

Prototyp eines singulédren Sturm-Lioville Operators:

(L)(@) = (45 (o) 0@ + atoute) )

auf einem offen Intervall I mit p,q e C°(I,R), p e C(I,R), p > 0 auf I. Zusammen
mit einer Gewichtsfunktion p: I — R, p > 0. Wir betrachten
. 2 2
L: CX(I) c Ly(I) — Ly(I).
I.A. hat L mehr als eine selbstadjungierte Erweiterung.

Sei I = (0,00). Dann entspricht die Forderung in Li([) zu sein einer Randbedingung
im Unendlichen und in r = 0 hat man dann oft Bedingungen wir «(0) = lim, o u(z)
ist endlich oder «/(0) = lim,_qu/(z) ist endlich.

Im Gegensatz zu reguliren Sturm-Liouville-Problemen ist das Spektrum im Allgemeinen
nicht mehr diskret, sondern kann diskrete und essentielle Anteile haben.
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