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Aufgabe 1 (5 Punkte).
Sei K ein abzählbarer Körper und sei T die Theorie der unendlichen K-Vektorräume.

a) Beschreiben Sie alle 1-Typen über einem Modell von T .

b) Schlieÿen Sie daraus, dass T ℵ0-stabil ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte).
Sei M ein abzählbarer Zufallsgraph in der Sprache {R}.

a) Für jede Teilmenge X von M , zeigen Sie, dass die Menge

πX(x) = {R(x, a) : a ∈ X} ∪ {¬R(x, b) : b /∈ X}

konsistent ist.

b) Zeigen Sie, dass Th(M) nicht ℵ0-stabil ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte).
Sei M eine abzählbare Struktur in einer abzählbaren Sprache L. Für n in N, sei ϕn(x, y, z̄n) eine L-
Formel, für die ein Tupel m̄n in M existiert, so dass ϕn(x, y, m̄n) eine Äquivalenzrelation auf M ist.
Ferner, für jedes n aus N sei ϕn+1(x, y, m̄n+1) eine feinere Äquivalenzrelation als ϕn(x, y, m̄n): Jede
ϕn(x, y, m̄n)-Äquivalenzklasse werde zumindest in zwei ϕn+1(x, y, m̄)-Äquivalenzklassen zerlegt. Das
bedeutet:

M |= ∀x∀y(ϕn+1(x, y, m̄n+1)→ ϕn(x, y, m̄n)) ∧ ∀x∃y(ϕn(x, y, m̄n) ∧ ¬ϕn+1(x, y, m̄n+1)).

a) Zeigen Sie, dass es einen binären Baum (aη)η∈2<ω gibt, so dass für jedes f ∈ 2ω die Menge

πf (x) = {ϕn(x, af |n, m̄n) : n < ω}

konsistent ist.

b) Zeigen Sie, dass Th(M) nicht ℵ0-stabil ist.

Sei jetzt M = (G, ·, e) eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G ist de�nierbar, wenn es eine Formel
ϕ(x, z̄) und ein Tupel ā auf G gibt, so dass H = ϕ(G, ā).
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c) Sei H eine de�nierbare Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass die 2-stellige Relation x−1y ∈ H
eine de�nierbare Äquivalenzrelation auf G ist. Das heiÿt, es gibt eine Formel ψH(x, y, ū) und ein
Tupel m̄ aus G, so dass genau dann x−1y ∈ H gilt, wenn M |= ψH(x, y, m̄).

d) Zeigen Sie: falls Th(M) ℵ0-stabil ist, existiert keine unendliche Kette

G = H0  H1  . . .  Hn  . . .

von de�nierbaren Untergruppe Hn von G.

e) Schlieÿen Sie daraus, dass (Z,+, 0) nicht ℵ0-stabil ist.
Hinweis: Für jedes n aus N, zeigen Sie dass die Menge nZ de�nierbar in der Struktur (Z,+, 0)
ist.


