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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Sei U ein reicher Ultrafilter auf N (d.h. kein Hauptfilter).

a) Zu der Teilmenge Y von N mit charakteristische Funktion 1y, definiere die Funtion fy : N — N
als fy(n) = > ,,cp ly(m) - 2™. Zeige, dass die Menge {n € N: fy(n) = fz(n)} endlich ist, falls
Y #£ Z.

In der Sprache L, sei zu jedem n aus N eine unendliche abzahlbare £-Struktur A4, mit Universum

Ay = (an,i)ieN-

b) Gegeben Teilmengen Y und Z von N, zeige, dass die Folgen (ay, f, (n))nen und (@, s, (n))nen
genau dann dquivalent modulo U (siehe Blatt 1, Aufgabe 3 (f)) sind, wenn ¥ = Z.

¢) Schliee daraus, dass |[],,cn An/U| > [P(N)| = 2%,

Aufgabe 2 (5 Punkte).

In der Sprache L, welche aus einem zweistelligen Relationszeichen F besteht, betrachte die
Theorie T, welche besagt, dass die Interpretation der Relation E eine Aquivalenzrelation derart ist,
dass es fiir jedes n aus N genau eine Aquivalenzklasse der GrioBe n gibt.

a) Gib eine Axiomatisierung von 7" an. Zeige, dass T konsistent ist, aber keine Quantorenelimina-
tion hat.

b) Fiige neue Konstantenzeichen (¢, )nen hinzu und betrachte die Erweiterung 77 von T in der
Sprache £ U {c, }nen, welche besagt, dass die Aquivalenzklasse von (der Interpretation von) ¢,
genau Grofie n hat. Zeige, dass T3 vollstdndig mit Quantorenelimination ist. Ferner besitzen die
Theorien T und 7 dieselbe Modelle (bis auf Einschrénkung der Sprache).

Aufgabe 3 (9 Punkte).

Die Darstellung einer natiirlichen Zahl n zur Basis 2 ist n = Z?:o [n]; - 2¢, wobei [n]; € {0,1}
und k > 0. Definiere eine zweistellige Relation R auf N folgendermassen: R(n, m) genau dann, wenn
[m], =1 oder [n],, = 1. Betrachte (N, R) als Struktur in der Sprache £ = {R}.

a) Zeige, dass (N, R) folgende Eigenschaften (ausdriickbar in Logik erster Stufe) besitzt: Das Uni-
versum ist ein Graph (im modelltheoretischen Sinne, das heifit, die Relation R ist symmetrisch
und irreflexiv) derart, dass fiir je zwei endliche disjunkte Teilmengen A und B es ein Element ¢
gibt, mit R(c,a) fiir jedes a in A, aber —=R(c, b) fiir b aus B.

b) Gib eine Axiomatisierung T' der obigen Eigenschaften. Zeige, dass die Theorie T vollstéindig mit
Quantorenelimination ist. Die Theorie T" heifit die Theorie des Zufallsgraphen.

c) Seien A und B disjunkte Teimengen von N. Zeige, dass es ein Element ¢ in einer elementaren
Erweiterung M von (N, R) derart gibt, dass R(c,a) fiir alle a aus A, aber ~R(c,b) fiir jedes b
aus B.

DiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
IM FACH IM KELLER DES MATHEMATISCHEN INSTITUTS.



