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Kapitel 1

Topologische Raume

1.1 Topologien und Riume

In den Vorlesungen Analysis I & II haben wir die euklidische Metrik (auch genannt Abstands-
funktion) auf der Menge R™ definiert.

Definition 1.1. Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X zusammen mit einer Abbildung
d: X x X — R=Y mit folgenden Eigenschaften:

a) d(z,y) =0 <=y ==x.
b) d(z,y) = d(y, ).

c¢) Die Dreiecksungleichung
d(z,y) < d(z, 2) +d(2,y).

In einem metrischen Raum (X, d) definieren wir fiir jedes € aus R und z aus X die offene
Kugel mit Radius € und Mittelpunkt = als:

B (z) ={y € X | d(z,y) < ¢}.
Beachte, dass BX (z) = () genau dann, wenn ¢ < 0.
Fiir X = R mit der euklidischen Metrik ist B¥(z) das offene Intervall (z — €,z + €).

Definition 1.2. Zwei Metriken d; und dy auf der Menge X sind dquivalent, falls es reelle
Konstanten K7 > 0 und K5 > 0 so gibt, dass fiir alle x und y aus X

Kl dl('xa y) S dg(l', y) S KQ dl(xa y)
Beispiel 1.3. Die euklidische Metrik auf R™ ist dquivalent zu der Metrik

Wie sehen offene Kugeln beziiglich der Metrik d.,?

Definition 1.4. Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes (X, d) ist offen, falls es fiir jedes
Element z aus U ein € > 0 (welches von x abhéngt) so gibt, dass

BX(z) C U.
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Notation. Die Notation A C B bedeutet NICHT, dass A C B.

Bemerkung 1.5. Es ist leicht zu sehen, dass dquivalente Metriken dieselben offenen Mengen
besitzen.

Die offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) haben folgende Eigenschaften:
e Sowohl der ganze Raum X als auch die Menge () sind offen.

e Wenn U und V offen sind, so ist U NV offen.

o Fiir jede Familie (U;);e; offener Teilmengen ist die Vereinigung | J; U; offen.

Definition 1.6. Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Kollektion 7
von Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

e Sowohl der ganze Raum X als auch die Menge ) liegen in 7.
e Wenn U und V in 7T sind, so liegt U NV in T.

e Fir jede Familie (U;);e; von Teilmengen von X mit U; in T fiir jedes ¢ aus [ liegt die
Vereinigung | J; U; in T

Wir sagen, dass eine Teilmenge U von X offen ist, wenn U in T liegt.

Beispiel 1.7. e Jeder metrische Raum ist ein topologischer Raum. Insbesondere definiert
die euklidische Metrik eine Topologie auf R", die euklidische Topologie Teu.

e Auf jeder Menge X konnen wir die triviale Topologie Ty = {X, 0} definieren.

e Auf jeder Menge X konnen wir die diskrete Topologie Tgisr, = P(X) aller Teilmengen von
X definieren.

e Auf der Menge X = {1,2} definiert die Kollektion
T={0.{1}, X}

eine Topologie, welche weder die diskrete noch die triviale Topologie ist.

Kommt diese Topologie von einer Metrik?

e Gegeben eine Menge X bildet die Kollektion aller endlichen Teilmengen von X genau
dann eine Topologie, wenn X selbst endlich ist. Aber fiir jede beliebige Menge X bildet

Troena = {U C X |U =0 oder X \ U endlich}

eine Topologie (genannt die koendliche Topologie).

Analog kénnen wir die koabzdhlbare Topologie definieren.

Definition 1.8. Eine Kollektion B von Teilmengen einer Menge X ist eine Basis einer Topo-
logie, falls folgende Eigenschaften gelten:

a) Jedes Element z aus X liegt in einem B aus B.
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b) Gegeben B; und B, aus B und z aus By N By gibt es ein By aus B mit

z € By C By N Bs.

Bemerkung 1.9. Eine Basis einer Topologie B auf X definiert eine Topologie 7z in folgender
Weise: wir sagen, dass eine Menge U offen ist (beziiglich der von B induzierten Topologie 75),
falls es fiir jedes x aus U ein B aus B mit

reBCU
gibt.

Bemerkung 1.10. Die Kollektion offener Kugeln bildet eine Basis der metrischen Topologie.
Jede Topologie besitzt eine Basis, ndmlich die Kollektion aller offenen Teilmengen. Insbe-
sondere kann eine Topologie verschiedene Basen besitzen.

Beispiel 1.11. Sei (X, <) eine linear angeordnete Menge. Die Kollektion offener Intervalle
(a,b) mit a < b aus der Menge X U {—00, 00} mit den natiirlichen Interpretationen fiir —oo
und oo (so der gesamte Raum wird auch als Intervall gesehen) bildet eine Basis einer Topologie
auf X, genannt die Ordnungstopologie.

Definition 1.12. Gegeben zwei Topologien 77 und 75 auf der Menge X ist Ty feiner als T
(oder Ty ist grober als Ty), falls jede offene Menge beziiglich 75 auch offen beziiglich 7T; ist, oder
dquivalent dazu, wenn 75 C 77 (als Teilmengen von P(X)).

Die Topologien 7; und 75 sind dquivalent, wenn sie sich gegenseitig verfeinern.

Bemerkung 1.13. Die triviale Topologie ist die grobste Topologie und die diskrete Topologie
ist die feinste Topologie.

Seien B; und B, jeweils Basen der Topologien 7; und 75. Es ldsst sich leicht zeigen, dass
T: genau dann 75 verfeinert, wenn es fiir jedes x aus B’, mit B’ aus Bs, ein B aus B; mit
x € B C B’ gibt. Insbesondere induzieren dquivalente Metriken dquivalente Topologien.

Beispiel 1.14. Die Kollektion aller Teilmengen aus R der Form
[a,b) ={z € R|a <z <b}

mit a < b bildet eine Basis einer Topologie Tg,4, genannt die Sorgenfrey Topologie, welche echt
feiner als die euklidische Topologie ist.

Aus jeder beliebigen Kollektion & von Teilmengen von X gewinnen wir eine Topologie aus
der Basis Bg, welche aus Durchschnitten endlich vieler Elemente aus & besteht, wobei der leere
Durchschnitt der gesamte Raum X ist. Die von Bs definierte Topologie Ts wird von der Familie
S erzeugt.

Bemerkung 1.15. Die Topologie 7s ist die grobste Topologie derart, dass jedes Element S
aus S offen ist.

Definition 1.16. In einem topologischen Raum (X, 7) ist eine Teilmenge C' abgeschlossen,
wenn ihr mengentheoretisches Komplement C° = X \ C offen ist.



Bemerkung 1.17. Beachte, dass die Kollektion abgeschlossener Teilmengen eines Topologi-
schen Raumes (X, 7)) folgende Eigenschaften besitzt:

e Sowohl der ganze Raum X als auch die Menge ) sind abgeschlossen.
e Wenn (' und C5 abgeschlossen sind, so ist C; U Cy abgeschlossen.

e Fiir jede Familie (C;);c; abgeschlossener Teilmengen von X ist der Durchschnitt (1, C;
abgeschlossen.

Insbesondere hétten wir dual mit Hilfe des Komplements aus einer ausgewéhlten Kollektion
C abgeschlossener Teilmengen eine Topologie definieren kénnen, das heifit, wenn C die obigen
Eigenschaften besitzt.

Definition 1.18. Ein topologischer Raum (X, 7)) ist 0-dimensional, wenn es eine Basis der
Topologie gibt, welche aus offen-abgeschlossen Mengen besteht.

Die diskrete Topologie ist immer O-dimensional.

1.2 Umgebungen und Abschliisse

Definition 1.19. Eine Umgebung eines Punktes x in einem topologischen Raum (X, 7) ist
eine offene Teilmenge U mit = in U.
Schreibe U”, wenn U eine Umgebung von x ist.

Definition 1.20. Sei A eine Teilmenge in einem topologischen Raum (X, 7). Ein Punkt z aus
X ist:

e cin innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung U* mit U* C A gibt.

e cin Beriihrungspunkt (oder Adhdrenzpunkt) von A, falls U* N A # () fiir jede Umgebung
U®.

e cin Hiufungspunkt (oder Limespunkt) von A, falls U* N (A\ {z}) # 0 fiir jede Umgebung
U®. Schreibe lim A (oder A’) fiir die Kollektion aller Hiufungspunkte von A.

e cin Randpunkt von A, falls U* N A # () und U* N A° # () fiir jede Umgebung U*.
Rand- und Haufungspunkte sind Beriithrungspunkte.

Definition 1.21. In einem topologischen Raum (X, 7) sei A eine gegebene Teilmenge.

e Das Innere A von A ist die grofite offene Teilmenge, welche ganz in A enthalten ist, das

heif3t,
A= U U.
UueT
UcA

e Der Abschluss A von A ist die kleinste abgeschlossene Menge, welche A enthilt, das heifit,



e Der Rand 0A von A ist 0A = Z\Zi
Bemerkung 1.22. Folgendes lasst sich leicht zeigen.
Das Innere ist die Kollektion aller inneren Punkte.

a

b) Der Abschluss ist die Kollektion aller Beriihrungspunkte.

)
)
¢) Der Rand ist die Kollektion aller Randpunkte.
d)

Das Innere des Komplements von A ist das Komplement des Abschlusses von A:

[¢]

(A)° = (4.

Analog ist der Abschluss des Komplements von A das Komplement des Inneren von A:

e) A= AUlim A.

Dennoch muss die Menge A nicht disjunkt von lim A sein: z. B. gegeben ein offenes Intervall
A = (a,b) mit der euklidischen Topologie auf R, ist A = lim A = [a,b]. Ferner ist A = A und
0A = {a,b}.

Aufgabe. Zeige, dass (AN B) = AN B und (AUB) = AUB.

Lemma 1.23. Eine Teilmenge A ist genau dann abgeschlossen im topologischen Raum (X,T),
wenn A alle thre Hdaufungspunkte enthdlt.

Beweis. Wenn A abgeschlossen ist, ist A = A O lim A und somit enthzlt A alle ihre Haufungspunkte.
Angenommen, dass lim A C A, haben wir A = AUlimA Cc A C A . Somit ist A = A, also
abgeschlossen. O

Definition 1.24. Ein Punkt z einer Teilmenge A ist isoliert, wenn x kein Haufungspunkt ist,
oder dquivalent dazu, wenn es eine Umgebung U = U® mit U N A = {x} gibt.

Beispiel 1.25. Fiir die Menge A = {%}OineN ist jeder Punkt aus A isoliert (beziiglich der
euklidischen Topologie auf R). Was sind die Haufungspunkte von A? Ist A abgeschlossen?

Definition 1.26. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, T) ist dicht, falls A = X.
Sie ist nirgends dicht, falls A = ().

Bemerkung 1.27. Eine Menge ist genau dann dicht in X, wenn A N U # () fiir alle offenen
Teilmengen U # ().

Das Komplement einer nirgends dichten Menge ist dicht. Die Riickrichtung gilt nicht:
Beziiglich der euklidischen Metrik auf R ist die Menge R \ Q dicht, aber die Menge Q ist

nicht nirgends dicht, denn Q = R = R # ().
Die Cantormenge ist nirgends dicht, denn sie ist abgeschlossen mit Mafl Null.



Aufgabe. Eine Menge A ist genau dann nirgends dicht, wenn X \ A dicht ist.

Wir haben gesehen, dass Q nicht nirgends dicht ist. Dennoch soll diese Menge kleiner als
die irrationalen Zahlen R\ Q sein. Daher fithren wir folgenden Begriff ein:

Definition 1.28. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, 7)) ist mager, wenn A in
einer Vereinigung abzéhlbar vieler nirgends dichter Mengen A,, liegt,

AcC UAn.

neN

WEeil jeder Punkt in R nirgends dicht ist, folgt, dass Q@ mager ist. Die irrationalen Zahlen
R\Q sind also nicht mager wegen dem Baire’schen Kategoriensatz, welcher in allen vollstéandigen
metrischen Rdumen gilt.

1.3 Trennungseigenschaften

Definition 1.29. Ein topologischer Raum (X, 7)) ist (oder besitzt die Eigenschaft):

o T, falls es fiir je zwei Punkte © # y aus X Umgebungen U = U* und V = V¥ derart
gibt, dass z in U \ V und y in V' \ U liegt.

e Ty oder Hausdorff, falls es fiir je zwei Punkte x # y aus X disjunkte Umgebungen U*
und VY gibt.

Beachte, dass T aus T, folgt.

Bemerkung 1.30. Wenn (X,7) Hausdorff (bzw. Ty) ist, so ist dies auch (X,7T’) fiir jede
feinere Topologie 7' auf X.

Jeder metrische Raum ist Hausdorft.

In einem T;-Raum ist jeder Punkt abgeschlossen.

Aufgabe. Betrachte auf R die Topologie mit der Basis gegeben durch die unendlichen Intervalle
der Form (a, 00), fiir a aus R. Ist diese Topologie T5? Ist sie T;7 Ist der Punkt 0 abgeschlossen?

Definition 1.31. Sei (z,,)nen eine Folge in einem topologischen Raum (X, 7). Die Folge kon-
vergiert gegen den Punkt x (oder x ist ein Limes der Folge), falls es fiir jede Umgebung U = U*
eine natiirliche Zahl ng so gibt, dass x,, in U fiir alle n > ng liegt.

Beachte, dass die obige Definition den Begriff der Konvergenz in metrischen Rdumen (mit
e-Kugeln) verallgemeinert.

Aufgabe. Wenn z in 1?1 liegt, zeige, dass es fiir jede Folge (2,)neny mit Limes z eine natiirliche
Zahl ng so gibt, dass x,, in A fiir n > ng liegt.

Gilt die Riickrichtung? (cf. Proposition ? Wie sehen konvergierende Folgen bezuglich
der koabzahlbaren Topologie in R aus?

Nach der obigen Definition ist jeder Limes der (nichtkonstanten) Folge (2, )nen ein Limes-
punkt der Menge A = {x,},en. Somit stimmt die Notation z = limz,, mit unserer vorigen
Notation fiir die Haufungspunkte iiberein.



Aufgabe. In einem Raum, der nicht Hausdorff ist, kann eine Folge mehrere Limes haben. Zum
Beispiel, zeige, dass fiir die Topologie mit der Kollektion aller unendlichen Intervalle der Form
(a,00) als Basis, jeder Punkt 2 < 0 Limes der Folge (+)oznen ist.

Bemerkung 1.32. In einem Hausdorff topologischen Raum besitzt jede Folge hochstens einen
Limes.

Lemma 1.33. Sei A eine Teilmenge eines Hausdorff topologischen Raumes. Der Punkt x ist
genau dann ein Hiufungspunkt von A, wenn fir jede Umgebung U von x der Durchschnitt UNA
unendlich ist.

Insbesondere besitzt eine endliche Teilmenge eines Hausdorff topologischen Raumes keine
Hdufungspunkte.

Beweis. Wenn der Durchschnitt UNA unendlich ist, so ist es auch der Durchschnitt UN(A\{z}).
Daher miissen wir nur eine Richtung zeigen: Angenommen x besitzt eine Umgebung U =
U?® derart, dass der Durchschnitt U N A endlich ist. Wenn dieser Durchschnitt leer ist, ist x
kein Beriihrungspunkt (und somit auch kein Haufungspunkt) von A. Sei also z1,...,x, eine
Aufzidhlung der Punkte im Durchschnitt U N A. Weil (X, T) insbesondere T ist, folgt, dass
jeder Punkt abgeschlossen ist. Insbesondere ist die Menge

v=U\J{=)

T, FT

eine offene Umgebung von z. Ferner ist V N (A \ {z}) leer, so dass x kein Haufungspunkt von
A ist. [



Kapitel 2

Stetigkeit und Homoéomorphismen

2.1 Stetige Abbildungen

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der Stetigkeit einer Funktion auf beliebige topolo-
gische Rdume verallgemeinern. Dafiir fangen wir mit einer Beobachtung in metrischen Rdumen
an.

Bemerkung 2.1. Seien (X, dy) und (Y, dy ) metrische Rdume sowie f : X — Y eine Abbildung
und a ein Punkt aus X. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) Die Abbildung f ist stetig auf dem Punkt a, das heifit, fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so,
dass dy (f(z), f(a)) < € fiir alle z aus X mit dx(z,a) < 4.

2) Fiir jede offene Kugel BY (f(a)) gibt es ein 6 > 0 so, dass By (a) C f~' (BY (f(a))).

3) Wenn die Folge (z,,)nen gegen a konvergiert, so konvergiert die Folge (f(zy))nen gegen f(a)
inY.

Beweis. [1) ={ 2)): Fiir die offene Kugel BY (f(a)) mit Radius € sei § wie in [I). Wir miissen
zeigen, dass B (a) C = (BY (f(a))). Sei x aus B; (a), das heiBt dx(z,a) < 4. Es folgt, dass
dy (f(z), f(a)) < €. Das heift f(z) liegt in BY (f(a)) und somit liegt z in f~' (BY(f(a))), wie
gewiinscht.

: Sei (z,)nen eine gegen a konvergente Folge in X. Wir miissen zeigen, dass
(f(zn))nen gegen f(a) konvergiert (siche Definition [1.31)). Gegeben eine offene Umgebung
U von f(a) kénnen wir annehmen, dass U = BY(f(a)) fiir ein € > 0. Sei nun § > 0 mit
Bi(a) C f71(BY(f(a))). Weil die Folge (z,)nen gegen a konvergiert, gibt es eine natiirliche
Zahl ng so, dass x,, in B (a) fiir n > ng liegt. Also f(xz,) liegt in BY (f(a)) fiir n > ng , wie
gewiinscht.

: Sei € > 0 fest. Der Punkt a liegt klarerweise in der Menge A = = (BY (f(a))).

Behauptung. Der Punkt a liegt im Inneren von A.

o
Beweis der Behauptung. Ansonsten liegt a in X \ A = (A¢) wegen Bemerkung|1.22 Insbesondere
ist a ein Beriithrungspunkt von A¢. Wihle fiir jedes n # 0 aus N einen Punkt

r, € B¥(a) N A° £ (.



Aus der Konstruktion konvergiert die Folge (x,,),en gegen a und aus der Hypothese folgt, dass
die Folge der Bilder (f(,))nen gegen f(a) in Y konvergiert. Fiir die offene Umgebung BY (f(a))
gibt es eine natiirliche Zahl ng so, dass f(x,) in BY (f(a)) fiir n > ng liegt, das heifit, z,, liegt
in A, was unserer Wahl der Folge widerspricht und den gewiinscht Widerspruch liefert. [ gen.

Weil a in 1?1 liegt, kénnen wir annehmen, dass By (a) C A fiir ein § > 0. Insbesondere, wenn
dx(x,a) < 4, liegt z in A und somit f(x) in BY (f(a)), das heifit dy (f(z), f(a)) < e. O

Wir benutzen nun die dquivalente Formulierung aus , um eine allgemeine Definition der
Stetigkeit anzugeben.

Definition 2.2. Seien (X, 7x) und (Y,7,) topologische Rdume und @ ein Punkt aus X. Die
Abbildung f : X — Y ist stetig im Punkt a, falls es fiir jede Ty-Umgebung V = VF(@ eine
Tx-Umgebung U = U® mit U C f~1(V) gibt.

Die Abbildung ist stetig, wenn sie in jedem Punkt aus X stetig ist.

Lemma 2.3. Gegeben eine Abbildung f: X — Y wvom topologischen Raum (X, Tx) nach dem
topologischen Raum (Y, T,) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Die Abbildung f ist stetig.

b) Das Urbild jeder offenen Teilmenge V' von'Y ist offen in X.

c) Gegeben eine Basis By der Topologie Ty ist das Urbild jedes Basiselementes B offen in X.
d) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge C von Y ist abgeschlossen in X .

e) Fiir jede Teilmenge A von X enthdlt der Ty-Abschluss von f(A) inY" die Menge f(A), wobei
A der Tx-Abschluss von A in X ist, das heifst f(A) C f(A).

Beweis. @) %: Sei x in f~1(V) beliebig. Weil f stetig im Punkt z ist, gibt es eine Umgebung
U=U"mit U C f~1(V). Insbesondere ist

=y v
V)

zef-1(V

offen.

Die Richtung @ é@) ist trivial, denn Basiselemente sind offene Teilmengen.

@ :s@: Sei C' eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Die Menge V =Y \ C ist offen in Y.
WEeil die Kollektion offener Teilmengen immer eine Basis der Topologie bildet, ist das Urbild
von V offen in X. Nun ist

V) =f7(Y\C) =X\ f(0)

offen in X und somit ist f~*(C) abgeschlossen in X, wie gewiinscht.

@) : Sei A C X. Die Menge C' = f(A) ist abgeschlossen in Y und enthélt f(A). Also
ist f71(C) abgeschlossen in X und enthilt A. Aus der Definition des Abschlusses folgt, dass
A C f7Y0). Insbesondere ist f(A) C f(f~1(C)) C C = f(A), wie gewiinscht.

e) ;s@: Sei a ein beliebiger Punkt von X und V = V7@ eine Umgebung von f(a) in Y.
Die Menge C' =Y \ V ist abgeschlossen. Setze A = f~!(C). Aus der Hypothese folgt

fA)cfdcc=c
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Wenn wir Urbilder nehmen, gilt
AcC (@A) c (o) =4,

somit ist A abgeschlossen in X und daher U = X \ A eine offene Umgebung von a, weil a nicht
in A liegt. Wir miissen nur zeigen, dass U C f~}(V). Wenn x aus U, liegt = nicht in A, das
heifit das Bild f(z) liegt nicht in C' =Y \ V. Also liegt f(z) in V und somit liegt = in f~(V),
wie gewiinscht. O]

Korollar 2.4. Die Komposition stetiger Abbildungen ist auch stetig.

Aufgabe. Seien f,g : X — Y stetige Abbildungen topologischer Raume mit Y Hausdorff.
Wenn die Menge {z € X | f(z) = g(z)} dicht in X ist, dann sind f und g identisch.

Ahnlich zum Begriff der Isomorphismen fiir Vektorriume oder Gruppen, werden gewisse
stetige Abbildungen, genannt Homoomorphismen, alle wichtigen topologischen Eigenschaften
erhalten. Wir benotigen erstmal ein paar Definitionen.

Definition 2.5. Eine Abbildung f : X — Y topologischer Raume ist
e offen, falls das Bild jeder offener Menge in X wiederum offen in Y ist.

e abgeschlossen, falls das Bild jeder abgeschlossener Menge in X wiederum abgeschlossen
in Y ist.

Diese Begriffe sind verschieden: z. B. ist die Projektion 7} : R? — R auf die erste Koordinate
offen (beziiglich der euklidischen Topologien) aber nicht abgeschlossen, denn das Bild

m{(,y) eR? |z -y =1}) = (R\ {0})

ist nicht abgeschlossen.

Jede konstante Abbildung f : R — R ist abgeschlossen (beziiglich der euklidischen To-
pologie), aber klarerweise nicht offen. Wir werden gleich sehen, dass dieses Phdnomen nicht
vorkommen kann, wenn die Abbildung bijektiv ist.

Definition 2.6. Die topologischen Réume (X, Tx) und (Y, Ty) sind homdomorph, falls es einen
Homdomorphismus f : X — Y gibt, das heifit, eine bijektive stetige Abbildung derart, dass
die inverse Abbildung f~!:Y — X auch stetig ist.

Wir schreiben X ~ Y, wenn X und Y hom&omorph sind.

Aus dem Korollar folgt, dass die Komposition von Homéomorphismen wiederum ein
Homdoomorphismus ist. Insbesondere ist die Relation & eine Aquivalenzrelation zwischen topo-
logischen Rédumen.

Bemerkung 2.7. Gegeben eine bijektive stetige Abbildung f : X — Y ist wegen Lemma
die inverse Abbildung f~! genau dann stetig, wenn f offen (oder abgeschlossen) ist. Insbeson-
dere ist ein Homéomorphismus genau eine stetige offene Bijektion, oder dquivalent dazu, eine
stetige abgeschlossene Bijektion.

Aufgabe. Zeige, dass beide Trennungseigenschaften T; und Ty unter Homéomorphismen er-
halten bleiben.
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2.2 Produkt- und Spurtopologien

In diesem Abschnitt sehen wir, wie aus Familien von Funktionen neue Topologien entstehen.
Insbesondere gewinnen wir eine Topologie sowohl auf dem kartesischen Produkt als auch auf
jeder Teilmenge eines topologischen Raumes.

Definition 2.8. Sei F = (f;)ics eine Familie von Abbildungen mit selbem Definitionsbereich Y
und jedes f;(Y') eine Teilmenge des topologischen Raumes (X}, 7;). Die Topologie T, welche von
der Familie F erzeugt wird, ist die von der Kollektion S = {f; *(U;)}v,eT erzeugte Topologie
auf Y.

Es folgt aus der Bemerkung [1.15] dass Tx die grébste Topologie auf Y mit der Eigenschaft,
dass alle Abbildungen f; : Y — X stetig sind, ist.

Beispiel 2.9.

e Gegeben eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes (X, T) ist die Spurtopologie (oder
Unterraumtopologie) die von der Inklusionsabbildung
’I:y Y - X
y =y
erzeugte Topologie auf Y. Eine Basis der Spurtopologie ist die Kollektion der offenen
Menge von der Form U NY mit U C X offen.

e Gegeben endlich viele topologische Raume (Xy,71),. .., (X,, 7p) ist die Produkttopologie
die von den Abbildungen

(7?;: Xy x---xX, — Xi>
(xl,...,zn) — X 1<i<n

erzeugte Topologie auf X x - --x X,,. Eine Basis dieser Topologie ist durch die Teilmengen
U x --- x U, gegeben, wobei jedes U; offen in X ist.
Allgemeiner sei (X;, 7;)ies eine Familie topologischer Rdume und
[[Xi={9:1={JXilg(i) € X;}
iel iel

ihr kartesisches Produkt. Es folgt aus dem Auswahlaxiom (es ist sogar im Axiomensystem
Zermelo-Fraenkel &quivalent dazu), dass die Menge [],.; X; nicht leer ist, wenn alle X
nicht-leer sind. Wir stellen jede Funktion g aus [],.; X; als eine Folge (;)ic; mit x; = g(i)
dar. Insbesondere ist die Produkttopologie auf [[,., X; die von der Familie

( Uy H Xz — Xj >
i€l
(Ti)ier = jeJ

erzeugte Topologie. Jedes Element der Basis dieser Topologie bestimmt nur endlich viele
offene nicht-triviale Teilmengen U;,, ..., U; und sonst kommt auf jeder anderen Koordi-
nate j der gesamte Raum X; vor.

Beachte, dass jede Projektionsabbbildung ; offen und stetig ist.
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Aufgabe. Fiir jedes n aus N sei X, eine Kopie der reellen Geraden R mit der euklidischen
Topologie. Ist die Menge

1
A= {(xn)neN |0 <z, < —}
n
offen im Produkt [ ],y X»n?

Bemerkung 2.10. Angenommen, dass fiir jedes i aus I der Raum (X;, 7;) Hausdorff (bzw.
Ty) ist und die Familie F = (f; : Y — X});es je zwei verschiedene Punkte y; # y2 aus Y trennt,
das heifit, dass es ein i aus I mit f;(y;) # fi(y2) gibt. Dann ist die Topologie 77 Hausdorff
(bzw. Tq) auf Y.

Insbesondere ist jeder Unterraum eines Hausdorff Raumes wiederum Hausdorff (beziiglich
der Spurtopolgie). Wenn alle X; Hausdorff sind, so auch das Produkt [[,.; X; mit der Produkt-
topologie.

el

Beweis. Gegeben y; # ys in Y gibt es ein ¢ aus I mit f;(y1) # fi(y2). Weil der Raum X;
Hausdorff ist, gibt es disjunkte Umgebungen U = U@ und V = Vif (y2) in X;. Die Urbilder
f7H(U) und f;71(V) sind disjunkte offene Umgebungen von y; und y,, wie gewiinscht. Der
Beweis fiir T ist analog. O]

Definition 2.11. Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes (X, T) ist diskret, falls die
Spurtopologie auf Y die diskrete Topologie ist.

Bemerkung 2.12. Eine Teilmenge Y von X ist genau dann diskret, wenn jedes y aus Y in X
isoliert beziiglich Y ist, das heifit, wenn es eine Umgebung U = UY in X mit UNY = {y} gibt.

Fiir bereits offene (bzw. abgeschlossene) Mengen ist die Spurtopologie gegeben durch die
Teilmengen, die im Raum offen (bzw. abgeschlossen) sind.

Bemerkung 2.13. Wenn Y C X offen ist, dann ist U C Y genau dann offen beziiglich der
Spurtopologie, wenn U offen in X ist.

Wenn Y C X abgeschlossen ist, dann ist C' C Y genau dann abgeschlossen beziiglich der
Spurtopologie, wenn C' abgeschlossen in X ist.

Das folgende Lemma liefert die Stetigkeit einer Funktion durch Verkleben, wenn sie auf
jeder abgeschlossenen Teilmenge stetig ist.

Satz 2.14. (Verklebungslemma oder Pasting Lemma) Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische
Raume mit X = CyU...UC,, wobei jedes C; C X abgeschlossen ist. Gegeben ein kompatibles
System von Abbildungen f; : C; =Y, das heifit,

fiicine; = fiicine, fir 1 <i,j <mn,
dann ist die (wohldefinierte) Abbildung

fr X =Y
x = fi(z) falls x € C;

stetig, wenn jede Abbildung f; : C; — 'Y stetig beziiglich der Spurtopologie auf C; ist.
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Beweis. Wegen Lemma @ geniigt es, das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge C' von

Y zu betrachten. Da
o= U o= U ansio)

1<i<n 1<i<n

ist wegen Bemerkung die Menge f~1(C') abgeschlossen. O

Wir liefern nun eine Charakterisierung stetiger Funktionen zwischen kartesischen Produkten
topologischer Rdume.

Bemerkung 2.15. Eine Abbildung f : Y — []
position 7; o f : Y — X fiir j aus I stetig ist.

ser Xi st genau dann stetig, wenn jede Kom-

Beweis. Eine Richtung ist mit Korollar trivial. Nun, angenommen, dass jede Abbildung
mjo f Y — Xj stetig ist, miissen wir zeigen, dass f stetig ist. Mit Lemma @ geniigt es,
das Urbild eines Basiselementes B der Produkttopologie zu betrachten. Es gibt eine natiirliche

Zahl n und offene Teilmengen Uj;, von X; mit 1 < k < n so, dass B = [) W;Cl(Ujk).
1<k<n
Insbesondere ist

offen, wie gewiinscht. O

Lemma 2.16. Seien zwei Familien (X;, T;)icr und (Yi, T, )ier topologischer Riume sowie Ab-
bildungen f; : X; — Y; gegeben. Die Abbildung

fo IIXi - 11V

i€l iel
(Ti)ier = (filzi))ier
ist genau dann stetig, wenn jede Abbildung f; stetig ist.
Beweis. Wenn f stetig ist, dann ist 7 o f : [] X; — Y] stetig. Beachte, dass 7} o f = fjom .
iel
Sei nun V' C Y; offen. Wir wollen zeigen, dass f; ' (V') offen ist. Die Teilmenge (f;om:* )~ (V) =
7Tj_1 ( fj_l(V)) von [[X; ist offen. Weil jede Projektion 7; offen (und surjektiv) ist, ist die
iel
Teilmenge fj_l(V) von X, offen, wie gewiinscht.
Fiir die Riickrichtung, wenn jedes f; : X; — Y; stetig ist, so ist f;o7;* stetig. Weil f; o7rJX =
7TJY o f, folgt aus der Bemerkung , dass die Abbildung f stetig ist. ]

2.3 Quotiententopologien und -abbildungen
Definition 2.17. Sei Y eine Menge und (f; : X; — Y);c; eine Familie von Abbildungen mit

topologischen Raumen (X, T;). Die Finaltopologie auf Y beziiglich der Familie (f; : X; — Y );es
ist die Topologie, welche von der Familie

{UcCY|f'(U) C X ist offen fiir jedes i aus I}

erzeugt wird.
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Bemerkung 2.18. Die Finaltopologie beziiglich der Familie (f; : X; — Y);es ist die feinste
Topologie auf Y mit der Eigenschaft, dass jede Abbildung f; stetig ist.

Insbesondere gilt fiir jede Abbildung g von Y nach dem topologischen Raum (Z, T7) folgende
Aquivalenz: Die Abbildung g ist genau dann stetig, wenn jede Abbildung go f; : X; — Z stetig
ist.

Beweis. Es ist klar, dass jede Abbildung f; stetig beziiglich der Finaltopologie ist. Sei nun 7’
eine Topologie auf Y derart, dass jede Abbildung f; stetig (beziiglich 7’ und 7;) ist. Insbesondere
ist f,*(U) offen in X; fiir jedes U aus 7' und somit liegt U in der erzeugenden Familie fiir die
Finaltopologie, welche daher feiner als 7" ist.

Wenn die Abbildung g : Y — X stetig ist, so ist dies auch g o f; wegen Korollar Nun
nehmen wir an, dass g eine Abbildung derart ist, dass go f; : X; — Z stetig ist. Um zu zeigen,
dass g stetig ist, sei V C Z offen. Weil

FH g ) =(go f)H (V)

offen fiir jedes ¢ aus I ist, folgt, dass g1 (V) offen beziiglich der Finaltopologie ist und somit
ist g stetig. 0

Definition 2.19. Sei E eine Aquivalenzrelation auf dem topologischen Raum (X,7) und be-
zeichne [z]p die Aquivalenzklasse des Elementes x aus X im Quotientenraum X/E. Die Quo-
tiententopologie auf dem Quotientenraum X/F ist die Finaltopologie beziiglich der Abbildung

pe: X — X/E

Insbesondere ist eine Teilmenge U C X/FE genau dann offen, wenn
g (U) ={z € X |[a]p € U}
offen in X ist.

Aufgabe. Die Abbildung pg : X — X/F ist stetig aber nicht unbedingt offen (im Gegensatz zu
den Koordinatenprojektionen 7; : [[,o; X; = X;). Auf der dreielementigen Menge X = {a, b, c}
bildet 7 = {0, X, {a}, {b,c}} eine Topologie. Fiir die Aquivalenzrelation £ mit [a]z = [b]z #
[c]g, ist das Bild der offenen Menge {a} unter pg offen in X/E?

Des Weiteren muss ein Quotientenraum eines Hausdorff Raumes nicht unbedingt Hausdorff
sein: Betrachte das abgeschlossene Intervall [0, 1] mit der Spurtopologie beziiglich der euklidi-
schen Topologie auf R, sowie die diskrete Topologie auf der zweielementigen Menge {—1,1}.
Ist das Produkt X = [0,1] x {—1,1} mit der Produkttopologie Hausdorff? Sei nun E die
Aquivalenzrelation auf X gegeben durch

r=ua, falls z > 0

1 =7, falls x = 0.

(€,4) ~p (2, ]) {

Wie sieht der Quotientenraum bildlich aus? Beschreibe die Umgebungen eines Punktes [(z, )] g
mit > 0. Wie sehen die Umgebungen der Punkte [(0,1)]g und [(0, —1)]g aus?
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Bemerkung 2.20. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume. Fiir die
Aquivalenzrelation £ auf X mit

[21]p = [22]p <= f(21) = f(z2)
ist die (wohldefinierte) Abbildung
f: X)E = Y
(2]l = f(x)

stetig beziiglich der Quotiententopologie auf X/FE, denn fopg = f ist stetig (siche Bemerkung
2.18)).

Quotientenrdume sind ein Spezialfall von Quotientenabbildungen.

Definition 2.21. Eine surjektive Abbildung p : X — Y zwischen topologischen Rdumen ist
eine Quotientenabbildung, falls

ACY offen <= p '(A4) C X offen
fiir jede Menge A aus Y, oder dquivalent dazu,
A C Y abgeschlossen <= p~!(A) C X abgeschlossen.

Korollar 2.22. Quotientenabbildungen sind immer stetig. Die Komposition zweier Quotien-
tenabbildungen ist wiederum eine Quotientenabbildung.

Bemerkung 2.23. Jede offene (bzw. abgeschlossene) stetige Surjektion ist eine Quotientenab-
bildung.

Definition 2.24. Ein Retrakt eines topologischen Raumes (X, 7)) ist eine Teilmenge A C X
zusammen mit einer Abbildung r : X — A derart, dass r stetig (beziiglich der Spurtopologie
auf A) ist und r(a) = a fiir alle a aus A.

Bemerkung 2.25. Jeder Retrakt ist eine Quotientenabbildung.

Aufgabe. Eine Teilmenge A ist saturiert beziiglich der Quotientenabbildung p : X — Y, wenn
fiir alle y aus Y entweder p~(y) N A = 0 oder p~*(y) C A.

Wenn A abgeschlossen (bzw. offen) und saturiert ist, dann ist p;j4 : A — p(A) eine Quo-
tientenabbildung beziiglich den Spurtopologien von X auf A und von Y auf dem Bildbereich

p(A).
Die Bemerkung ergibt sich als Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 2.26. Seip: X — Y eine Quotientenabbildung und g : X — Z eine Abbildung zwischen
topologischen Rdiumen derart, dass g,-1(y) konstant fiir jedes y aus Y ist. Es existiert eine

wohldefinierte Abbildung
g:Y — Z
y +— g(x) fir einx mit p(zr) =y

und es gilt gop = g. Die Abbildung g ist genau dann stetig, wenn g es ist. Ebenso ist g genau
dann eine Quotientenabbildung, wenn G es ist.
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Beweis. Die Abbildung g ist wohldefiniert, weil p surjektiv und ¢g konstant auf jeder Faser
p~1(y) ist. Wegen gop = g ist g stetig, wenn g stetig ist. Angenommen, dass g stetig ist, wollen
wir zeigen, dass g stetig ist. Wenn U C Z offen ist, dann ist g7 (U) = p~! (g~ *(U)) auch offen.
Da p eine Quotientenabbildung ist, folgt daraus, dass g~1(U) C Y offen ist.

Wenn g eine Quotientenabbildung ist, dann so ist dies wegen Korollar auch g. Wenn g
eine Quotientenabbildung ist, dann ist g surjektiv, weil g = gop. Seialso A C Z mit g '(A) C YV
offen. Wir miissen zeigen, dass A offen in Z ist. Weil p stetig ist, ist die Menge

PG (A) =(Gop) (A) =97 (4)

offen in X und somit ist A offen in Z, weil g eine Quotientenabbildung ist. O]
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Kapitel 3

Zusammenhang und
Wegzusammenhang

3.1 Zusammenhingende Riume

Der Zusammenhang ist ein wichtiger Begriff der Topologie, den wir implizit in vielen Anwen-
dungen der Analysis mit Intervallen (offen oder abgeschlossen) bereits gesehen haben.

Definition 3.1. Ein topologischer Raum (X, T) ist zusammenhdngend, falls es keine Zerlegung
X = U UV in disjunkte nicht-leere offene Teilmengen U und V' von X gibt.

Eine Teilmenge A von X ist zusammenhdingend, falls A mit der Spurtopologie ein zusammen-
héngender Raum ist.

Die euklidische Gerade R ist zusammenhéngend, aber die Teilmenge A = [0, 1] U (2, 3] ist
es nicht.

Aufgabe. Ist die leere Menge zusammenhéngend in einem beliebigen topologischen Raum?
Und eine Einermenge?
Ist die Sorgenfrey-Gerade zusammenhéngend?

Bemerkung 3.2. Zusammenhang bleibt unter Homdomorphismen erhalten.

Aufgabe. Kann es einen Homéomorphismus zwischen den Teilmengen [0,1] und (0,1) der
euklidischen Geraden geben?

Folgende Aquivalenzen lassen sich leicht aus der Definition mit Hilfe des Verklebungslemmas
[2.14] zeigen.

Lemma 3.3. Gegeben einen topologischen Raum (X, T) sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Der Raum (X,T) ist zusammenhingend.

b) Die einzigen Teilmengen von X, welche gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, sind der
Raum selbst und die leere Menge.

c¢) Jede stetige Abbildung f: (X, T) — ({0,1}, Taiskr) ist konstant.

Weil die Komposition stetiger Abbildungen wiederum stetig ist, folgt folgendes Korollar
sofort.
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Korollar 3.4. Sei f : X — Y eine stetige surjektive Abbildung zwischen topologischen Rdaumen.
Wenn X zusammenhdngend ist, dann auch Y .

Korollar 3.5. In einem topologischen Raum (X, T) seien A und B Teilmengen mit A zusammen-
hingend und A C B C A. Dann ist die Menge B auch zusammenhdngend.

Insbesondere ist der Abschluss einer zusammenhdngenden Menge wiederum zusammen-
hingend.

Beweis. Wenn f : B — {0, 1} stetig ist, soist f14 : A — {0, 1} auch stetig. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei f(A) = 0. Das Urbild der abgeschlossenen Menge {0} enthélt A und somit
auch A D B. O]

Bemerkung 3.6. Eine Teilmenge A der euklidischen Geraden R ist genau dann zusammen-
héngend, wenn A ein Intervall (offen oder abgeschlossen, mit moglicherweise —oco oder oo als
Randpunkte) ist.

Beweis. Sei A zusammenhéngend. Um zu zeigen, dass A ein Intervall ist, geniigt es zu zeigen,
dass fiir je zwei Punkte x und y aus A alle z mit z < z < y in A liegen. Sonst wére

A C (—00,2) U (z,00),

aber A ¢ (—o00,2), weil y ¢ (—o0,2) und A ¢ (z,00), weil z ¢ (z,00) und somit wire A nicht
zusammenhéangend.

Fiir die Riickrichtung zeigen wir zuerst, dass jedes abgeschlossene Intervall [a, b] zusammen-
héngend ist: Sei f : [a,b] — {0, 1} eine stetige Surjektion. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
ist f(a) = 0. Beachte, dass S = {x € [a,b] | f(z) = 1} # () und setze s = inf S. Das Element s ist
Limes einer Folge (z,) aus S mit f(x,) = 1. Weil f stetig ist und {0, 1} die diskrete Topologie
hat, folgt f(s) = 1, also s > a. Die Teilmenge U = f~!({1}) ist eine offene Umgebung von
s, somit enthélt U ein offenes Intervall der Form (s — €, s + €). Dies widerspricht, dass s das
Infimum von S' ist, wie gewiinscht.

Sei nun A ein Intervall. Wenn f : A — {0, 1} eine stetige Surjektion ist, finden wir zwei
Punkte a und b in A mit f(a) # f(b). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist a < b, also
la,b] C A, weil ein Intervall ist. Insbesondere ist fia4 : [a,b] = {0,1} eine stetige Surjektion,
was wegen obigem nicht mdglich ist. O

Beispiel 3.7. Definiere die Einheitssphdre (in Dimension n) als die Menge

S" = {(z0,...,z,) R Y 2 =1}

0<i<n
Der Einheitskreis ist die Menge S'. Er ist zusammenhingend, da die Parametrisierung

g: 0,1 — St
t  +— (cos2nt,sin2mt)

stetig und surjektiv ist (siehe Korollar . Allgemein ist jede Kurve v im topologischen Raum
X zusammenhingend, wobei die Kurve durch die stetige Abbildung 7 : [a,b] — X gegeben ist.

Wir gewinnen in diesem Kontext den uns wohlbekannten Satz aus der Analysis.
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Satz 3.8. (Zwischenwertsatz) Sei (X,T) ein zusammenhdingender topologischer Raum und Y
eine linear angeordnete Menge mit der Ordnungstopologie (siehe Bez'spz'el. Fiir jede stetige
Abbildung f : X — Y liegt jeder Punkt y aus 'Y mit f(a) <y < f(b) fir a und b aus X im
Bildbereich von f.

Korollar 3.9. (Fizpunktsatz) Zu jeder stetigen Abbildung f : S' — R gibt es einen Punkt
2 = (wg,z1) in St mit f(z) = f(—2), wobei —z = (—xq, —x1) ist der zu z Antipodenpunkt.

Beweis. Wenn f : S' — R stetig ist, so ist g(z) = f(z) — f(—z) wegen Korollar stetig.
Wenn f keinen Fixpunkt besitzt, liegt 0 nicht im Bildbereich von g. Aus dem Beispiel

ist die Menge S' zusammenhéngend. Da g(z) = —g(—=z), liefert der Zwischenwertsatz den

gewiinschten Widerspruch. [

Das folgende Kriterium fiir Zusammenhang von Vereinigungen wird sehr hilfreich sein.

Proposition 3.10. In einem topologischen Raum (X, T) sei (A;)icr eine Familie zusammen-
hingender Teilmengen derart, dass es einen Index ig mit Ay, N A; # O fiir alle i aus I gibt. Die
Vereinigung | J; A; ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei f:|J; A; — {0, 1} eine stetige Abbildung. Jede Einschrankung f4, ist auch stetig,
also konstant wegen Lemma @ Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist f(A;,) = 0.
Gegeben x aus |J; A; beliebig, gibt es ein ¢ aus I mit « in A;. Wegen der Annahme existiert
ein y in A;, N A;. Da f(y) =0, folgt f(A;) = 0 und somit f(x) = 0, wie gewiinscht. ]
Aufgabe. In R? mit der euklidischen Topologie sei fiir 0 # n aus N die Menge A,, = dB%" ((£,0))

der Rand der offenen Kugel vom Radius + und Mittelpunkt (£, 0).
Wie sieht A, bildlich aus? Ist (Jy A, zusammenhéngend?

Beispiel 3.11. Der (topologische) Kamm ist die folgende Teilmenge von R?

(10,1 x {0}y u (fo} x [0, 1hu [ J ({%} x [0, 1])

0#neN

Ceress & %

A

Der topologische Kamm

Der Kamm ist zusammenhiingend beziiglich der euklidischen Topologie auf R?, weil die
Teilmenge A = [0, 1] x {0} jedes Mitglied der Vereinigung nicht-trivial schneidet.

Satz 3.12. Sei (X;, T;)ier eine Familie topologischer Riume. Das Produkt [],.; X; ist genau
dann zusammenhdngend, wenn jeder Raum X; zusammenhdngend ist.

Beweis. Weil jede Projektion 7; : [],.; Xi — Xj eine stetige Surjektion ist, folgt eine Richtung
aus dem Korollar 3.4]

Wir nehmen nun an, dass alle X; zusammenhéngend sind. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit ist kein Raum leer.
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Behauptung. Jedes Produkt endlich vieler X;’s ist zusammenhdngend.

Beweis der Behauptung. Seien X, , ..., X; endlich viele zusammenhéngende topologische Radume.
Weil

Xil X e XXz'n :Xi1 X (XZQ X v XXZ'n),
geniigt es induktiv den Fall n = 2 zu betrachten. Seien also X und Y zwei nicht-leere zusammen-
hiangende topologische Raume. Wihle (zg,yo) aus X x Y fest und setze A = X X {yo}. Die

Menge A ist homdomorph zu X, also ist A zusammenhéngend. Des Weiteren ist A, = {z} x Y
auch zusammenhingend, denn A, ~ Y. Beachte, dass der Durchschnitt A, N A # () und somit

XxY:AUUAI

zeX
wegen Proposition zusammenhéngend ist. [ Ben.
Wenn die Indexmenge endlich ist, sind wir fertig. Ansonsten wéhle (a;)ier aus [[;o; X; fest.
Gegeben eine endliche Teilmenge ) # F' C I setze
AF = {(xz)ze[|xz = Qa; fir ¢ ¢ F}
Wenn F' = {iy,...,i,}, dann ist die Menge Ar homdomorph zu X;, X --- x X; und somit ist

Ap zusammenhéngend wegen der obigen Behauptung. Da Arp N Aps klarerweise nicht leer ist,

folgt aus der Proposition [3.10, dass

A:UAF

FcCI
F' endlich

zusammenhéngend ist. Wegen des Korollars miissen wir nur noch zeigen, dass [[,.; Xi = A.
Sei also x = (x;)ier aus [[;.; X; beliebig und U eine Umgebung von . Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ist U ein Element der Basis der Produkttopologie, also U = [\,;cpc; mH(U;)

mit U; C X offen und F' C I endlich. Insbesondere ist Ap N U # (), wie gewiinscht. m

3.2 Lokal- und Wegzusammenhang

Bemerkung 3.13. Sei x ein Punkt des topologischen Raumes (X, 7). Wegen Proposition m
ist die Menge
U A

A zusammenhéngend
€A
zusammenhéngend (und nicht-trivial, denn die Einermenge {z} ist zusammenhéingend). Wir
bezeichnen die obige Menge als die Zusammenhangskomponente CC, von x.
Die Menge CC, ist die grofite zusammenhéngende Teilmenge von X, welche x enthélt. Es
folgt, dass CC, = CC,, wenn y in CC, liegt. Ferner ist CC, wegen Korollar abgeschlossen.

Aufgabe. Betrachte Q mit der Spurtopologie der euklidischen Geraden R. Wie grof ist die
Zusammenhangskomponente eines Punktes? Beschreibe die Zusammenhangskomponenten eines
Punktes in der Sorgenfrey Geraden.
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Bemerkung 3.14. Die Relation 2Fy <= CC, = CC, ist eine Aquivalenzrelation, deren
Klassen genau die Zusammenhangskomponenten sind. Insbesondere ist

X = U CC,

E-Klasse [z]g

die disjunkte Vereiningung der Zusammenhangskomponenten.
Wenn () # A zusammenhingend ist, liegt A in einer einzigen Zusammenhangskomponente.

Definition 3.15. Der topologische Raum (X, 7)) ist:
e total unzusammenhdingend, falls CC, = {z} fir jeden Punkt x aus X.

o [okal zusammenhdngend, falls jedes x aus X eine Basis zusammenhdngender Umgebun-
gen besitzt, das heifit, eine Kollektion (BY);e; zusammenhéngender offener Umgebungen
derart, dass es fiir jede Umgebung U*® ein ¢ aus I mit Bf C U” gibt.

Aufgabe. Ist die Sorgenfrey Gerade lokal zusammenhéingend? Und die Teilmenge [0, 1] U (2, 3]
mit der Spurtopologie beziiglich der euklidischen Geraden?

Aus der Proposition folgt, dass die Mengen CC, in einem lokal zusammenhéngenden
Raum offen sind.

Korollar 3.16. Jede Zusammenhangskomponente eines lokal zusammenhdingenden Raumes ist

offen.

Aufgabe. Im topologischen Kamm aus dem Beispiel sei Ag = {0} x [0,1] und A, =
{£} % [0,1] fiir n # 0 aus N.

Ist A,, abgeschlossen? Und offen? Beschreibe das Innere von Ay. Ist der Kamm lokal zusammen-
héngend?

Definition 3.17. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, T) ist wegzusammen-
héingend, falls je zwei Punkte a und b aus A durch eine Kurve v (oder einen Pfad) verbunden
werden konnen, das heifit, es gibt eine stetige Abbildung v : [0,1] — X (beziiglich der Spurto-
pologie der euklidischen Geraden auf [0, 1]) derart, dass Im(y) C A mit Anfangspunkt v(0) = a
und Endpunkt ~(1) = b.

Der Raum (X, 7)) ist wegzusammenhdingend, falls die Teilmenge X wegzusammenhingend
ist.

Weil die Komposition stetiger Abbildungen wiederum stetig ist, folgt, dass dieser Begriff
unter Homoomorphismen erhalten bleibt.

Bemerkung 3.18. Wegzusammenhang ist invariant unter Homéomorphismen.

Beispiel 3.19. Eine Teilmenge A von R" ist konver, falls das gesamte Segment zwischen zwei
Punkten @ und b aus A

y#t)=(1—t)-a+th=a+t(b—a), mit ¢ in [0, 1]

in A liegt.
Jede konvexe Teilmenge von R" ist wegzusammenhingend.
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WEeil das Bild eines Intervalles unter einer stetigen Abbildung zusammenhéngend ist, folgt
folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.20. Jede wegzusammenhéngende Teilmenge ist zusammenhéngend.
Aufgabe. Sind R und R? homéomorph?

Das néchste Beispiel zeigt, dass der Begriff des Wegzusammenhanges nicht unter Abschliissen
erhalten bleibt, im Kontrast zu Korollar |3.5]

Beispiel 3.21. Der topologische Sinus ist die Teilmenge von R? gegeben durch
1
x

Es ist im Abschluss (in der euklidischen Topologie) der Kurve y = sin(2) mit 0 < z < 1
enthalten. Somit ist der topologischer Sinus wegen Korollar [3.5] und Beispiel 3.7 zusammen-
h&ngend.

Dennoch ist er nicht wegzusammenhingend: Gegeben eine stetige Abbildung ~ : [0, 1] — R?
mit im topologischen Sinus enthaltenem Bildbereich sowie Anfangspunkt (0, 0) ist () = (0, 0)
konstant fiir alle ¢ aus [0, 1]. Schreibe ~(t) = (z(t),y(t)). Wir miissen nur zeigen, dass z(¢) nur
den Wert 0 annimmt. Sonst kdnnen wir nach einer geeigneten Reparametrisierung annhemen,
dass

to = sup{t € [0,1] | 204 = 0} = 0.

Weil die stetige Abbildung ~ die Gleichung ~(0) = (0,0) erfillt, gibt es ein 6 > 0 so, dass
ly(s)| < 1 fiir 0 < s < §. Insbesondere ist (5 # 0, also gibt es 0 < 59 < 6 mit n = x(sp) > 0.

Beachte, dass y = sin(%),,; das Intervall (0,7] surjektiv auf [—1,1] abbildet. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt aber [0,7] C Im(zos,) und somit erreicht v nie die Werte 1 oder
—1.

Bemerkung 3.22. In einem topologischen Raum (X, 7) definiere folgende Relation:

es gibt eine stetige Kurve (oder Pfad) v : [0,1] — X

Ty {mit Anfang v(0) = z und Ende v(1) = y.

Diese Relation ist klarerweise reflexiv und symmetrisch. Fiir die Transitivitdt definieren wir
das Aneinanderhingen x zweier Pfade v; und o mit v;(1) = 12(0) als die Abbildung

xye: [0,1] — X

{71(225), fir ¢t € [0, %]

t
Y2 (2t — 1), fiir t € [£,1]

Diese Abbildung ~; * ¥ ist stetig wegen dem Verklebungslemma [2.14

Die Wegzusammenhangskomponente PCC, vom Punkt z ist die Aquivalenzklasse vom Ele-
ment x beziiglich der obigen Aquivalenzrelation ~. Insbesodere ist PCC,, die groBte wegzusammen-
héngende Teilmenge von X, welche x enthélt und

X = U PCC,

~-Klasse [z]~

die disjunkte Vereiningung der Wegzusammenhangskomponenten.
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Beachte, dass PCC, C CC, wegen Bemerkung [3.20

Definition 3.23. Ein topologischer Raum (X, 7) ist lokal wegzusammenhdngend, falls jeder
Punkt eine Basis wegzusammenhéngender offener Umgebungen besitzt.

Korollar 3.24. Jeder lokal wegzusammenhdingende topologische Raum ist lokal zusammen-
hingend. Ferner ist jede Wegzusammenhangskomponente offen.

Wenn der topologische Raum zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend ist, dann
15t er wegzusammenhdngend.

Beweis. Die ersten zwei Behauptungen folgen klarerweise aus den obigen Bemerkungen.
Angenommen, dass der Raum X zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend ist. Je-
de Wegzusammenhangskomponente ist offen. Weil X die disjunkte Vereinigung der Wegzusammen-
hangskomponenten ist, folgt, dass jede Wegzusammenhangskomponente abgeschlossen ist. Da
X zusammenhéngend ist, folgt aus Lemma @, dass X nur aus einer einzigen Wegzusammen-
hangskomponente besteht und somit ist X wegzusammenhéngend. O

Aufgabe. Aus dem Korollar folgt, dass der topologische Sinus nicht lokal wegzusammen-
héngend ist. Beschreibe die Wegzusammenhangskomponenten. Wie viele gibt es?
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Kapitel 4

Kompaktheit

4.1 Abzihlbarkeitseigenschaften und Konvergenz

In diesem Abschnitt werden wir das Innere, den Abschluss und den Rand einer Teilmenge eines
topologischen Raumes mit Hilfe von Folgen mit Indexmenge N unter gewissen Eigenschaften
betrachten konnen.

In der Definition [3.15] wurde der Begriff einer Basis von Umgebungen eines Punktes definiert.

Definition 4.1. Ein topologischer Raum (X, 7T) erfiillt:

e die Abzdhlbarkeitseigenschaft erster Klasse (oder ist Abz ), falls jeder Punkt eine abzéhlbare
Basis von Umgebungen besitzt.

e die Abzdhlbarkeitseigenschaft zweiter Klasse (oder ist Abz ), falls die Topologie T eine
abzéhlbare Basis besitzt.

Gegeben eine Basis B der Topologie T, bildet { B € B|z € B} eine Basis von Umgebungen
des Punktes z. Insbesondere ist jeder Abzs-Raum Abz;.

Aufgabe. Ist die euklidische Gerade Abz;? Und Abzs? Und die Sorgenfrey-Gerade? Ist die
koendliche Topologie (siehe Beispiel Abz,? Ist sie Abzy?

Bemerkung 4.2. Jeder metrischer Raum (X, d) ist Abz; (beziiglich der metrischen Topologie),
denn die B () bilden klarerweise eine abzihlbare Basis der Umgebungen des Punktes z.

Bemerkung 4.3. Beide Abzidhlbarkeitseigenschaften bleiben unter Homoéomorphismen und
endliche (sogar abzéhlbare) kartesische Produkte erhalten.

Aufgabe. Kann ein Abzy-Raum eine diskrete iiberzabzéahlbare Menge haben?
Mit Hilfe des (abzéhlbaren) Auswahlaxioms lasst sich Folgendes leicht beweisen:

Proposition 4.4. Sei A eine Teilmenge des topologischen Raumes (X, T) und x ein Punkt aus
X. Folgende Aquivalenzen gelten, wenn (X, T) Abz ist:

a) v € A <= Fir jede Folge (x,)nen mit Limes x gibt es eine natirlich Zahl ny so, dass
i A fiirn > ng liegt.
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b) v € A <= Es gibt eine Folge (x,)nen von Elementen aus A mit Limes .

c) x € 0A <= Es gibt Folgen (x,)nen von Elementen aus A und (yn)nen von Elementen aus
X \ A beide mit Limes x.

d) x € lim A <= Fs gibt eine Folge (x,)nen von Elementen aus A mit Limes x so, dass x,, # x
fiir jedes n aus N.

Ferner, wenn X Hausdorff ist, kénnen wir annehmen, dass die Folge unendlich ist, das heifst
Tp # Ty flir n # m aus N.

Definition 4.5. Ein topologischer Raum ist separabel, falls er eine dichte abzdhlbare Teilmenge
besitzt.

Die euklidische Topologie auf R™ ist separabel, weil Q™ dicht ist.

Aus der obigen Proposition folgt, dass in einem Abz;-Raum mit einer abzédhlbaren dichten
Menge D jedes Element Limes einer abzédhlbaren Folge von Elementen aus D ist. Insbesondere
hat der Raum Méchtigkeit hochstens Kontinuum, wenn der Raum Hausdorft ist.

Bemerkung 4.6. Jeder Abzy-Raum ist separabel.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass die Topologie eine
abzihlbare Basis { By, }neny mit B, # () besitzt. Wéhle fiir jedes n aus N ein Element d,, in B,,.

Die abzéhlbare Menge D = {d,, } ey ist dicht: In der Tat, gegeben eine offene Menge U # ()
gibt es ein Element der Basis B,, mit B,, C U und somit D N U # (. ]

Aufgabe. Sei X der metrische Raum aller stetigen Abbildungen von [0, 1] nach R mit der
Metrik

do(f,9) = sup |f(z) — g()].

0<2<1

Mit Hilfe der Polynome mit Koeffizienten aus QQ untersuche, ob X separabel ist.

4.2 Netze, Filter und Konvergenz

Aus der Proposition folgt, dass wir Konvergenz fiir geeignete topologische Raume mit Hilfe
abzéhlbarer Folgen bezeugen konnen. Ein topologischer Raum ist im Allgemein nicht genug
separabel, sodass wir dann den Begriff einer (abzdhlbaren) Folge verallgemeinern miissen.

Definition 4.7. Eine partiell angeordnete Menge (I, <) (siche Definition im Appendix)
ist gerichtet, falls es fiir alle o und 8 aus [ ein vy aus [ mit v > o« und v > 3 gibt.

Ein Netz in einem topologischen Raum (X, 7T) ist eine Abbildung f : I — X, wobei I eine
gerichtete partielle Ordnung ist. Analog zum Fall abzéhlbaren Folgen schreiben wir f,, fiir das
Element f(«) aus X.

Aufgabe. Gegeben eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, 7T), so bildet die Kol-
lektion aller offenen Teilmengen A C U C X eine gerichtete partielle Ordnung beziiglich der
umgekehrten Inklusion:

U<V <«<— VcU.

Insbesondere bezeichnen wir mit NV, die gerichtete partielle Ordnung beziiglich umgekehrter
Inklusion aller offenen Umgebungen von z.
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Im folgenden sei (X, 7T) eines nicht-leeren topologischen Raumes (X, 7).

Definition 4.8. Ein Filter F ist eine nicht-leere Kollektion von Teilmengen des topologischen
Raumes (X, 7T) mit folgenden Eigenschaften:

1) 0 ¢ F.
2) Falls Y und Z in F liegen, dann liegt auch Y N Z in F.
3) Falls Y in F liegt und Y C Z C X, dann liegt auch Z in F.

Beachte, dass wegen (3) der Raum X in F liegen muss, weil F nicht-leer ist.
Eine Filterbasis B ist eine nicht-leere Kollektion von Teilmengen von X derart, dass () nicht
in B enthalten und B unter endlichen Durschnitten abgeschlossen ist.

Aufgabe. Die Menge N, aller offenen Umgebungen des Punktes x bildet einer Filterbasis.
Allgemein, gegeben ein Netz f : I — X so bildet die Familie {7, },cs eine Filterbasis, wobei

To = {fs}a<per-

Bemerkung 4.9. Jede Filterbasis B bestimmt einen Filter. Setze
Fr={Y C X|3Be€Bmit BCY}.

Insbesondere ist fiir ) # Y C X die Menge {Y'} eine Filterbasis. Der entsprechende Filter Fy
ist der von Z erzeugte Filter. Ein Filter, der von einer Menge erzeugt wird ist ein Hauptfilter.
Sonst ist der Filter generisch.

Definition 4.10. Ein Ultrafilter U ist ein maximaler Filter beziiglich Inklusion.

Da jeder Filter unter endlichen Durschnitten abgeschlossen ist, kann es nicht passieren, dass
fiir eine Teilmenge Y C X sowohl Y als auch das Komplement X \ Y in U/ liegen.

Bemerkung 4.11. Ein Fiter U/ auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn er zusétzlich folgende
Eigeschaft besitzt:

4) Fiir Y C X liegt entweder Y oder X \ Y in U.
Beweis. Sei U ein Ultrafilter und Y C X eine Menge, welche nicht in U liegt. Setze
B - {Y N Z}ZGZ/I-

Beachte, dass Y in B liegt, denn X liegt in U. Ferner, weil & unter endlichen Durschnitten
abgeschlossen ist, trifft dies auch auf B zu. Wenn B eine Filterbasis ware, wiirde der Filter Fg
den Filter U echt enthalten, was der Maximalitit von U widersprechen wiirde. Es folgt, dass ()
in B liegt. Das heift, es gibt eine Menge Z aus Y mit Y N Z = (), also Z € X \ Y. Aus der
Eigenschaft (3) folgt, dass X \ Y in U liegt, wie gewiinscht.

Wir nehmen nun an, dass U ein Filter mit der Zusatzeigenschaft (4) ist. Wir miissen zeigen,
dass U maximal ist. Falls F ein Filter wére, der U echt enthélt, gébe es eine Teilmenge Y in
F\U. Dann liegt X \ Y in & und somit in F. Weil } =Y N X \ Y, ist F kein Filter. O
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Bemerkung 4.12. Falls Y U Z in einem Ultrafilter U liegt, dann liegt Y oder Z in U.
Wir konnen U als ein endlich additives Mafl auf X betrachten, welches nur die Werte 0 und
1 annimmt. Die Elemente aus U sind genau die Teilmengen von X mit Maf 1.

Bemerkung 4.13. Jeder Hauptultrafilter wird von einer Einermenge erzeugt: Angenommen,
dass der Ultrafilter U von der Menge Y erzeugt ist, folgt, dass jede Teilmenge Z aus X genau
dann in U liegt, wenn Y C X. Weil Y # (), gibt es ein Element x aus Y. Beachte, dass X \ {z}
nicht in U liegen kann, denn Y ¢ X \ {z}. Also liegt {z} in U/ und somit ist Z = {z}, wie
gewiinscht.

Falls X unendlich ist, ist

Frvechet = {Y C X | X \ Y endlich}
ein Filter, namens der Fréchetfilter. Jeder Ultrafilter, der Frschet €nthélt muss generisch sein.
Aus dem Zorn’schen Lemma (siehe Appendix A) folgt die Existenz von Ultrafiltern.

Lemma 4.14. Die Vereinigung einer steigenden Kette von Filtern ist wiederum ein Filter.
Insbesondere gibt es Ultrafilter auf jedem nicht-leeren topologischen Raum.
Wenn der Raum X unendlich ist, gibt es generische Ultrafilter auf X.

Definition 4.15. Gegeben einen Punkt x aus (X, 7) und einen Filter F auf X, so konvergiert
F nach z (oder x ist Limespunkt von F), falls N, C F. Wir bezeichnen es mit F — x.

Aufgabe. Ein (nicht-leerer) topologischer Raum (X,7) ist genau dann Hausdorff, wenn je
zwei Limespunkte einer konvergenten Filters gleich sind, oder dquivalent dazu, wenn je zwei
Limespunkte einer konvergenten Ultrafilters gleich sind.

Wenn U nach z konvergiert, so liegt z in Y fiir jedes Y aus U. Des Weiteren, wenn z in A
liegt, so gibt es einen Ultrafilter Y — z, welcher A enthalt.

Definition 4.16. Seien X und Y topologische Rdume sowie f : X — Y eine Abbildung.
Gegeben einen Filter F auf X, so ist f(F) der Filter, welcher von der Filterbasis {f(Z)}zcx
erzeugt wird.

Lemma 4.17. Gegeben eine Abbildung f : X — Y topologischer Riume, so ist f genau dann
stetig, wenn f(F) — f(x), falls F — z.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass f stetig ist und dass der FilterF nach x konvergiert. Wir
wollen zeigen, dass f(F) — f(x), so wéhle V eine offene Umgebung von f(z). Da f stetig ist,
gibt es eine offene Umgebung U von x mit f(U) C V. Nun liegt U in F, weil F — z und somit
liegt V' im Filter f(F), wie gewiinscht.

Fiir die Riickrichtung, sei V' eine beliebige offene Umgebung von f(z). Wir miissen zeigen,
dass f~1(V) offen ist. Sei nun F der von der Filterbasis N, erzeugte Filter. Aus unserer An-
nahme folgt, dass f(F) — f(x), so die Umgebung V' von f(z) liegt in f(F). Das bedeutet,
dass es ein Z aus F mit f(Z) C V gibt, oder dquivalent dazu, mit Z C f~*(V). Nun liegt Z in
F so es gibt eine offene Umgebung U von z mit U ganz in Z enthalten (denn F wird von N,
erzeugt). Also U C f~1(V) und somit ist f stetig. O
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4.3 Kompaktheit

Kompaktheit fiir einen topologischen Raum verallgemeinert den Begriff der endlichen Mengen.
Der beriihmte Satz von Heine-Borel charakterisiert die kompakten Teilmengen des R".

Definition 4.18. Seien (X, 7T) ein topologischer Raum und A eine Menge.

e Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Ui)ier offener Mengen derart, dass A C
U; Ui. Wenn A = X, dann reden wir von offenen Uberdeckungen.

e Der topologische Raum (X, 7T) ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)sc; eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt, das heift, es gibt eine natiirlich Zahl n und Elemente
Uil, NN Uln der Familie (Ui)iel mit X = Ulgjgn Uzj

e Die Teilmenge A von X ist kompakt, wenn A mit der Spurtopologie kompakt ist, oder
dquivalent dazu, wenn es fiir jede offene Uberdeckung (U;);cr von A eine endliche Teil-
iiberdeckung A C U, <<, Us; gibt.

Aufgabe. Die euklidische Gerade ist nicht kompakt. Des Weiteren ist kein offenes nicht-leeres
Intervall kompakt.

Ist eine endliche Teilmenge eines beliebigen topologischen Raumes kompakt?

Ist R mit der koendlichen Topologie kompakt?

Bemerkung 4.19. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rédumen.
Wenn K C X kompakt ist, dann ist das Bild f(K) kompakt in Y.

Insbesondere bleibt der Begriff der Kompaktheit unter Homéomorphismen erhalten. Ferner
ist jeder Quotientenraum eines kompakten Raumes wiederum kompakt (mit der Quotientento-

pologie).

Aus den De Morganschen Gesetzen haben wir folgende dquivalente Definition der Kompakt-
heit.

Bemerkung 4.20. Um zu zeigen, dass eine Teilmenge kompakt ist, geniigt es offene Uberdeckungen
durch Elemente der Basis der Topologie zu betrachten, weil sich jede offene Menge als eine Ver-
einigung der Elemente der Basis schreiben lésst.

Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er die endliche Durschnittseigenschaft
(FIP) besitzt: jede Familie (C;);c; abgeschlossener Mengen mit leerem Durchschnitt besitzt
einen endlichen leeren Teildurchschnitt, das heifit, wenn

m01:®,
I

dann gibt es C;,, ..., C; mit

() ¢, =0

1<j<n
Proposition 4.21. Folgende Aussagen sind fiir ein topologischer Raum (X,T) dquivalent:
a) Der Raum X ist kompakt.
b) Fiir jeden Filter F auf X so ist (\,er Z # 0.
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c) Fir jeden Filter F auf X gibt es einen konvergierenden Filter Fy D F.
d) Jeder Ultrafilter U auf X konvergiert.
Beweis. a) — b): Gegeben einen Filter F auf X so hat die Familie {Z}zc# die FIP, denn

ﬂ?) ()2 #0
=1 i=1

Insbesondere folgt aus der Bemerkung , dass (¢ IE £ (), wie gewiinscht.
b) — c): Gegeben einen Filter F auf X, wéhle z in (.- Z # 0. Insbesondere ist UNZ # ()
fiir jede offene Umgebung U von x sowie Z aus F. Die Familie

B = {U Nz } UZEE /\]/_';
bildet eine Filterbasis, welche einen Filter [} erzeugt. Klarerweise liegt N, in F}, so F} — x.
Des Weiteren ist F' eine Teilmenge von F}, wie gewiinscht.

¢) — d): Gegeben einen Ultrafilter U auf X, so gibt es einen Filter Fy D U, welcher
konvergiert. Nun ist &/ ein maximaler Filter beziiglich Inklusion, so & = F; konvergiert, wie
gewiinscht.

d) — a): Aus der Bemerkung [4.20| miissen wir nur zeigen, dass X die FIP besitzt. Sei also
eine Familie (C});e; abgeschlossener Teilmengen von X derart, dass jede endlicher Durchschnitt
nicht-leer ist. Insbesondere bildet B = {C;};c; eine Filterbasis, so sei U einen Ultrafilter auf X
mit C; in U fiir alle 7 aus [ aus dem Lemma [4.14] Nun konvergiert ¢/ nach einem Punkt = aus
X. Aus der Aufgabe nach der Definition folgt, dass z in Z fiir jedes Z aus U, so

iel
wie gewiinscht. O]
Beispiel 4.22. Jedes abgeschlossene Intervall endlicher Lénge ist kompakt: Sei [a,b] ein ab-
geschlossenes Intervall mit Randpunkten a und b aus R und (U;);e; eine beliebige offene

Uberdeckung von [a, b).
Die Menge

S = {x € [a,b]| Das Teilintervall [a, ] besitzt eine endliche Uberdeckung}

ist offensichtlich nicht leer. Sei s das Supremum von S. Wenn s = b, sind wir fertig.

Ansonsten, wenn s < b, wihle ein iy aus I so, dass s in der offenen Menge U;, liegt. Finde
ein € > 0 klein genug mit der Eigenschaft, dass [s —e,s +€ C U;y und a < s —e < s +¢€ < b.
Das Element s — € gehort zu der Menge S, also

la,s — €] U Ui,

1<j<n

Nun ist

[a, s + €] U Ui,

0<j<n

was ein Widerspruch dazu ist, dass s das Supremum von S war.
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Aufgabe. Ist die Menge A = {0} U {+}ospen kompakt?

Proposition 4.23. Seien C' C K Teilmengen in einem topologischen Raum (X, T). Wenn K
kompakt und C' abgeschlossen in K (beziglich der Spurtopologie) ist, dann ist C' auch kompakt.

Beweis. Schreibe C'= K NC’ mit " C X abgeschlossen und somit X \ C” offen. Gegeben eine
offene Uberdeckung
C C U Ui,
I

bekommen wir folgende offene Uberdeckung

Kccu(K\o)c (| Jum)ux\c)

I

der kompakten Teilmenge K. Also gibt es eine endliche Uberdeckung, ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit der Form

Kc(|J v)ux\o).

1<j<n

Weil C C K und C' N (X \ C”") = 0 folgt, dass C' C Ui<j<n Ui;» Wie gewiinscht. O]

Proposition 4.24. In einem Hausdorff topologischen Raum (X, T) ist jede kompakte Menge
abgeschlossen.

Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge von X. Wir wollen zeigen, dass X \ K offen ist. Wenn
K = X sind wir fertig. Ansonten wihle ein Element = von X \ K fest. Fiir y in K ist y # z,
also gibt es disjunkte Umgebungen U¥ von y und V" von x. Klarerweise ist

Kcl| v,
yeK

also
Kc |Ju»
1<j<n
fiir endlich viele Elemente 4, ..., y, aus K. Die Menge
V=1V

1<j<n

ist eine offene Umgebung von z. Wir miissen nur noch zeigen, dass V' C X \ K oder dquivalent
dazu, dass V N K = (). Nun ist

vnKcvn( | uvw)c | vnurc | venuy =9,

1<j<n 1<j<n 1<j<n
wie gewiinscht. ]
Zusammen mit der Bemerkung und der Proposition haben wir folgendes Korollar.

Korollar 4.25. Sei f : X — Y eine Abbildung topologischer Rdume mit X kompakt und Y
Hausdorff. Die Abbildung f ist abgeschlossen.
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Aufgabe. Der Beweis der Proposition [4.24] zeigt, dass jeder kompakte Hausdorff Raum regulir
ist: ein Punkt z und eine abgeschlossene Menge B mit x ¢ B lassen sich durch offene Mengen
trennen, das heifit, es gibt offene disjunkte Mengen U und V mit z in V und B C U.

Schliele daraus, dass jeder kompakte Hausdorff Raum normal ist: je zwei disjunkte ab-
geschlossene Mengen A und B lassen sich durch offene Mengen trennen.

Metrische Rdume sind Hausdorff und kompakte Mengen sind beschréankt und abgeschlossen.

Bemerkung 4.26. In einem metrischen Raum (X, d) ist jede kompakte Menge K abgeschlossen
und beschrdinkt, das heifit, fiir jedes Element x aus X gibt es eine natiirlich Zahl N mit K C

Beweis. Weil metrische Raume Hausdorff sind (siehe Bemerkung[1.30]), miissen wir wegen Pro-
position nur zeigen, dass K beschréankt ist. Fiir x fest ist

KcX=|JBYx),
N

und somit liefert Kompaktheit die gewiinschte Zahl N (weil die Uberdeckung eine Kette ist,
das heifit BX(x) C B (z) fiir n < m). O

Der Satz von Heine-Borel liefert die Riickrichtung der obigen Bemerkung fiir die eu-
klidische Metrik. Um den Satz beweisen zu konnen, brauchen wir den Satz von Tychonoff fiir
endliche Produkte kompakter Rdume. Wir beweisen den Satz fiir beliebige Produkte.

Satz 4.27. (Satz von Tychonoff) Sei (X;, T;)icr eine Familie nicht-leerer topologischer Rdiume.
Der Raum [[; X; ist genau dann kompakt (in der Produkttopologie), wenn jeder Raum (X;,T;)
kompakt ist.

Beweis. Eine Richtung folgt aus der Bemerkung weil jede Projektion m; : [[; Xi = Xj
surjektiv und stetig ist.

Nehmen wir nun an, dass jeder Raum (X;, 7;) kompakt ist. Aus der Proposition miissen
wir nur zeigen, dass jeder Ultrafilter & auf [[, X; konvergiert. Nun ist 7;(U) (wie in der Defi-
nition einen Ultrafilter auf X; fiir jedes j aus I, so es gibt einen Limespunkt x; fiir 7;(U)
aus X;. Setze nun x = (z;);e; aus [[; X;. Wir miissen nur zeigen, dass U — x, oder dquivalent
dazu, dass jede offene Umgebung U von x in U liegt. Da x in der offenen Menge U liegt, gibt
es U, offene Teilmengen von X;, mit

.I'EUiIX"'XUZ'mCU.

Nun konvergiert m;, (1) nach z;,, so Uj, liegt in 7, (). Insbesondere liegt =, '(U;,) = Uj, x
ij#el X; auch in Y. Somit liegt auch U;, x --- x U, , und daher auch U, in U, wie gewiinscht.
[l

m )

Korollar 4.28. (Satz von Heine-Borel) Eine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt beziiglich
der euklidischen Topologie, wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Wir miissen nur eine Richtung zeigen. Wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist, liegt
A fiir eine natiirliche Zahl N in der Menge [N, N| x - - - x [-N, N|. Aus Beispiel und dem
Satz von Tychnoff folgt, dass diese Menge kompakt ist. Aus Proposition folgt dann
die Kompaktheit von A, weil A abgeschlossen ist. n

31



Aufgabe. Ist die Menge [0, 1] kompakt in der Sorgenfrey Gerade?

Satz 4.29. Sei (X,7T) ein nicht-leerer kompakter Raum. Jede stetige Abbildung f : X — R
beziiglich der euklidischen Topologie auf R besitzt ein Minimum und ein Mazximum auf X, das
heif$t, es gibt a und b in X mit

fla) = iy £ () und £(8) = mive S (o).

Beweis. Weil das Bild f(X) # 0 kompakt in R ist, siche Bemerkung [4.19] folgt aus dem Satz
von Heine-Borel dass das Bild abgeschlossen und beschrankt ist. Insbesondere gibt es ein
Infimum ¢ und ein Supremum d. Beide Elemente sind Limespunkte von Folgen von Elementen
aus f(X), also liegen ¢ und d in der abgeschlossenen Menge f(X). Insbesondere ist ¢ das
Minimum und d das Maximum von f auf X. O

4.4 Lokal Kompaktheit und Kompaktifizierungen

Viele topologische Raume (z. B. jedes nicht-triviale offene Intervall in R mit der euklidischen
Topologie) sind leider nicht kompakt. Dennoch ergibt sich als sinnvolle Frage fiir einen toplo-
gischen Raum (X, 7), ob es einen kompakten Hausdorff Raum Y derart gibt, dass folgendes
erfiillt ist:

e Der Raum ldsst sich in Y dicht einbetten: d. h. es gibt eine stetige injektive Abbildung
xy so, dass X ~ f(X) (mit der Spurtopologie) und f(X) dicht in Y ist.

Ein Hausdorff Raum Y wie oben ist eine Kompaktifizierung des Raumes (X, 7).
Wenn X eine Kompaktifizierung besitzt, ist X auch Hausdorff, weil X homéomorph zu
f(X) ist, welcher mit der Spurtopologie Hausdorff ist (siehe Bemerkung [2.10)).

Definition 4.30. Ein topologischer Raum (X, T) ist lokal kompakt, falls jeder Punkt x eine
Umgebung U = U? besitzt, welche in einer kompakten Teilmenge K von X enthalten ist:

relU CK.

Insbesondere besitzt der Punkt = eine Basis von Umgebungen, welche in kompakten Mengen
liegen.

Aufgabe. Zeige, dass lokal Kompaktheit unter Homéomorphismen erhalten bleibt.

Beispiel 4.31. Jeder kompakte Raum ist lokal kompakt.
Der euklidische Raum (R™, 7o) ist wegen des Satzes von Heine-Borel lokal kompakt.
Das Produkt der Sorgenfrey Gerade mit sich selbst (gennant die Sorgenfrey Ebene) ist nicht
lokal kompakt.

Satz 4.32. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann Hausdorff und lokal kompakt, wenn
X eine Finpunkt-Kompaktifizierung besitzt, das heifst, eine Kompaktifizierung Y derart, dass
Y \ X hdchstens aus einem Punkt besteht (Wir identifizieren X mit seinem Bild als Teilmenge
der Kompaktifizierung Y ).
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Ferner sind je zwei Einpunkt-Kompaktifizierungen von X homdomorph: fiir jede dichte Fin-
bettung X <= Z in den kompakten Hausdorff Raum Z mit |Z \ g(X)| < 1 gibt es einen

. h . . .
eindeutigen Homdéomorphismus Y — Z mit folgendem kommutativen Diagramm:

g
X « > Z

a

//

4
ix D =
v
Y

wobei das Zeichen U1 im Diagramm bedeutet, dass hotx = g. Insbesondere ist der Raum X genau
dann kompakt, wenn X (bis auf Homdomorphismus) seine eigene Finpunkt-Kompaktifizierung
15t.

Die Einpunkt-Kompaktifizierung heifit auch Alexandroffs Kompaktifizierung oder Erweite-
rung, nach dem russischen Mathematiker Pawel Alexandroff.

Beweis. Angenommen X besitzt eine Einpunkt-Kompaktifizierung Y. Dann ist der Raum X
Hausdorff wegen obiger Bemerkung. Wir zeigen nun, dass X lokal kompakt ist. Wenn X =Y,
dann sind wir fertig. Sonst schreibe Y = X U {p} und sei z in X beliebig. Weil z # p im
Hausdorff Raum Y, gibt es disjunkte offene Umgebungen U = U”® und V = VP. Die Menge U
liegt in der abgeschlossenen Teilmenge Y\ V. Wegen Proposition ist K =Y \ V kompakt.
Beachte, dass K C X und somit ist X lokal kompakt.

Fiir die andere Richtung sei nun X Hausdorff und lokal kompakt. Wir werden sehen, dass
es nur eine Moglichkeit fiir die Tologie auf der Einpunkt-Kompaktifizierung gibt. Sei Z eine
Einpunkt-Kompaktifizierung mit Z = X U {¢} und V eine Umgebung von ¢. Die Menge K =
X\ (XNV)=Z\V ist abgeschlossen, also wegen Proposition kompakt in Z. Da K ¢ X
ist V = (X \ K)U{q}. Insbesondere sind die offenen Umgebungen vom neuen Punkt ¢ von der
Form (X \ K) U {¢} mit K C X kompakt.

Wenn X kompakt ist, ist X seine eigene Einpunkt-Kompaktifizierung: Sonst hétte der Punkt
q die Menge (X \ X)U{q} = {¢} als offene Umgebung. Also wire ¢ isoliert, aber dann wéire X
nicht dicht in Z.

Das bedeutet, dass wir nur den Fall betrachten miissen, dass X Hausdorff und lokal kompakt
aber nicht kompakt ist. Setze Y = X U {oco}, wobei oo ein neuer kiinstlicher Punkt ist. Wir
beweisen die Aussage mit Hilfe der folgenden Behauptungen:

Behauptung. Die Kollektion
TU{(X\K)U{oco}| mit K C X kompakt}

bildet eine Hausdorff Topologie Ty auf Y derart, dass die Spurtopologie von Ty auf X zur
Topologie T dquivalent ist.

Beweis der Behauptung. Weil die leere Menge immer kompakt ist, folgt, dass Y in 7, liegt. Die
Topologie T ist in Ty erhalten, also ist () auch offen in 7y. Der Durchschnitt zweier 7Ty-offener
Mengen ist wiederum offen (in 7y ), denn einerseits ist die Vereinigung zweier kompakten Men-
gen kompakt und andererseits ist wegen Proposition jede kompakte Menge im Hausdorff
Raum X abgeschlossen. Analog lésst sich leicht zeigen, dass Ty unter beliebigen Vereinigungen
abgeschlossen ist.
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Um zu zeigen, dass Y Hausdorff beziiglich der Topologie 7y ist, geniigt es einen Punkt x
aus X vom Punkt oo zu trennen. Weil X lokal kompakt ist, gibt es eine kompakte Menge K
in X und eine offene Umgebung U von z mit U C K. Dann liegt oo in der Ty-offenen Menge
V = (X \ K) U {0}, welche disjunkt von U ist.

Klarerweise ist jede T-offene Menge offen beziiglich der Spurtopologie auf X. Nun lésst sich
jede beziiglich der Spurtopologie offene Menge als X NV schreiben, mit V offen in 7y. Wenn
V aus T kommt, ist V=X NV offen in T, wie gewiinscht. Sonst ist V = (X \ K) U {oco} mit
K kompakt in X und somit ist X NV = X \ K offen in 7 wegen Proposition m (] Ben.

Behauptung. Der Raum (Y, Ty ) ist kompakt und die Menge X liegt dicht in'Y . Insbesondere
st oo ein Haufungspunkt von X in Y.

Beweis der Behauptung. Der Raum Y ist kompakt: Sei (U;)ie; eine offene Uberdeckung von Y.
Fiir den Punkt oco gibt es ein i aus I derart, dass oo in U;, = (X \ K) U {oo} liegt fiir eine
kompakte Teilmenge K C X. Weil

Kcy=Ju,
I
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

Kc |J u,nx.

1<j<n

Insbesondere ist

Y:(Y\K)UK:((X\K)U{oo})UK:U,-OU U v, = U U,

1<j<n 0<j<n

wie gewiinscht.

Die Menge X liegt dicht in Y: Sei V' C Y eine nicht-leere offene Teilmenge. Wenn oo nicht in
V liegt, ist V' eine Teilmenge von X und wir sind fertig. Ansonsten ist V = (X \ K) U {oco} mit
K C X kompakt. Da X selbst nicht kompakt ist, gilt X # K und somit ist () # (X\K) = XNV
nicht-leer. [ Ben.

Es geniigt zu zeigen, dass diese Konstruktion bis auf Homéomorphie eindeutig ist. Noch zu
zeigen ist, dass es fiir jede Einbettung X %5 Z in den kompakten Hausdorff Raum Z einen

eindeutigen Homéomorphismus Y «— Z mit folgendem kommutativem Diagramm gibt:

g
X > 4
/7\
XD 3
[
Y

Wegen obiger Diskussion ist Z # X, da X nicht kompakt ist. Insbesondere lasst sich Z schreiben
als Z = g(X) U {q}. Definiere

h:'Y — Z

g(y), fallsy € X
q, falls y = oo
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Die Funktion ist klarerweise bijektiv und h o 2x = ¢g. Wir zeigen zuerst, dass h stetig ist: Sei y
in Y beliebig. Wenn y # oo, ist h(y) = g(y) # g und somit finden wir eine offene Umgebung
V = V9W mit VN g(X) offen in g(X). Insbesondere ist g~ (V) = g7 (VNg(X)) = X Nh~H(V)
eine offene Umgebung von y (in X und also in Y'). Wenn y = oo, sei V' eine offene Umgebung
von ¢ in Z. Die abgeschlossene Menge C' = Z \ V ist kompakt und gleich ¢g(X) \ V und
somit ist das Urbild K = ¢g~*(C) kompakt in X (weil X = g(X)). Die offene Ty-Umgebung
U= (X\K)U{oo} von oo liegt in h=!(V), wie gewiinscht.

Aus dem Korollar folgt, dass h abgeschlossen und somit ein Hom&omorphismus ist.
Wenn h; : Y — Z ein Homomorphismus mit hy otx = g = hoty ist, stimmen h; und h auf der
dichten Teilmenge X iiberein. Aus der Aufgabe nach Korollar folgt, dass h = hy auf Y. [

Korollar 4.33. Der Hausdorff-Raum (X,T) ist genau dann lokal kompakt, wenn es fir jede
Umgebung U eines Punktes  aus X eine Umgebung V = V* derart gibt, dass V C U und V
kompakt ist.

Insbesondere ist ein topologischer Raum genau dann Hausdorff und lokal kompakt, wenn er
homdoomorph zu einer offenen Teilmenge eines kompakten Hausdorff Raumes ist.

Beweis. Sei zuerst (X, T) Hausdorff und lokal kompakt und Y die Einpunkt-Kompaktifizierung
von X. Gegeben eine Umgebung U vom Punkt z aus X ist K = Y \ U abgeschlossen in Y
und somit kompakt. Die Aufgabe nach dem Korollar liefert eine offene Umgebung V' von
z und eine offene Menge W O K mit V N W = (). Insbesondere ist V' C X offen in X. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ist V' C U. Die kompakte Menge V aus Y liegt in X (weil es
disjunkt von oo ist, wegen der Menge W). Da

VCcX\WCX\K=U,

folgt, dass V. C X \ W C U, wie gewiinscht. Fiir die andere Richtung ist klar, dass X lokal
kompakt ist, weil V C V.

Wir beweisen nun den zweiten Teil: Eine Richtung ist trivial, denn X = Y \ {oco} ist
klarerweise offen. Wenn nun X ~ W mit W offen in einem kompakten Hausdorff Raum Y,
dann ist X auch Hausdorff. Wir miissen nur noch zeigen, dass X (oder eher W C Y) lokal
kompakt ist: Sei x in W beliebig und wahle eine offene Umgebungen U in W beziiglich der
Spurtopologie von Y. Weil W offen in Y ist, ist U offen in Y. Der Hausdorff Raum Y ist
kompakt, also lokal kompakt. Mit obigem finden wir eine Umgebung V' von x in Y mit

reVcVcl.

Aus der obigen Aquivalenz ist W (und somit X) lokal kompakt. O

Beispiel 4.34. Die Einpunkt-Kompaktifizierung des euklidischen Raumes R™ ist homémorph
zur n-dimensionalen Einheitssphére S™ (siehe Beispiel durch die stereografische Projektion

(wo,...,xn) — (lf;:()?"'alf_zo), falls :L‘O?é]-
oo, fallszg=1undx;=...=2,=0
mit Inverse 1
-1
n sy Yn :—Z,.,,,Zn’
1<i<n
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wobei

2w = -1+ X v
1<i<n

4.5 Folgenkompaktheit

Jede nicht-leere Menge besitzt immer Beriihrungspunkte (die Elemente der Menge selbst!).
Dennoch muss die Menge nicht unbedingt Haufungspunkte haben: z. B. besitzt eine Einermenge
keinen Haufungspunkt. Wir werden eine alternative Charakterisierung der Kompaktheit mit
Hilfe von Folgen und Limespunkten kennen lernen, welche wir in Analysis implizit verwendet

haben.

Definition 4.35. Ein topologischer Raum (X, T) ist:
o hdaufungspunktkompakt, falls jede unendliche Menge einen Limespunkt besitzt.
o folgenkompakt, falls jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel 4.36. Die euklidische Gerade ist weder haufungspunktkompakt noch folgenkompakt:
es geniigt eine aufsteigende Aufzdhlung der natiirlichen Zahlen zu betrachten.

Wir wissen aus der Analysis, dass jedes beschrinkte abgeschlossene Intervall in R folgen-
kompakt ist.

Lemma 4.37. Jeder kompakte Raum ist haufungskompakt. Jeder hiufungskompakte Hausdorff
Abz -Raum ist folgenkompakt.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Teilmenge A des kompakten Raumes (X, 7') ohne Haufungs-
punkte endlich ist. Beachte, dass A wegen Lemma [1.23| abgeschlossen ist und somit kompakt,
wegen Proposition [4.23]

Wenn A leer ist, sind wir fertig. Ansonsten gibt es fiir jedes x aus A eine Umgebung U” in
X derart, dass U N A = {z} (weil x kein Haufungspunkt ist). Da

Ac o,
TEA
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung der Form
Ac | um,
1<i<n
fir z1,...,x, aus A, also
A=AN U U® = U UNA=A{zy,...,z,},
1<i<n 1<i<n

und somit ist A endlich.

Wenn X hiufungskompakt ist, ist X klarerweise folgenkompakt: gegeben eine Folge () nen
betrachte die Menge A der Elemente der Folge. Wenn A endlich ist, gibt es eine konstante
Teilfolge, welche dann konvergent ist. Wenn A unendlich ist, gibt es einen Haufungspunkt. Mit
Hilfe von der Proposition lésst sich leicht eine konvergente Teilfolge gewinnen. O]
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Fiir metrische Rdume stimmen die beiden obigen Begriffe mit dem Begriff der Kompakt-
heit iiberein, dank des Satzes von Bolzano-Weierstrafl [4.40l Dafiir brauchen wir erstmal ein
Hilfslemma:

Proposition 4.38. (Lebesquezahl einer Uberdeckung) Zu jeder offenen Uberdeckung (U;)icr
eines folgenkompakten metrischen Raumes (X,d) gibt es eine reelle Zahl § > 0 derart, dass
jede Teilmenge B von X mit Diameter
Diam(B) = sup d(z,y) <0
T#YyEB
ganz in einem Mitglied U; der Uberdeckung liegt.

Ferner ist der folgenkompakte metrische Raum X total beschrénkt: fir jedes € > 0 gibt es
eine endliche Uberdeckung durch offene Kugeln mit Radius €.

Beweis. Wenn fiir die offene Uberdeckung (U;)ier keine solche Zahl 6 > 0 existiert, gibt es fiir
jedes n > 1 aus N eine Menge B,, mit Diameter kleiner als %, welche in keinem U; ganz liegt.
Insbesondere ist B, nicht leer, wihle z, in B,. Die so konstruierte Folge (z,),eny muss eine
konvergente Teilfolge (7,,);eny mit Limes y aus X besitzen.

Fiir den Limespunkt y gibt es einen Index ¢ aus I derart, dass y in U; liegt. Wahle € > 0
mit BX(y) C U;. Weil die Teilfolge (2, )jen gegen y konvergiert, finden wir ein jo in N mit der
Eigenschaft, dass z,,, in BX (y) fiir j > jo liegt. Fiir j > jo mit n—lj < £ hat die Menge B, einen
. Insbesondere ist

B,, C B (z,,) C BX(y) C Uj

N[

Diameter echt kleiner als

was den gewiinschten Widerspruch liefert.
Fiir die letzte Behauptung sei € > 0 beliebig. Wenn es keine endliche Uberdeckung durch
offene Kugeln mit Radius € gébe, konstruiere eine Folge (z,,),en mit

z, € X\ ( U B (z)).
k<n
Aus dx (2, zy,) > € fiir n # m folgt, dass die Folge (x,,)nen keine konvergente Teilfolge besitzt.
]

Korollar 4.39. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung metrischer Raume mit X kompakt. Die
Abbildung f ist uniform stetig: fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fiir je zwei Punkte
x1 und xo aus X mit dx(z1,x9) < 0 fiir den Abstand der Bilder dy (f(x1), f(x2)) < € gilt.

Beweis. Sei € > 0 und betrachte die offene Uberdeckung

_ Y
Y =] B!y
yey
Weil f stetig ist, ist
_ —1(pY
X = U f (Bg (?J))
yey

eine offene Uberdeckung des wegen Lemma folgenkompakten Raumes X. Sei ¢ die Lebes-
guezahl der obigen offenen Uberdeckung von X. Gegeben x; and x5 in X mit dx (21, x2) < 0 hat
die endliche Menge {z, 72} einen Diameter echt kleiner als §, also {x1,z2} C f~1 (B%/(yo)) fiir

ein yo aus Y. Insbesondere ist dy (f(2;),y0) < § fiir 1 <7 < 2 und somit dy (f(x1), f(22)) <€,
wie gewiinscht. O]
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Satz 4.40. (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Fir einen metrischen Raum (X,d) sind folgende
Figenschaften dquivalent:

e Der Raum X ist kompakt.
e Der Raum X ist hdufungspunktkompakt.
e Der Raum X st folgenkompakt.

Beweis. Wegen Bemerkung und Lemma [4.37] miissen wir nur noch zeigen, dass ein metri-
scher folgenkompakter Raum (X, d) kompakt ist. Sei (U;)ier eine beliebige offene Uberdeckung
von X und ¢ ihre Lebesguezahl, welche Propositionﬁél_._?%l liefert. Setze € = g. Der Raum X
besitzt eine endliche Uberdeckung durch offene Kugeln mit Radius e. Weil jede dieser Kugeln
einen Diameter von 2¢ < ¢ besitzt, liegt jede Kugel ganz in einem Mitglied U; der Uberdeckung.
Insbesondere lasst sich X durch endlich viele U;’s iiberdecken. Somit ist X kompakt. O
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Kapitel 5

Homotopie und der Satz von
Seifert-van Kampen

(Weg-)Zusammenhang lieferte eine Antwort auf die Frage, ob R und R? mit den euklidischen
Topologien homdomorph sind (siehe die Aufgabe nach Bemerkung . Jedoch kénnen wir
diese Methode nicht verwenden, um zu entscheiden, ob R? und R* homéomorph sein kénnen.
Wir brauchen eine Verallgemeinerung des Zusammenhanges, welche wir in diesem Abschnitt
einfithren werden.

5.1 Die Fundamentalgruppe
In der Definition wurde der Begriff eines Pfades v : [0,1] — X in einem topologischen
Raum (X, 7)) eingefiithrt. Der Anfangspunkt des Pfades ist v(0) und der Endpunkt ist y(1).

Definition 5.1. Eine Schleife auf dem Punkt zy im topologischen Raum (X,7) ist ein ge-
schlossener Pfad, das heifit, ein Pfad mit selbem Anfangs- und Endpunkt 2o = v(0) = ~(1).
Wir bezeichnen mit Qfo die Kollektion aller Schleifen auf xy im Raum X.

Bemerkung 5.2. Der Schleifenraum Qfo ist nicht leer wegen der konstanten Schleife
Cs: [0,1] — X
t = Zo
Ferner besitzt ngo eine Verkniipfung, das Aneinanderhingen x zweier Schleifen (siehe Bemer-
kung F-29)
Txye: 0,1 — X

N 71 (2t), fiir ¢t € [0, 3]
Y2 (2t — 1), fiir t € [£,1]

Die zu ~ inverse Schleife ist die Schleife
7: [0,1] — X
t = y(1l-—1%)
Beachte, dass 7 x v nicht die Schleife C,, ist. Dennoch wollen wir sagen konnen, dass beide

Schleifen ,, gleich* sind. Daher fithren wir folgende Definition ein:
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Definition 5.3. Zwei Pfade a und g im topologischen Raum (X,7) mit selben Anfangs-
und Endpunkten zq = v(0) = £(0) sowie x; = (1) = B(1) sind homotop (oder homoto-
piedquivalent), bezeichnet mit o ~ 3, falls es eine Homotopie H von « nach [ gibt, das heift,
eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — X (wobei [0, 1] x [0, 1] die Spurtopologie der eukli-
dischen Ebene R? besitzt) derart, dass:

e H(s,0) =z und H(s,1) = fir alle s in [0, 1].
e H(0,t) = a(t) fiir alle ¢ in [0, 1].
e H(1,t) = p(t) fiir alle ¢ in [0, 1].

Fiir jedes s aus [0, 1] ist die Abbildung H(s,-) : [0,1] — X ein Weg von z, nach z;. Wir
bekommen somit eine stetige Deformierung von « nach f:

Insbesondere ist fiir s aus [0, 1] die Kurve H(s,-) : [0,1] — X eine Schleife auf =y, wenn a und
[ Schleifen auf x( sind.

Aufgabe. Zeige, dass o und 3 genau dann homotop sind, wenn @ und 5 homotop sind.
Wenn o und S homotop sind, so sind a x v und [ v homotop fiir jeden Pfad v mit

7(0) = a(1) = 5(1).

Proposition 5.4. Homotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation zwischen Schleifen auf dem
Punkt zq.

Beweis. Die Reflexivitit o ~ « ist durch die Homotopie H(s,t) = a(t) gegeben. Wenn «
homotop zu § durch H ist, dann ist § homotop zu « durch H'(s,t) = H(1 — s,t).

Wenn a homotop zu  durch H; und S homotop zu v durch Hs sind, ist & homotop zu ~
durch die Abbildung

H: [0,1]x[0,1] — X

(5.1) Hi(2s,1), fiir s € [0, 3]
’ H,(2s —1,t), fiir s € [3,1]

welche wegen dem Verklebungslemma [2.14] stetig ist. O

Beispiel 5.5. In R", oder allgemeiner in jeder konvexen Teilmenge mit der Spurtopologie (siehe
Beispiel , sind je zwei Wege o und (8 mit denselben Anfangs- und Endpunkten homotop
durch die Abbildung

H: [0,1] x[0,1] — R"
(s,t) = (1= s)a(t) + sp(t)

Insbesondere sind alle Schleifen auf z; homotopiedquivalent zu C,,.
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Aufgabe. Sei X = R?\ {(0,0)} die perforierte Ebene mit der Spurtopologie beziiglich der
euklidischen Topologie und « eine Schleife auf 2o = (1,0) derart, dass die erste Koordinate nur
positive Werte annimmt. Zeige, dass a ~ C,,.

Wir werden in den ndchsten Abschnitten sehen, dass die Schleife
B 0,1] - S CR{(0,0))
t  +—  (cos2nt,sin 2mt)
nicht homotopiesiquivalent zur konstanten Schleife auf (1,0) ist.

Satz 5.6. Fiir einen Punkt xo in einem topologischen Raum (X, T) bezeichnen wir mit
7Tl(X, l‘o) = Qi(o ~

die Kollektion aller Klassen [a] von Schleifen a auf xy modulo Homotopiedquivalenz.

Die Verkniipfung
7T1<X,.Z‘0) X7T1(X,l’0) — 7T1(X,I0)

([ed, 18]) = laxf]

ist wohldefiniert und definiert auf der Menge w1 (X, zo) eine Gruppenoperation, welche wir auch
mit dem Symbol * bezeichnen. Die Menge m(X,xo) wird die Fundamentalgruppe von X auf
To genannt.

Beweis. Wenn die Schleifen «, bzw. 3, homotop zu oy, bzw. 5, durch die Homotopie H;, bzw.
Hs, homotop sind, definiert die Abbildung

H: [0,1]x[0,1] — X

(5.1) Hi(s,2t), fir t € [0, 3]
’ Hy(s, 2t — 1), fir t € [1,1]

eine Homotopie zwischen axf und a;+f;. Insbesondere ist die obige Verkniipfung wohldefiniert.
Wir zeigen jetzt, dass die Verkniipfung x auf 7(X, z() assoziativ ist:

([ % [B]) * 7] = [ed = ([B] * [9]),

oder dquivalent dazu, dass die Schleifen (o x ) x v und « % (5 x v) homotop sind, wobei

(axB)x~vy: [0,1] — X
a(4t), fiir t € [0, 4]
t = B4t —1), firt €[4, 1]
v(2t — 1), fiir t € [3,1]

und

21
v(4t — 3), fir ¢t € [3,1]
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Fiir festes s in [0, 1] haben wir fiir die Variable ¢ folgende Zerlegung des Intervalls [0, 1]:

(el
w
nig
AN
w»
nilg
[\&)

-

Wir suchen also eine lineare Transformation ¢t — at+b von [0, =] auf [0, 1], welche gegeben
wird durch

b=0und a = .
s+1

Analog bildet die Transformation ¢ — 4¢ — (1 + s) das Intervall [#!, *£2] auf [0,1] ab, und
t— 7=t — ££2 tut dies fiir das Intervall [5£2,1].

Setze nun
H: [0,1] x[0,1] — X
a(5t), firt € [0, 2]
(s,1) = B4t — (1+s)), fiir ¢ € [, =£2]
4

(gt — ££2), fiir t € [#£2 1]

Die Abbildung H ist wegen dem Verklebungslemma stetig und liefert die gewiinschte
Homotopie.

Fiir die Existenz des neutralen Elementes und der Inversen benétigen wir folgenden Hilfssatz,
welcher sich leicht beweisen lésst:

Behauptung. Gegeben zwei Pfade o, : [0,1] — [0,1] mit a(1) = B(0) und eine stetige
Abbildung ¢ : [0,1] — X, ist

go(axp)=(goa)x(gop).

Des Weiteren sind fiir zwei durch H homotope Pfade v, : [0,1] — [0, 1] die Pfade go~ und
g o homotop durch go H.

Wir beweise nun, dass die Klasse [C,,] das neutrale Element in 7(X,z) ist. Das heifit,
dass fiir jede Schleife « : [0,1] — X auf x

[Cao] x [a] = [a] = [a] % [Cy],

oder dquivalent dazu, dass alle drei Schleifen C,, x @, a und o * C,, homotop sind. Wir zeigen
a ~ Oy x o und die anderen Homotopiedquivalenzen folgen analog. Die Abbildung v = Idg
ist stetig und somit ist auch § = Cy x Idg 1) stetig. Beispiel liefert eine Homotopie H durch
welche v und § homotop sind, weil das Intervall [0, 1] konvex ist. Wegen obiger Behauptung ist
« o H eine Homotopie zwischen o = a o Idjg;;) und o o (Cp % Idjg,1)) = Cy * v, wie gewiinscht.

Gegeben eine Klasse [a], zeigen wir zuletzt, dass die Klasse [@] das Inverse ist, das heift,
dass die Schleife o x @ homotop (aber nicht gleich!) zu C,, ist. Hieraus folgt dann auch die
Identitit [@] x [a] = [C,,], weil @ = a.

Sei wie oben v = Gy und = Idjg *m. Aus der Konvexitét von [0, 1] folgt, dass es eine
Homotopie H zwischen v und ¢ gibt. Wenn wir die Komposition mit a betrachten, sehen wir,
dass C,, und a = @ homotop sind, wie gewiinscht. O]
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Aus dem obigen Beweis folgt folgende Anmerkung.

Korollar 5.7. Fir jeden Pfad o mit Anfangspunkt xo und Endpunkt x1 gilt
Cpoxa~a und a ~ axC,,.

Aufgabe. Zeige, dass zwei Pfade a und § mit selben Anfangs- und Endpunkten genau dann
homotop sind, wenn die Schleife a *  homotop zur konstanten Schleife ist.

Beispiel 5.8. In der perforierten Ebene R? \ {(0,0)} sei

B: 0,1 — S'CR*\{(0,0)}
t  +—  (cos2nt,sin 2mt)

Aus den trigonometrischen Identitéten folgt 3] x [5] = [fa], wobei

Br: [0,1] — S'CR*\{(0,0)}

) fir k € Z
t  +— (cos2mkt,sin27kt)

Allgemein ist [3,] x [8] = [Bns1], also

fiir n aus N und
[B-k) " = [Bi]
wenn k in Z \ N liegt.

Lemma 5.9. Sei vy ein Pfad im topologischen Raum (X,7T) von xy nach z1. Die Abbildung
Py 7T1(X,LU1) — 7T1<X,.T0)
[a] = [yx(ax7)]

st ein Gruppenisomorphismus.
Insbesondere st die Fundamentalgruppe auf jedem Punkt einer Wegzusammenhangskom-
ponente konstant (bis auf Isomorphie).

Wenn der topologische Raum (X, 7) wegzusammenhéngend ist, kénnen wir also von der
Fundamentalgruppe von X reden ohne einen Basispunkt fixieren zu miissen.

Beweis. Analog zu der Behauptung im Beweis von Satz folgt, dass ¢, wohldefiniert ist.
Weil Cy, ~ v x7 und C,, ~ 7 folgt, dass ¢, und @5 inverse Abbildungen voneinander sind.
Insbesondere ist ¢, bijektiv. Wir miissen nur noch zeigen, dass ¢., ein Gruppenhomomorphismus
ist:
p, ([ x[8]) = oy (lax B]) = [y * ((ax B) xT)] = [y x ((a x Cyy % B) *7)] =
=[x ((ax G2 8+ 7)) = [(7 % (@x ) 5 (72 (B27)] = by s (ax7) by« (85 7)] =
= py([a]) > ¢, ([5])
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Proposition 5.10. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Gegeben xg
aus X, setze yo = f(xo). Die Abbildung f induziert einen Gruppenhomomorphismus

for m(X, @) — m(Y,w0)
[ = [feq]
Die Abbildung f, ist ein Funktor in der Kategorie topologischer Rdume mit Basispunkten.
Insbesondere ist (f o g), = fi o g, fiir stetige Abbildungen
xX4ydoz

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung f, wohldefiniert ist: Wenn « und 3 durch die
Homotopie H homotop sind, liefert die Abbildung Hy = foH : [0,1]x[0,1] — Y eine Homotopie
zwischen foa und f o f.

Analog zu der Behauptung im Beweis von Satz folgt, dass fo(axfB) = (foa)*x(fof)

und somit

Flled «[B]) = fiullax B]) = [f o (a % B)] =
=[(foa)x(fopB)]=[foa]x[fof]= fla]) » f([5])

O
Wenn f ein Homomorphismus ist, dann ist (f,)™! = (f71),.

Korollar 5.11. Der Homdéomorphismus f : X — Y induziert einen Gruppenisomorphismus
von m (X, zo) nach m (Y, f(xo))-

Lemma 5.12. Gegegeben zwei topologische Riume (X, Tx) und (Y, Ty) sowie Basispunkte xy in
X und yo in'Y betrachten wir X XY mit der Produkttopologie und die Koordinatenabbildungen
Tx : X XY — X sowie my : X XY =Y. Die Abbildung

7T1(X X Y7 (51507?/0)) — 7T1(X7 CUO) X 7T1(Y7 yO)
[o] = (mxa([al), mya((e])
st ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Die Koordinatenabbildungen sind stetig und somit sind die Abbildungen 7x, und 7y,
wohldefiniert. Sei x = (7x,, my,) die obige Abbildung auf m; (X XY, (x0, 30)). Sie ist klarerweise
ein Gruppenhomomorphismus und surjektiv, denn fiir je zwei Pfade ax auf X und ay auf Y
ist die Abbildung t — (ax(t), ay(t)) ein Pfad auf X x Y. Wir miissen nur noch zeigen, dass x
injektiv ist: Angenommen die Schleife a auf (xg, ) in X x Y erfiillt, dass die beiden Schleifen
mx o a und my o a durch die Homotopien Hx und Hy homotop zu den konstanten Schleifen
Cy, bzw. Cy, sind. Setze

H: [0,1] x[0,1] — X xY
(s,t) — (HX(s,t),Hy(s,t))

Klarerweise ist H(s,0) = H(s, 1) = (x¢,yo). Ferner ist H(0,¢) = a(t) und
H(L t) = (Cz()(t)a Cyo(t)) = C(wo,yo)<t)7
also [a] = [Czgy0)) In T (X XY, (20, y0)). O
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Die einfachste Gruppe ist die triviale Gruppe. Daher fithren wir den folgenden Begriff ein:

Definition 5.13. Ein topologischer Raum (X, 7T) ist (wegweise) einfach zusammenhdingend,
falls die folgenden Eigenschaften gelten:

e Der Raum ist wegzusammenhéngend.

e Fiir einen (oder dquivalent dazu, fiir jeden) Punkt zy aus X ist die Fundamentalgruppe
(X, xo) trivial, das heifit, jede Schleife auf xq ist zusammenziehbar: homotopiedquivalent
zu Gy .

Aus der Bemerkung [3.18 und dem Korollar schliefen wir folgende Bemerkung.

Bemerkung 5.14. Einfacher Zusammenhang bleibt unter Homémorphismen invariant.

Fiir jedes n aus N ist der euklidische Raum R"™ einfach zusammenhéngend, sowie auch der
Raum mit einem Punkt.

Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum ist genau dann einfach zusammenhéngend,
wenn je zwei Pfade mit selben Anfangs- und Endpunkten homotop sind (siehe die Aufgabe nach
Korollar [5.7)).

Um zeigen zu koénnen, dass in Dimension n > 2 die Einheitssphére S™ einfach zusammen-
héngend ist, benotigen wir eine einfache Version des Satzes von Seifert-van Kampen.

Satz 5.15. (Einfache Version des Satzes von Seifert-van Kampen)

Ldsst sich der topologische Raum (X,T) als Vereinigung X = U UV zweier offener einfach
zusammenhdngender Mengen U und V' mit () # U NV wegzusammenhdingend schreiben, dann
ist X einfach zusammenhdngend.

Beweis. Weil der Durchschnitt U NV nicht leer ist, ist X wegzusammenhéngend, da sich je-
der Punkt aus X zu einem festen Punkt xy in U NV verbinden lasst. Wir miissen nur noch
zeigen, dass jede Schleife a auf xy zusammenziehbar ist. Proposition liefert fiir die offene
Uberdeckung

0,1]]=a'(X)=a (U)ua (V)

des kompakten metrischen Raumes [0, 1] eine Lebesguezahl § > 0. Fiir jedes Teilintervall (a, b)
von [0, 1] der Lénge b — a < § liegt das Bild «((a,b)) ganz in U oder ganz in V. Da [0, 1] total
beschrankt ist, finden wir eine Zerlegung 0 = ag < a1 < -+ < a,, = 1 derart, dass a([a;, a;41])
ganz in U oder ganz in V' liegt. Wir konnen die Zerlegung so reduzieren, dass diese beiden Fille
abwechselnd stattfinden (indem wir die Vereinigung benachbarter Intervalle nehmen), dann
liegt a(a;) in UNV filr 0 <i < n.

Weil UNV wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Pfad 7; in UNV von zg nach a(a;). Mit
Hilfe der Komposition einer geeigneten Reparametrisierung von [0, 1] nach [a;, a;41], schreibe
a; fiir oq, q,,,) (als Kurve von [0,1] nach X!). Klarerweise ist

Q~ gk K kQyy1.
Weil 7; % 7; ~ C,, das neutrale Element in (X, z) ist, gilt

Qg xe k1~ (g k) k(Y1 x @ x2) ke k (Y2 * Qo *x Y1) * (Vo1 * Q1)
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X i"";/dn-z
il d.(qn-l)

Aus der Konstruktion lauft jede Teilschleife (g * 7,), (y1 * a1 x32),*++ , (Vn_1 * Q1) im
obigen Produkt ganz in U oder ganz in V und ist daher zusammenziehbar, wegen unserer
Annahme.

Insbesondere ist a ~ C,,,, wie gewiinscht und somit X einfach zusammenhingend. O

Bemerkung 5.16. Der Beweis zeigt, dass wenn X = U UV und x( in der wegzusammen-
hédngenden Menge UNV liegt, die Gruppe 71 (X, o) von den Bildern von 71 (U, o) und 7 (V] z0)
unter den Abbildungen %y, und %y, erzeugt wird.

Korollar 5.17. Fiir jedes n > 2 ist S™ einfach zusammenhdngend.

Beweis. Wihle zwei verschiedene Punkte P und @) aus S™, welche wir als Nord- und Stidpol
bezeichnen (wobei es ab n > 3 keine Bedeutung hat). Die Sphére ist die Vereinigung der Mengen
U=S"\{P} und V = S"\{Q}, welche offen sind, weil S* Hausdorff (also Ty) ist.

Mit Hilfe einer geeigneten stereographischen Projektion (siehe Beispiel sind U und
V' jeweils homdomorph zu R™, welcher konvex ist und somit einfach zusammenhéngend wegen
Beispiel [.5] Weil U NV homdomorph zum perforierten Raum R™ \ {Punkt} ist, folgt aus der
Bemerkung [3.18] dass U NV wegzusammenhiéngend ist. Der Satz liefert nun, dass S™
einfach zusammenhéngend ist. O]

Aufgabe. Wo wurde verwendet, dass n > 2? Kénnen wir schliefien, dass S* einfach zusammen-
héngend ist?

Bemerkung 5.18. Poincares Vermutung besagt, dass jede abgeschlossene einfach zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit der Dimension 3 homdomorph zu S* ist. Sie wurde im Jahr 2002
vom russischen Mathematiker Perelman positiv beantwortet. Fiir diese Arbeit erhielt er sowohl
die Fields-Medaille im Jahr 2006 als auch den Millenium-Preis der Clay Stiftung im Jahr 2010
in einer Hohe von einer Million US-Dollar. Er lehnte beides ab.

5.2 Umlaufzahl einer Schleife und Uberlagerungen

Definition 5.19. Eine Uberlagerung des topologischen Raumes (X,T) ist ein topologischer
Raum X zusammen mit einer stetigen Surjektion 7 : X — X derart, dass es fiir jedes z in X
eine (nicht-leere) Indexmenge I, und eine Umgebung U = U* so gibt, dass:
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e Das Urbild
' (U) = J Vi

1€l

eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen V; von X fiir ¢ aus I, ist.

e Die Einschrinkung 7y, : V; = U ein Homéomorphismus (mit den Spurtopologien) ist.
Die Uberlagerung ist universell, wenn der Raum X einfach zusammenhéngend ist.

Eine Uberlagerung bedeutet, dass wir auf jeden Punkt von X einen lokalen Homéomorphismus
finden, allerdings mit mehreren Kopien V; in X, wie im folgenden Bild zu sehen:

N S
=

)«

/> % [/ X

T (W)

Beispiel 5.20. Die Abbildung

m: R — St
0 +— (cos2m,sin276)

ist eine universelle Uberlagerung des Einheitskreises S': Fiir ein kleines Kreissegment U (der
Linge 0 < € < 1) um den Punkt g = (cos2mfy, sin 276,) ist das Urbild

7 (U) = JO —e+n,0+c+n)
nez
Ferner ist die obige Abbildung eingeschréankt auf jedem offenen Intervall (6 — e +n,0 + ¢ + n)
ein Homémorphismus mit U'.

Beispiel 5.21. (Das triviale Produkt) Sei I ein nicht-leerer diskreter topologischer Raum.
Gegeben einen topologischen Raum (X, 7T), setze X = X x I mit der Produkttopologie. Die
Abbildung )
™ X —= X
(x,i) — =z
ist eine stetige Surjektion und definiert eine triviale Uberlagerung: Fiir den Punkt z sei U die
Umgebung X selbst. Es ist

w0y = X x (i},
iel
wobei jede Menge X x {i} offen und durch 7y} homéomorph zu X ist.
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In einer Uberlagerung lassen sich Schleifen und Homotopien hochheben.

Proposition 5.22. Sei m : X — X eine Uberlagerung und x, ein Punkt in X sowie p ein
Urbild in =" (x¢). Jede Schleife o aus QY lisst sich eindeutig auf X hochheben (oder liften),

das heifit, es gibt eine eindeutige stetige Kurve & : [0,1] — X mit
e a(0)=p
e moa(t) = alt) fir allet in [0,1].
Wenn die Schleife a durch die Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X homotop zu [ ist, dann
gibt es genau einen Lift von H zu einer Homotopie
H:[0,1]x[0,1] = X mitmoH=H
vom Lift & zum Lift B derart, dass f](s, 0) = p fir alle s in [0, 1]. Insbesondere ist a (1) = 3(1)

Beweis. Existenz von a: Fiir jedes ¢ aus [0, 1] wihle eine geeignete Umgebung U o) wie in der
Definition einer Uberlagerung. Die Mengen a~H({U*M) sind offen, also sei § > 0 die Lebesguezahl
der offenen Uberdeckung

0,1 = |J a7 (U®).

te(0,1]
Wie im Beweis des Satzes[5.15]finden wir eine Zerlegung 0 = a9 < a3 < ... < a,, = 1 derart, dass
o([ai, ai11]) in einem U*® liegt (es gibt also nur endlich viele solche Umgebungen U, . .., U,_1,

welche in Frage kommen). Weil 2o = «(0) in Uy liegt, ist das Element p in einer einzigen
homdomorphen Kopie V;; von Uj. Betrachte die Kurve ag = ajqq,4,) und sei o die entsprechende
Kurve auf V;, mit Anfangspunkt p. Das Element a(1) liegt in der Faser vom Element a(a,)
beziiglich dem Urbild 7=1(U;), also liegt es in einer einzigen homomorphen Kopie V;, (Achtung,
die Indexmengen I,y und I,(,,) miissen nicht gleich sein!). Wir konstruieren eine Kurve a;
mit Anfangspunkt a(1). Durch Iterieren dieses Verfahrens konstruiren wir eine Abbildung

(

&O(t), fir 0 S t S aq

~ &1(t), fir aq StSCLQ

\an,l(t), fir a,_; <t<1

welche wegen dem dem Verklebungslemma stetig ist, Anfangspunkt p hat und 7(a(t)) =
a(t) fur jedes t aus [0, 1] erfiillt.
Eindeutigkeit von a: Angenommen a; und as sind zwei Lifts von o mit selbem Anfangs-
punkt p. Setze
Wz = {tel0,1]]a(t) # ax(t)}

W_ = {te[0,1]|a(t) =as(t)}

Das Intervall [0,1] ist die Vereinigung W U W_. Beachte, dass W offen ist: Wenn a;(t) #
as(tp), dann liegen diese Punkte in verschiedenen offenen Teilmengen V;, und V;, des Urbilds
71 (U*®)) | wobei U*) wie in der Definition einer Uberlagerung eine geeignete offene Umge-
bung von «(ty) sei. Insbesondere ist

tO € 62171(‘/11) N agl(‘/;2) - W#
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und somit W offen. Weil W_ nicht leer ist, (denn &;(0) = p = @»(0)), geniigt es zu zeigen,
dass W_ offen ist und somit W, = ), da [0, 1] zusammenhéngend ist. Sei also ¢y in W= und
U = U*) eine geeignete Umgebung fiir die Uberlagerung. Das Element t, liegt in der offenen
Menge a;*(V;)Nay ' (V;) fiir eine homdomorphe Kopie V; von U. Wenn z in diesem Durchschnitt,
liegt, sind a;(z) und as(z) zwei Urbilder von «(z) beziiglich 7, welche in derselben Menge V;
liegen. Da V; und U homéomorph durch 7y, sind, folgt &y (2) = a2(2z) und somit

to € oy (Vi) nag ' (V;) € W,

wie gewiinscht. B
Die Eindeutigkeit von H ldsst sich analog zeigen, weil [0, 1] x [0, 1] wegen Satz wiederum

zusammenhéngend ist. Also beweisen wir nur die Existenz von H: Wie im ersten Teil finden
wir Zerlegungen 0 = ag < ... < a, =1und 0 =by < ... < by, = 1 von [0, 1] derart, dass jede
Box

Bij = [ai, a41] X [bj,bj41], mit 0<i<n—-1und0<j<m-—1

in einer geeigneten offenen Umgebung beziiglich der Uberdeckung liegt. Insbesondere miissen
wir nur endlich viele solche Umgebungen

(Uij) 0<i<n—1
0<j<m—1

betrachten. Wir miissen die Abbildung H schrittweise auf jeder Box definieren. Angenommen
wir haben die Abbildung H bereits auf [0,1] x {0} als die Konstantenabbildung p und auf
{0} x [0,1] als & sowie auf jeder Box B;; mit j < jo oder j = jo und ¢ < iy definiert, wie im
folgenden Bild:

101338

Setze
A= ({0} x[0,1)u(o,1]x{ohu |J By
j<jo oder
J=J0,t<20
Beachte, dass H4 stetig ist (mit der Spurtopologie auf A). Ferner ist H(B;,;,) C Usyj, und
71 (Uyyj,) eine disjunkte Vereinigung offener Mengen V. (mit 7 aus einer gewissen Indexmenge

R). Die Abbildung H ist bereits auf der Menge A N By, = [@iy, @ig+1] X [bjy, bjo+1] definiert,

Jo>
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welche zusammenhiingend ist. Da wo (H,4) = H 4, muss das Bild H(ANB,;,) in einer einzigen

offenen Menge V. liegen. Weil V,. und U;
folgenderweise fortsetzen:

ojo durch m homéomorph sind, kénnen wir H auf B;;,

H(s,t) = (my,) " (H(s.t).

Wegen dem Verklebungslemmam ist H stetig auf AUB,j, . Durch Iterieren dieses Verfahrens
lasst sich H auf dem gesamten Raum [0, 1] x [0, 1] so definieren, dass fiir alle 0 < s,¢ < 1:

e H(s,0)=pund H(0,t) = a(t)
o mo H(s,t)=H(s,t).

Insbesondere ist w(H (1,t)) = H(1,t) = 8(t) und H(1,0) = p. Wegen der Eindeutigkeit des
Liftes E von [ mit Anfangspunkt p, folgt ﬁ[(l, t) = E(t) fiir alle 0 <t < 1.

Wir miissen noch zeigen, dass H (s,1) konstant ist, um schlieflen zu koénnen, dass H eine
Homotopie ist. Da zo = H (s, 1) fiir alle s in [0, 1], gilt H([0,1] x {1}) € 7L ({zo}). Die Faser ist
eine Kollektion von einzeln Punkten in disjunkten offenen Mengen. Weil [0, 1] x {1} zusammen-
hiangend ist, folgt, dass das Bild konstant sein muss (aber nicht unbedingt das Element p!).
Insbesondere gilt

a(1) = H(0,1) = H(1,1) = B(1).
O

Korollar 5.23. In der Uberlagerung m : X — X sei xo ein Punkt in X und p in X ein Urbild,
das heift, m(p) = xo. Es gibt eine wohldefinierte Abbildung

U: m(X,m9) — 7 '(x)

[a] — a(l), wobei a ein Lift von a mit
Anfangspunkt p ist.

Die Abbildyng U st surjektiv, wenn X wegzusammenhdngend ist. Des Weiteren ist W bijektiv,
wenn die Uberlagerung universell ist, das heifit, wenn X einfach zusammenhdngend ist.

Obwohl die Menge (X, o) eine Gruppe ist, muss die Faser m~!(x() kein kanonisches
Gruppengesetz haben. Jedoch kénnen wir die Verkniipfung von (X, ) auf die Menge 7! (z0)
iibertragen, wenn ¥ eine Bijektion ist.

Beweis. Aus der Proposition folgt, dass ¥ nicht vom Repréasentanten der Homotopieklasse
abhingt. Beachte auch, dass a(1) in der Faser m*(z) liegt.

Sei ¢ ein Element aus der Faser 771 (zg). Wenn X wegzusammenhiingend ist, gibt es einen
Pfad 4 von p nach ¢g. Die Abbildung v = 7 o 7 ist eine Schleife auf zg in X und aus der
Konstruktion ist ihr eindeutiger Lift gerade der Pfad 7, also

U([]) =7(1) =q,
wie gewiinscht.

Wenn X einfach zusammenhéngend ist, wir miissen nur zeigen, dass ¥ injektiv ist, das heifit,
gegeben zwei Schleifen o und § auf zy mit a(1) = B(1) sollen v und S homotop sein. Nun haben
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die Pfade a und E in X denselben Anfangspunkt und denselben Endpunkt. Insbesondere ist
die Schleife

ax (B)
auf p zusammenziehbar, weil (X ,p) trivial ist. Wegen Bemerkung|5.14] gibt es eine Homotopie
H zwischen & und E Die Komposition mit 7 liefert eine Homotopie zwischen o und S, wie
gewiinscht. O]

Im Beispiel haben wir eine universelle Uberlagerung des Einheitskreises eingefiihrt.
Insbesondere ist auf jedem Punkt o aus S! die Faser m~!(x¢) in Bijektion mit der Menge Z der
ganzen Zahlen. Mit Hilfe der Umlaufzahl einer Schleife (intuitiv soll diese Zahl als die Anzahl
von Umlédufen interpretiert werden) kénnen wir sogar einen Gruppenisomorphismus definieren.

Korollar 5.24. (Umlaufzahl einer Schleife) Zu jeder Schleife o auf (1,0) gibt es eine eindeutige
ganze Zahl k,, (genannt die Umlaufzahl der Schieife «) derart, dass die Abbildung:

U m(SH(1,0) — Z
[ = ko
einen Gruppenisomorphismus definiert. Insbesondere ist die Klasse der Schleife
g: 0,1 — St
t  +— (cos2mt,sin2mt)

ein erzeugendes Element der Gruppe m1(S', (1,0)). Fiir jeden Punkt xo auf S' ist die Gruppe
71 (S, 2o) isomorph zu (Z,+).
Der Raum S' mit der Spurtopologie ist nicht einfach zusammenhdingend.

Beweis. Weil S! wegzusammenhiingend ist, geniigt es wegen Lemma zu zeigen, dass die
Gruppe (S, (1,0)) isomorph zu (Z,+) ist. Beziiglich der universellen Uberlagerung

T R — St
0 +— (cos2m,sin276)
ist die Menge m1((1,0)) gleich Z. Korollar liefert nun eine Abbildung
U m(SY(1,0) — Z
[a] — a(l), wobei a ein Lift von « mit
Anfangspunkt 0 ist.
Weil U bijektiv ist, miissen wir nur zeigen, dass ¥ einen Gruppenhomomorphismus ist:
V(o] * [az]) = ([aa]) + ¥([az]).

Seien a und ap die eindeutigen Lifts von o und ap mit Anfangspunkt 0 sowie den Umlaufzahlen
n = a1(1) und m = ay(1). Setze nun Y(t) = n + as(t). Wegen 7(0) = n = a;(1) ist die
Verkniipfung a; * ¥ wohldefiniert und liefert einen Pfad von 0 nach n 4+ m. Mit Hilfe der

trigonometrischen Identitéaten ldsst sich leicht zeigen, dass a; 7 der eindeutige Lift der Schleife
a1 * ag mit Anfangspunkt 0 ist. Insbesondere gilt

U([on] * [an]) = W([on * an]) = (@1 %) (1) = n +m = ¥([on]) + ¥([a]),

wie gewiinscht.
Beachte, dass 1([3]) = 1 und somit [3] ist ein erzeugendes Element der Gruppe 71 (S, (1,0))
ist. [
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Aufgabe. Ist der topologischer Torus St x S wegzusammenhingend? Ist er einfach zusammen-
hingend? Sind S' x S! und S? homéomorph?

5.3 Freie Produkte von Gruppen

Definition 5.25. Eine (linke) Gruppenwirkung von G auf einer nicht-leeren Menge X ist eine
bindre Operation * : G x X — X mit folgenden Eigenschaften:

e 1l *xx = x fiir alle z aus X.

e (g-h)*xx=gx(hxx) fur alle g und h aus G sowie x aus X.

1

Beachte, dass g~ xy = x, falls g x z = y.

Bemerkung 5.26. Die Existenz einer Gruppenwirkung von G auf X ist also dquivalent dazu,
dass wir einen Gruppenhomomorphismus F' : G — Sym(X) haben, wobei Sym(X) die Gruppe
aller Bijektionen X — X beziiglich Komposition ist. In der Tat, wenn F' so ein Homomorphis-
mus ist, setze g x x = F'(g)(z). Nun ist F/(1,) = Idx also 1¢ * = x. Ferner ist

(9-h)*xx="F(g-h)(x)=(F(g) o F(h))(x) = F(9)(F(h)(x)) = F(g)(h*2) = g (h*x).
Gegeben nun eine Gruppenwirkung * : G X X — X, betrachte fiir g aus G die Abbildung

Flg): X —» X
T = gxx

Beachte zuerst, dass F'(g) eine Bijektion ist: die Abbildung F'(g) ist klarerweise injektiv, denn
g*x = F(g)(x) = F(g)(z') = g * 2’ impliziert, dass

1

r=lgxr= (g g)rxx=g " %(gxa) =g ' x(gx2) = (g7 - g)xa' = lgxa' =2

Des Weiteren ist ein Urbild des Elementen y aus X durch F(g) gleich g~ 'y, so F(g) ist surjektiv
und somit eine Bijektion. Es folgt direkt aus der Definition [5.25] dass F(g - h) = F(g) o F(h).
Somit ist F' ein Gruppenhomomorphismus von G nach Sym(X).

Wir kénnen auch rechte Gruppenwirkungen definieren als binére Operationen * : X xG — X
mit den Eigenschaften:

e vx1g =z fir alle x aus X.
e rx(g-h)=(xxg)xh fir alle g und h aus G sowie x aus X.

Dies ist dquivalent dazu, dass wir Homomorphismen von der Gruppe G nach der Gruppe
Sym(X)°P betrachten, deren Grundmenge die Kollektion aller Permutationen auf X ist mit
Gruppengesetz f x g = g o f. Alle Begriffe und Aussagen in diesem Abschnitt lassen sich auf
rechte Gruppenwirkungen verallgemeinern.

Definition 5.27. Die Wirkung ist

e trivial, wenn g x x = x fiir jedes ¢ aus G und jedes x aus X;
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e treu, wenn lg das einzige Element in () Stab(z) ist, wobei
zeX

Stab(z) = ﬂ{gGG | gxx=ux}.

zeX

Korollar 5.28. Eine Wirkung von G auf X ist genau dann treu, wenn der entsprechende
Gruppenhomomorphismus F : G — Sym(X) injektiv ist.

Beweis. Aus der Bemerkung sei F': G — Sym(X) der Gruppenhomomorphismus beziiglich
der Wirkung von G auf X mit

Flg): X —» X
T o gxxT
Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung F' injektiv ist, d.h. Ker(F) = {15}, wenn die Wirkung
treu ist. Wenn ¢ aus G im Kern von F' liegt, so ist F'(g) die Identitdtsabbildung auf X, so
gxx = F(g)(x) = x fiir jedes x aus X. Das bedeutet, dass g in Stab(z) fiir jedes x aus X liegt,
so g = 1g, weil die Wirkung treu ist.
Fiir die Riickrichtung, wenn F' injektiv ist, sei nun g aus G, welches jeden Punkt z aus X

stabilisiert. Insbesondere ist F'(g) = Idx, so g liegt im Ker(F') = {15}. Es folgt also, dass die
Wirkung treu ist. O

Im Rest dieser Abschnitt fixieren wir zwei Gruppen G; und Gs.

Definition 5.29. Ein Wort ist eine endliche formale Folge v = vy - - - v,,, wobei jedes v; in G4
oder Gy liegt. Das leere Wort vy ist die leere Folge.

Das Wort v ist in normaler Form, falls v = vy das leere Wort ist oder v = vy -+ - v, mit
jedem v; nicht-trivial und je zwei benachbarten Elementen in verschiedenen Gruppen liegen.

Jedes Wort lésst sich in normale Form bringen (obwohl wir noch nicht wissen, ob die Dar-
stellung eindeutig ist). Das normale Wort assoziiert zu den Folgen 1, oder 1g, ist das leere
Wort.

Lemma 5.30. Jede der Gruppen G; wirkt treu auf der Menge W aller Wérter in normaler
Form. Insbesondere lisst sich jedes G; als Untergruppe von Sym(W) einbetten.

Beweis. Wir beweisen es fiir G; aber der Beweis lédsst sich analog fiir Gy durchfithren. Gegeben
ein Element g aus G und ein Wort v aus WV in normaler Form, setze nun

g, falls v = vy das leere Wort ist;
g*xv =1 (g-v1)- vy vy, falls v nicht leer aber v; aus G; kommt;

g - Uy Uy, sonst.

Es ldsst sich leicht zeigen, dass diese Operation eine Wirkung definiert. Die Wirkung ist treu,
denn Stab(vg) = 1. O

Aus den Obigen identifizieren wir das Element g aus G (bzw. aus G) mit der Permutation
g auf W.
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Definition 5.31. Das freie Produkt G, x G5 der Gruppen G und G, ist die Untergruppe von
Sym(W), welche von den Permutationen {¢,}sequa, erzeugt wird.

Proposition 5.32. Die Menge G x G5 ist in Bijektion mit W. Jedes Element g aus G1 * Go
lisst sich eindeutig schreiben als eine Komposition p,, o -0 @, , wobei das Wort vy --- v, in
normaler Form ist.

Beweis. Gegeben ein Wort v = v; - - - v, in normaler Form, beachte, dass

(pvlO...o@vn(vo)zvl...vn:?j.

Nun lésst sich jedes Element aus G x G5 als eine Komposition ¢, o --- 0, schreiben, wobei
das Wort v = vy - - - v, in normaler Form ist (die triviale Permutation Id,y hat als normale Form
das leere Wort wyp). O

Mit Hilfe der Bijektion aus der Proposition kénnen wir eine Verkniipfung auf W so
definieren, dass W eine Gruppe bildet. Wir werden héufig das freie Produkt G, x G4 als Gruppe
mit der Menge der Worter in normaler Form und mit dem entsprechenden Gruppengesetz
identifizieren.

Satz 5.33. (Der Satz von Seifert-van Kampen) Ldsst sich der topologische Raum (X,T) als
Vereinigung X = UUV zweier offener wegzusammenhingender Mengen U und V' mit ) £ UNV
einfach zusammenhdngend schreiben, dann ist X wegzusammenhdngend und fir xo aus X so
ist die Fundamentalgruppe m(X, zo) isomorph zum freien Produkt w(U,xq) * w(V, z0).

Beweis. Klarerweise ist X wegzusammenhéangend, da sich jeder Punkt aus X zum festen Punkt
zo aus U NV verbinden ldsst. Da U offen in X ist, folgt aus der Proposition [5.10, dass die
Inklusionsabbildung ¢ einen Gruppenhomomorphismus (2y), : 71 (U, z9) — 71 (X, o) definiert.
Analog ist (2y ), : m(V, 29) — m (X, 29) einen Gruppenhomomorphimus. Aus der Identifikation
des freien Produktes mit normalen Woértern bekommen wir einen Gruppenhomomorphismus
Oy (U, o) *m(V, 20) = w1 (X, z0).

Der Beweis vom Satz [5.15] zeigt, dass jede Schleife a auf xy homotopiedquivalent zu

a~agryxe ok~ (g xTy) % (Y1 % *2) ko x (Yo * Qo * Y1) * (Vo1 * Q1)

ist, wobei jede Teilschleife (g *x7,), (71 * @1 x72), - -+, (Yn—1 * @p_1) im obigen Produkt ganz in
U oder ganz in V liegt. Insbesondere ist ® surjektiv.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass ® injektiv ist. Sei g ein Element aus m (U, zg) %
m1(V, z9) mit ®(g) homotopiedquivalent zum neutralen Element C,, aus m (X, z). Wir miissen
zeigen, dass ¢ das triviale Element aus dem freien Produkt (U, zo) * m(V, z) ist. Aus der
Proposition ldsst sich das Element ¢ beziiglich der normalen Form g - - - g, schreiben,
wobei jedes g; eine Schleife auf xy ganz in U oder ganz in V ist. Die entsprechende Schleife
®(g) auf zp in X ist homotopiedquivalent zum konstanten Pfad C,, durch die Homotopie
H :[0,1] x [0,1] — X. Wie im Beweis der Proposition konnen wir die Menge [0, 1] x [0, 1]
in Boxen B;; = [a;, ai+1] X [bj, bj+1] so zerlegen, dass H(B;;) ganz in U oder ganz in V' enthalten
ist. Wir konnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass das Wort ¢ - - - g,,
in normaler Form so ist, dass jedes g; die Einschriankung auf einem Teilintervall [b;, b;11] ist.

[]
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5.4 Retrakte und Anwendungen

Retrakte kamen bereits in der Definition vor: Ein Retrakt eines topologischen Raumes
(X,T) ist eine Teilmenge A C X zusammen mit einer Abbildung r : X — A derart, dass r
stetig (beziiglich der Spurtopologie auf A) ist und r(a) = a fiir alle a aus A gilt, oder dquivalent
dazu r o 44 = Id4, wobei ¢4 die Inklusionsabbildung ist (siehe Beispiel . Wir fithren nun
einen stiarkeren Begriff ein:

Definition 5.34. Ein Retrakt r : X — A ist ein Deformationsretrakt, falls die Abbildung
140 1 homotopiedquivalent zu Idx beziiglich A ist, das heifit, es gibt eine stetige Abbildung
H: X x[0,1] = X (beziiglich der Produkttopologie auf X x [0, 1]) mit:

e H(a,t) = a fiir alle t aus [0,1] und a aus A.
e H(z,0) =z und H(x,1) =440 r(x) fir alle z aus X.

Proposition 5.35. Seir : X — A ein Retrakt und ag ein fester Punk aus A. Die Abbildung
ta, (A a9) — m (X, ag) ist ein Gruppenmonomorphismus.

Ferner ist diese Abbildung ein Gruppenisomorphismus, wenn A ein Deformationsretrakt von
X ist.

Beweis. Aus Proposition folgt ry 04, = (Ida), = Id,, (A,a)- Insbesondere ist 74, injektiv
(und r, surjektiv).

Wenn r ein Deformationsretrakt ist, miissen wir nur noch zeigen, dass i, o r, = (Idx)s,
weil (Idx). = Ids, (x,60)- Es geniigt also zu zeigen, dass fiir zwei Abbildungen f,g : X — X,
welche durch die Homotopie H : X x [0,1] — X homotop (beziiglich A) sind f, = g, gilt (wir
wenden das fiir f =44 0r und g = Idx an).

Sei also H : X x [0,1] — X derart, dass

e H(a,t) = a fiir alle t aus [0,1] und a aus A.
e H(x,0) = f(z) und H(x,1) = g(z) fiir alle  aus X.

Wir wollen zeigen, dass f,([a]) und g.([e]) gleich sind fiir jede Schleife « : [0,1] — X auf qg in

X. Setze
Hy: [0,1] x [0,1] — X

(s,t) = H(a(s),1)
Die Abbildung H; ist eine Homotopie zwischen f o« und g o «a, also
fllel) = [f e o] =g o a] = g([a]).
O

Beispiel 5.36. In der Einheitssphéire S™ seien die Punkte py = (1,0,...,0) und ps = (—1,0, ...,

gegeben. Der Raum X = S" \{py, ps} mit der Spurtopologie hat als Deformationsretrakt die
Menge
A=8§" ﬂ{l’o = 0},

welche zu S"~! homdomorph ist, denn fiir die Retraktabbildung

T X — A
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liefert die Homotopie

H - X x[0,1] — X
(tx s3TLyeeey x’ﬂ)
(o, 7). t) = ey

eine Homotopiedquivalenz beziiglich A zwischen Idx und 24 or.
Aufgabe. Zeige, dass die Abbildung
r: R\ {0} — S"

xr —

El&\

ein Deformationsretrakt ist.
Sind R? und R3 homéomorph?

Fiir ein Retrakt 7 : X — A ist die Abbildung r, : m (X, ap) — 71 (A4, ap) surjektiv, wie im
Beweis der Proposition bemerkt wurde. Weil der Abschluss D der Kugel BF*(0,0) in R
konvex ist, folgt aus dem Beispiel [5.5] und dem Korollar folgendes Resultat:

Korollar 5.37. Es gibt keinen Retrakt vom Abschluss D der Kugel B%@(O, 0) auf S'.

Korollar 5.38. (Brouwer’scher Fizpunktsatz) Sei D der Abschluss der Kugel BX(0,0) in R2.
Jede stetige Abbildung f : 1D — D besitzt einen Fizpunkt x mit f(x) = x.

Beweis. Sonst ist f(x) # x fiir alle z aus D und wir kénnen folgende Abbildung r : D — S!
definieren: Der Punkt r(x) liegt im Schnitt von S™ mit dem gerichteten Vektor von f(x) nach
x. Da wegen der Annahme f keinen Fixpunkt besitzt, ist r wohldefiniert. Weil alles mit Hilfe
der Kérperoperationen definiert wird, ist 7 stetig. Wegen r(z) = x fiir  aus S! bekommen wir
den gewiinschten Widerspruch zu Korollar [5.37] O

Aufgabe. Zeige, dass jede stetige Abbildung f : D — D mit f(x) = z fiir z aus S! surjektiv
sein muss.

Satz 5.39. (Satz von Borsuk-Ulam) Jede stetige Abbildung f : S* — R? besitzt einen antipo-
dalen Punkt v mit f(z) = f(—x).

Beweis. Sonst ist die Abbildung

xr =
wohldefiniert und stetig. Beachte, dass g(—z) = —g(x). Mit Hilfe der Komposition
SECNE LI

z. B. durch den Aquator

’l:gli St — S?
i

(z,y) — |y

0
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folgt, dass die Abbildung h = g o g : S! — S! auch die Identitit h(—z) = —h(z) erfiillt.

Sei nun ein erzeugendes Element 3 von m(S!, (1,0)) und setze v = ho 3. Aus dem Korollar
folgt, dass hy, = (g o 4g1), = gi o i1, die triviale Abbildung ist. Wir miissen nur noch
zeigen, dass «y nicht zu der konstanten Schleife C,, homotop ist, mit zy = h((1,0)), was den
gewiinschten Widerspruch liefert.

Sei nun 7 der eindeutige Lift auf R beziiglich der universellen Uberlagerung von S! (mit
festem Anfangspunkt yo in 771(z)). Aus den trigonometrischen Identitéiten folgt

1 1
y(t+ 5) = h(—p(t)) = —h(B(t)) = —~(t), fir ¢ zwischen 0 und 5
Also unterscheidet sich fiir jedes ¢ in [0, 1] der Wert 5(¢ + %) vom Wert 7(¢) durch einen Faktor
der Form %, wobei k; eine ungerade ganze Zahl ist. Aus der Stetigkeit von 7 folgt

- 1 - k
t+ =) =5() + =
A+ 5) =700 + 5
fiir eine konstante ungerade Zahl k, unabhéngig von t.
Insbesondere ist
~ ~ - 1 1 .
7(1) =73(0) = (7(1) - 7(§)> + (7(§> - 7(0)) =k#0.

Die Differenz (1) — 4(0) entspricht der Umlaufzahl von [y] (weil unser Anfangspunkt yq
moglicherweise verschieden von 0 ist!). Insbesondere ist [y] # [C,,], wie gewiinscht. O

Satz 5.40. (Der Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht-konstante Polynom tiber C in einer
Variablen besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist das Polynom P(X) = X" + a, 1 X" +
-+« + ag normiert. Wir nehmen an, dass P keine Nullstelle in C besitzt. Mit Hilfe der Basis
{1,i} identifizieren wir C mit R?. Schreibe fiir § und 7 aus R mit r > 0

re® = (rcosf,rsinf).
Fiir jedes r» > 0 sei
a,: [0,1] — St
P(T~627Tit)
B e

Die Abbildung «, ist eine Schleife auf zo = (1,0) (Der Vektor (1,0) in R? stellt das Element 1
von C dar). Die Homotopie

He,o: [0,1]%[0,1 — st

P ( (rJrs(r’fr)) -62““)
(s,t) —
( )

} P (7‘+s(r’—7‘)) -e2mit

|

zwischen «, und «, fir " > r > 0 liefert [o,] = [ag] = [Cy,] fiir alle Werte r > 0.
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Das Polynom P,(X) = X" + s(a,_1 X" ' + -+ + ag) besitzt keine Nullstelle auf dem Rand
der Kugel mit Mittelpunkt (0,0) = Oc und Radius r, wenn

r > max{1, Z la;] }

0<i<n—1

Beachte, dass P, unser urspriingliches Polynom P und F, das Monom X" ist. Wir konnen
die obige Diskussion bei jedem dieser Polynome durchfithren und schlieen daraus, dass «,
homotop zu der Schleife ist, welche wir mit s = 0 gewinnen: Das ist die Schleife §,(t) =
(cos 2mnt, sin 27rnt). Aus dem Beispiel 5.8 folgt

] = [Ba] = n - 8],

wobei [3] ein Erzeugendes von 7(S', (1,0)) sei. Da [«,] das triviale Element ist, folgt n = 0,
also ist P ein konstantes Polynom. O
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A Das Zorn’sche Lemma

Definition A.1. Eine Menge S ist partiell angeordnet, falls sie eine binédre Relation < mit den
folgenden Eigenschaften besitzt:

Reflexivitat x < z fiir alle x aus S;

Antisymmetrie Fiir alle x und y aus § gelten x < y und y < x gleichzeitig genau dann, wenn
T =Y;

Transitivitat Fiir alle z, y und z aus S gilt die Implikation

r<yundy<z=—2x<2z.

Wir schreiben = < y, falls x < y aber x # y.

Eine partielle Ordnung < auf § ist total, oder linear, falls x < y oder y < x fiir alle x # y aus
S.

Sei < eine partielle Ordnung auf S.

e Ein Element x ist eine obere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls v < z fiir alle v
aus .

e Ein Element z ist eine untere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls x < v fiir alle
aus .

e Das Element x aus S ist mazimal, falls die einzige obere Schranke der Teilmenge {z} von
S das Element x selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus S mit x < y existiert.
Das Element z ist das grofite Element der Teilmenge I, falls z in I' liegt und y < x fiir
alle y aus I

e Das Element x aus S ist minimal, falls die einzige untere Schranke der Teilmenge {x} von
S das Element x selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus S mit y < x existiert.
Das Element z ist das kleinste Element der Teilmenge I, falls x in I liegt und x < y fiir
alle y aus T'.

e Das Element a ist das Supremum (oder das Oberste) der Teilmenge I' von S, falls a die
kleinste obere Schranke von I' ist. Das Element a ist das Maximum von I', wenn a das
Supremum von I' ist und a in I" liegt.

e Ein Element a ist das Infimum der Teilmenge I' von S, falls a die grofite untere Schranke
von I' ist. Das Element a ist das Minimum von I', wenn a das Infimum von I' ist und «
in I" liegt.

e Die Menge § ist induktiv, falls jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke in §
besitzt.

Bemerkung A.2. Beachte, dass jede induktive partiell geordnete Menge S nicht-leer ist, da
die leere Menge () linear geordnet ist und somit eine obere Schranke in S besitzt (jedes Element
aus S ist eine obere Schranke fiir ).
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Trotz des folgenden Namens ist das Zorn’sche Lemma eine Aussage der Mengenlehre, welche
unabhéngig vom Zermelo-Fraenkel-System und dquivalent zum Auswahlsaziom ist.

Lemma A.3 (Zorn’sches Lemma). Jede induktive partiell geordnete Menge (S, <) besitzt ein
maximales Element.
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