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Aufgabe 1 (12 Punkte).
In dieser Aufgabe zeigen wir zuerst, dass die Abbildung
a: N2 o N
(z,y) — (Y +a

eine bijektive primitiv rekursive Aufziahlung von N? bestimmt:

(z,y)
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Das Element (0,0), mit Wert 0 = (0, 0) wird das kleinste Element (beziiglich der von « induzierten
Aufzihlung) sein. Sein Nachfolger ist (0,1) mit Wert 1 = «(0,1). Auf jeder Diagonale ist der
Nachfolger von (z,y + 1) der Punkt (z + 1,y). Der Nachfolger von (x,0) ist der Punkt (0,2 + 1).

(a) Schliefle aus der Identitét

dass die Funktion « injektiv ist.

HINWEIS: Auf der Gerade im Diagramm, welche den Punkt (z,y) enthilt, gibt es genau
x viele Vorgénger von (z,y). Wie viele Punkte gibt es auf den vorigen Geraden? Was ist der
Zusammenhang mit a(x,y)?

(b) Zeige induktiv, dass jedes n aus N im Bildbereich von « liegt. Schliefle daraus, dass « eine
Bijektion ist.

(Bitte wenden!)

Die UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
IN DEN (MIT DEN NUMMERN DER UBUNGSGRUPPEN GEKENNZEICHNETEN) FACHERN IM KEL-
LER DES MATHEMATISCHEN INSTITUTS.



(c) Zeige, dass « primitiv rekursiv ist.
(d) Zeige, dass die Funktionen ) = 73 o ™! und fy = 73 o @~ ! (mit der Notation der Definition

3.1 im Skript) primitiv rekursiv sind. Insbesondere ist a~! = (31, B2) auch primitiv rekursiv.

HINWEIS: a(z,y) > max{z,y}.
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Sei nun die Fibonacci Folge:

ag=a; =1 und apt2 = ap+1 + ay, fiir n > 2.
(e) Zeige mit Hilfe der Funktionen 5, und (2, dass die Funktion h(n) = a(an,an4+1) primitiv
rekursiv ist.

Insbesondere ist die Funktion n — a,, = f1(h(n)) auch primitiv rekursiv.

Aufgabe 2 (8 Punkte).

Betrachte die endliche Sprache £ = {E}, welche aus einem zweistelligen Relationszeichen E
besteht. Sei nun K die Klasse aller £-Strukturen A derart, dass E“* eine Aquivalenzrelation auf A
so definiert, dass jede Aquivalenzklasse unendlich ist.

Fiir k in {1, 2} sei T}, die £-Theorie, deren Modelle genau die £-Strukturen A aus K mit genau
k vielen Aquivalenzklassen sind. Beachte, dass T}, rekursiv axiomatisierbar ist.

(a) Zeige mit einem Back-&-Forth-Argument, dass fiir & fest je zwei Modelle der Theorie T}, ele-
mentar dquivalent sind. Schleifle daraus, dass T}, entscheidbar ist.

Sei nun T die £-Theorie, deren Modelle genau die £-Strukturen A aus K mit hochstens 2 Aquivalenzklassen
sind. Beachte, dass T' auch rekursiv axiomatisierbar ist.

(b) Ist T vollsténdig?

(c) Zeige die Aquivalenz
THyxy < Ti+xund T I x

fiir jede £-Aussage x. Folgere daraus, dass T entscheidbar ist.



