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Gruppennummer angeben!

Aufgabe 1 (7 Punkte).
Eine Menge X ist Dedekind-endlich, falls jede Injektion f : X — X surjektiv ist.

(a) Ist N Dedekind-endlich?

(b) Zeige, dass die Dedekind-endlichen Mengen eine definierbare Klasse bilden, d.h., es gibt eine
Formel ¢(x) derart, dass in jedem Modell V von ZF, die Menge a aus V genau dann Dedekind-
endlich ist, wenn V = ¢(a).

(c) Gegeben eine natiirliche Zahl o aus w sowie eine Bijektion f : X — «, zeige mit Hilfe des
Induktionsprinzips, dass X Dedekind-endlich ist.

Aufgabe 2 (8 Punkte).
Sei I # () eine Menge von Ordinalzahlen.

(a) Zeige, dass die Menge | I beziiglich € linear geordnet ist. Schliele daraus, dass o = |J I wieder
eine Ordinalzahl so ist, dass 8 < « fiir alle 8 aus 1.

(b) Zeige, dass o« = sup I das Supremum aller Ordinalzahlen aus I ist, d.h. die Ordinalzahl « ist
kleinstmoglich mit 8 < « fiir jedes 8 aus [I.

(¢) Wir nehmen nun an, dass () # « = sup I nicht in der Menge I liegt. Zeige, dass « eine Limeszahl
sein muss.

(d) Kann sup I eine Limeszahl sein und dennoch in I liegen?

Aufgabe 3 (5 Punkte).
Wir nehmen an, dass die Theorie ZF konsistent ist.

(a) Zeige mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass es ein Modell M von ZF so gibt, dass die Inter-
pretation w™ der Formel ©Nat.zahl[x] nichtstandard natiirliche Zahlen besitzt, d. h, es gibt in
©Nat.zahl[/M] Elemente, welche nicht der Form n fiir ein n aus N sind.

(b) Kann es eine Formel ¢[z] in der Sprache £ = {€}, welche in jedem Modell V von ZF die Menge
nichtstandard natiirlicher Zahlen definiert wird? Das heif3t,

VEy¢la] <= acw’ & a#n fir alle n aus N.
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