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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Seien X, Y und (der Graph von) f : X → Y Mengen in V |= ZF .

(a) Angenommen f : X → Y ist surjektiv. Begründe, warum dann {f−1(y)}y∈Y eine Menge ist.

(b) Nehme nun zusätzlich an, dass V |= ZFC. Zeige, dass dann eine Funktion g : Y → X so
existiert, dass f(g(y)) = y für alle y ∈ Y .

Aufgabe 2 (6 Punkte).

(a) Zeige direkt aus der Definition, dass für alle Ordinalzahlen α die Ordinalzahl α+ω eine Limes-
zahl ist.

(b) Sei α ̸= 0 eine Ordinalzahl. Zeige mit Hilfe des Induktionsprinzips der natürlichen Zahlen, dass
α genau dann eine Limeszahl ist, wenn für alle β < α die Summe β + ω ≤ α.

(c) Zeige, dass die Kollektion aller Ordinalzahlen, welche Limeszahlen sind, eine definierbare Teil-
klasse bildet. Ist diese Teilklasse eine Menge?

Hinweis: Aufgabe 2 von Blatt 7.

Aufgabe 3 (6 Punkte).
Definiere mit Hilfe des Rekursionssatz die Ordinalexponentiation zur Basis ω als

ω0 = 1,

ωα+1 = ωα · ω,
ωα = sup

β<α
ωβ, für α Limeszahl

(a) Zeige, dass 1 ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.

(b) Schließe daraus, dass α ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.

(c) Wir definieren nun rekursiv eine Funktion f : ω → On als f(0) = ω0 = 1 und f(α+1) = ωf(α)

sonst. Beachte, dass f(α) eine Limeszahl ist, falls α ̸= 0. Setze ε = sup
α∈ω

f(α). Begründe mit

Hilfe der Aufgabe 2 von Blatt 7, dass ε eine Limeszahl ist. Schließe daraus, dass ωε = ε.

Hinweis: Zeige zunächst mit Hilfe von Induktion über die natürlichen Zahlen, dass f(α) für
alle α in ω mit α ≥ 1 eine Limeszahl ist.

(Bitte wenden!)

Die Übungsblätter können zu zweit eingereicht werden. Abgabe der Übungsblätter
in den (mit den Nummern der Übungsgruppen gekennzeichneten) Fächern im Keller
des mathematischen Instituts.



Aufgabe 4 (4 Punkte).
Eine Funktion f : α → β zwischen zwei Ordinalzahlen α und β ist gut, falls es für jedes β′ < β

ein α′ < α mit f(α′) ≥ β′ gibt.

(a) Existiert eine gute Funktion 1 → ωω + 5?

(b) Gibt es eine gute Funktion ω → ω2?

(c) Gegeben eine natürliche Zahl α in ZF, gibt es eine gute Funktion α → ω?
Hinweis: Begründe zunächst, warum wir ein solches α kleinstmöglich wählen können.


