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Das soll ein Skript zur Vorlesung iiber Liegruppen werden, es ist leider
noch in einem sehr unfertigen Zustand, mag aber dennoch als Erinnerungs-
stiitze hilfreich sein. Der erste Abschnitt behandelt die abstrakte Theorie
fiir endliche Gruppen, aber fast ohne Beispiele. Diese Theorie wird dann
mit topologischen Methoden angereichert und zum Fall kompakter topologi-
scher Gruppen verallgemeinert. Danach wird eine gewisse Vertrautheit mit
Grundbegriffen der Differentialgeometrie vorausgesetzt und wir behandeln

kompakte Liegruppen. Literatur: | , , ]
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1 Darstellungstheorie von endlichen Gruppen

1.1 Definitionen und Grundlagen

Definition 1.1.1. Eine Darstellung (englisch und franzosisch represen-
tation) einer Gruppe G iiber einem Korper £ ist ein Paar (V) p) bestehend
aus einem k-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V)

Bemerkung 1.1.2. Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkiirzend mit dem-
selben Symbol wie den zugrundeliegenden Vektorraum. Gegeben eine Dar-
stellung V' einer Gruppe G bezeichnet dann py den zugehorigen Gruppen-
homomorphismus py : G — GL(V). In derselben Weise definiert man auch
allgemeiner den Begriff der Darstellung eines Monoids iiber einem Kérper
oder, noch allgemeiner, iiber einem Ring k.

Bemerkung 1.1.3. Im Fall V' = k™ ist GL(V) = GL(n, k) die Gruppe der
invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintragen in k. Ist dann p auch noch in-
jektiv, so stellt p die abstrakte Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von
Matrizen, daher die Terminologie. Das Symbol p wird “rho” gesprochen und
ist das Analogon fiir unser kleines r im griechischen Alphabet. Es steht fiir
“representation”. Das folgende Lemma erklért, in welchem Sinn eine Darstel-
lung einer Gruppe G nichts anderes ist als eine Operation von G auf einem
Vektorraum “durch lineare Abbildungen”.

Lemma 1.1.4. Sei G eine Gruppe und k ein Korper.
1. Ist (p,V) eine Darstellung von G iber k, so ist die Abbildung

GxV — Vv
(9,v) = (p(9))(v)

eine Operation der Gruppe G auf der Menge V.

2. Ist GXV — V eine Operation der Gruppe G auf einem k- Vektorraum V'
derart, daf$ gilt g(v+w) = gv+ gw und g(\v) = XN(gv) Vg€ G, A€k
und v,w € V, so definiert die Formel (p(g))(v) = gv eine Darstellung
p:G— GL(V).

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Beispiel 1.1.5. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Automor-
phismengruppe G = GL(V') vermittels p = id. Diese Darstellung heifit die
Standarddarstellung von GL(V).



Beispiel 1.1.6. Jeder Vektorraum V' wird eine Darstellung einer beliebigen
Gruppe G vermittels der trivialen Operation p(g) =idy Vg € G.

Beispiel 1.1.7. Ist K/k eine Korpererweiterung, so ist K eine Darstellung
tiber k der Galoisgruppe Gal(K/k).

Beispiel 1.1.8. Eine Darstellung (V, p) der Gruppe Z anzugeben bedeutet
nach ?7? nichts anderes, als einen Automorphismus A € GL(V') eines Vektor-
raum V' anzugeben, ndmlich dem Automorphismus A = p(1).

Beispiel 1.1.9. Wie sehen die endlichdimensionalen Darstellungen der Grup-
pe Z /27 aus? Eine solche Darstellung ist ja nichts anderes als ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum V' mit einem Endomorphismus A : V' — V derart,
daB gilt A% = idy, . Wir unterscheiden zwei Fille.

char k # 2: In diesem Fall ist V' die direkte Summe V = V* @ V~ der Ei-
genrdume von A zu den Eigenwerten +1, fiir alle v € V' gilt ndmlich

v = 1(v—l—Av) + 1(v — Av)
2 2
char k = 2: In diesem Fall hat A nur den Eigenwert 1, in einer geeigneten
Basis von V' hat also A eine Matrix in Jordan’scher Normalform, und
aus A2 = idy folgt, da hier nur Jordanblécke der Gréfien eins und zwei
moglich sind.

Um unsere Erkenntnisse préazise formulieren zu kénnen, miissen wir unseren
Begriffsapparat weiter ausbauen.

Definition 1.1.10. Seien VW Darstellungen einer Gruppe G iiber einem
festen Korper k. Ein Homomorphismus von Darstellungen ist eine k-
lineare Abbildung f : V — W derart, daf gilt f(gv) = gf(v) fir alle v € V
g € G. Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Ho-
momorphismus. Zwei Darstellungen heiflen isomorph genau dann, wenn es
zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Definition 1.1.11. Gegeben Darstellungen V, W einer Gruppe G iiber einem
Korper k definieren wir ihre direkte Summe als den Vektorraum V & W
mit der Operation g(v,w) = (gv, gw). Ahnlich definieren wir auch direkte
Summen von endlich (oder sogar unendlich) vielen Darstellungen. Die direkte
Summe von n € N Kopien von V kiirzen wir ab mit V.

Beispiel 1.1.12. Nun kénnen wir préaziser formulieren:

char k # 2: Bezeichnet k, bzw. k_ die triviale bzw. die nichttriviale eindi-
mensionale Darstellung von Z/27Z, so ist jede endlichdimensionale Dar-
stellung von Z/2Z tber k isomorph zu genau einer Darstellung der
Gestalt k7 @ k™ fiir n,m € N.



char k = 2: Bezeichnet k£ bzw. P die triviale Darstellung bzw. eine zweidi-
mensionale Darstellung mit nichttrivialer Operation von Z/27Z, so ist
jede endlichdimensionale Darstellung von Z/27Z iiber k isomorph zu
genau einer Darstellung der Gestalt k™ & P™ fiir n,m € N.

Bemerkung 1.1.13. Wir wollen nun dhnliche Aussagen auch fiir allgemeinere
Gruppen formulieren und bauen dazu unseren Begriffsapparat noch weiter
aus.

Definition 1.1.14. Sei GG eine Gruppe.

1. Eine Teilmenge W C V einer Darstellung V' von G heifit eine Unter-
darstellung genau dann, wenn W ein unter GG stabiler Untervektor-
raum ist, in Formeln g € G, w e W = gw € W.

2. Eine Darstellung V' von G heifit irreduzibel oder einfach genau dann,
wenn V' nicht der Nullraum ist, aber 0 und V' die einzigen Unterdar-
stellungen von V' sind.

3. Eine Darstellung V' von G heifit unzerlegbar genau dann, wenn V'
nicht der Nullraum ist und es keine zwei von Null verschiedenen Un-
terdarstellungen Wy, Wy C V' gibt mit V = W, & Ws.

Bemerkung 1.1.15. Zum Beispiel ist jede eindimensionale Darstellung irre-
duzibel. Unsere Darstellung P von eben ist zwar unzerlegbar, aber nicht
irreduzibel. Wir formulieren nun ein néchstes Ziel.

Proposition 1.1.16. Sei G eine endliche Gruppe und k ein beliebiger Korper.
So gibt es bis auf Isomorphismus hichstens |G| irreduzible Darstellungen von
G dber k.

Bemerkung 1.1.17. Bereits fiir die Klein’sche Vierergruppe gibt es iiber dem
Korper mit zwei Elementen unzerleghare Darstellungen beliebig grofier Di-
mension, siehe | |, 4.3. Die Proposition gilt also nicht, wenn wir “irredu-
zibel” ersetzen durch “unzerlegbar”. Zum Beweis entwickeln wir im Folgen-
den allgemeine Begriffe und Methoden, die Ihnen auch in anderem Kontext
standig begegnen werden.

Ubung 1.1.18. Gegeben ein Gruppenhomomorphismus H — G kénnen wir
jede Darstellung V' von G zuriickziehen zu einer Darstellung resZ V' von H.
Man zeige, dafl wir beim Zuriickziehen mit einem inneren Automorphismus
G — (@ eine zur urspriinglichen Darstellung isomorphe Darstellung erhalten.



1.2 Moduln iiber Ringen

Definition 1.2.1. Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe
(M, +) mit einer Abbildung

RxM — M
(r,m) — rm

derart, daf fiir alle r,s € R und m,n € M gilt:
L. r(m+n) = (rm) + (rn);
2. (r+s)m = (rm) + (sm);
3. r(sm) = (rs)m;
4. Im =m.

Beispiele 1.2.2. Ist R ein Korper, so nennt man einen R-Modul meist einen
R-Vektorraum. Der Ring R selbst ist in offensichtlicher Weise ein R-Modul.
Dasselbe gilt fiir R™. Weitere Beispiele kommen spéter.

Bemerkungen 1.2.3. 1. Arbeitet man mit nicht notwendig unitéren Rin-
gen, so macht die dritte Bedingung keinen Sinn mehr und wird aus der
Definition weggelassen. Unsere Moduln wiirde man mit diesen Konven-
tionen als “unitdre Moduln” iiber einem “unitdren” Ring bezeichnen.

2. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel “Punkt vor Strich”.
3. Wie bei Vektorrdmen zeigt man fiir alle m € M die Formel Om = 0
(genauer Ogm = 0p7) und folgert (—1)m = —m.

Bemerkung 1.2.4. Gegeben eine abelsche Gruppe M bilden wir den Ring
Ab M aller Gruppenhomomorphismen ¢ : M — M. Seine Addition ist die
Addition von Abbildungen, (¢ + ¥)(m) = ¢(m) + ¥ (m), die Multiplikation
ist die Verkniipfung von Abbildungen, ¢ = ¢ o 1, und das Einselement ist
die Identitat id : M — M.

Lemma 1.2.5. Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring.

1. Ist ¢ : R — Ab M ein Ringhomomorphismus, so macht die Vorschrift
rm = (¢(r))(m) die abelsche Gruppe M zu einem R-Modul.

2. Ist M ein R-Modul, so induziert die Abbildung ¢ : R — EnsM,
(p(r))(m) = rm einen Ringhomomorphismus ¢ : R — Ab M.

Bewess. Dem Leser iiberlassen. O



Bemerkung 1.2.6. In diesem Sinne ist eine R-Modulstruktur auf einer abel-
schen Gruppe M also “dasselbe” wie ein Ringhomomorphismus R — Ab M.
Fiir jeden Ring E gibt es nun genau einen Ringhomomorphismus Z — FE.
Jede abelsche Gruppe M tragt also genau eine Z-Modulstruktur. Wir kénnen
diese Z-Modulstruktur auch explizit beschreiben, fiir a € N ist eben notwen-
dig 1m = m, also 2m = (1 + 1)m = m + m, induktiv (a + 1)m = am + m,
und dann (—a)m = (—=1)am = —(am).

Bemerkung 1.2.7. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-
Modul und insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation
rm = p(r)m. Dies Verfahren heiit Restriktion der Skalare und zwar selbst
dann, wenn ¢ : R — S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Zum Beispiel
ist fiir jedes Ideal a C R der Quotient R/a ein R-Modul in natiirlicher Weise.

Lemma 1.2.8. Sei k ein Korper.

1. Ist M ein k[X]-Modul, so erhalten wir auf M die Struktur eines k-
Vektorraums durch Restriktion, und die Multiplikation mit X st eine
k-lineare Abbildung M — M.

2. Ist M ein k-Vektorraum und A : M — M eine k-lineare Abbildung, so
macht die Vorschrift Pm = P(A)(m) fir m € M, P € k[X] unser M
zu einem k[X|-Modul.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Bemerkung 1.2.9. In diesem Sinne ist also ein k[ X]-Modul “dasselbe” wie ein
k-Vektorraum mit einem k-linearen Endomorphismus.

Definition 1.2.10. Eine Abbildung f : M — N von einem R-Modul in einen
anderen heifit R-linear oder ein R-Modulhomomorphismus geanu dann,
wenn gilt f(m +m') = f(m) + f(m') und f(rm) = rf(m) Vm,m' € M,
r € R.

Definition 1.2.11. Die Menge aller Homomorphismen von einem R-Modul
M in einen R-Modul N schreiben wir auch Hompg(M, N). Sie bildet eine
Untergruppe von Ens(M, N). Ein bijektiver Homomorphismus heiit ein Iso-
morphismus von R-Moduln. Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei
R-Moduln M und N, so schreiben wir auch M = M und sagen, M und N
sind isomorph.

Lemma 1.2.12. Sei M ein R-Modul. So ist die Abbildung

M — Homg(R, M)
m —  (rrm)

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen mit Inversem ¢ +— ¢(1).
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Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Definition 1.2.13. Eine Teilmenge N C M eines R-Moduls M heif}t ein
Untermodul genau dann, wenn N eine Untergruppe ist und es gilt m € N,
re R=rmeN.

Bemerkung 1.2.14. Die Untermoduln eines kommutativen Rings sind genau
seine Ideale. Der Schnitt von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist
T C M eine Teilmenge, so heifit der kleinste Untermodul von M, der T
enthélt, auch der von T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn
mit (T") g oder abkiirzend mit (7'). Man kann diesen Untermodul beschreiben
als die Menge aller Linearkombinationen

{rltl—i—...rsts | SZO,TiER,tiET},

wobei die leere Linearkombination mit s = 0 fiir die Null in M stehen moge.
Ein Modul, der von einem einzigen Element erzeugt wird, heifit ein zykli-
scher Modul.

Bemerkung 1.2.15. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomo-
morphismus ist wieder ein Untermodul. Dasselbe gilt fiir das Urbild eines
Untermoduls. Insbesondere sind Bild und Kern eines Modulhomomorphis-
mus stets Untermoduln.

Proposition 1.2.16 (iiber Quotientenmoduln). Sei M ein R-Modul und
N C M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines R-Moduls auf der Quotientengruppe
M/N derart, daf$ die Projektion can : M — M/N ein Homomorphis-
mus von R-Moduln ist.

2. Jeder Homomorphismus von R-Moduln ¢ : M — M' mit o(N) =0
faktorisiert in eindeutiger Weise iber M/N, es gibt also genau einen
R-Modulhomomorphismus ¢ : M/N — M' mit ¢ = ¢ o can.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Ubung 1.2.17. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal und M ein R-Modul.
Bezeichne aM C M den Untermodul, der von allen Elementen am mit a € a
und m € M erzeugt wird. Man zeige, dal die Operation von R auf M/aM
in natiirlicher Weise faktorisiert tiber R/a, so dal also M/aM in natiirlicher
Weise ein R/a-Modul wird.



1.3 Einfache Moduln und Kompositionsreihen

Definition 1.3.1. Ein Modul heifit einfach genau dann, wenn er nicht Null
ist, aber aufler sich selbst und Null keine Untermoduln hat.

Beispiele 1.3.2. Die einfachen Moduln iiber einem Kérper oder allgemeiner
einem Schiefkorper sind genau die eindimensionalen Vektorrdume. Jeder Vek-
torraum ist einfach als Modul iiber seinem Endomorphismenring.

Ubung 1.3.3. Die einfachen Z-Moduln sind genau die zyklischen abelschen
Gruppen von Primzahlordnung. Allgemeiner sind alle einfachen Moduln iiber
einem Ring isomorph zu einem Quotienten des besagten Rings nach einem
maximalen Linksideal. Ist der Ring kommutativ, so kann man besagtes Links-
ideal aus dem Modul zuriickgewinnen als seinen Annulator. Bei nichtkommu-
tativen Ringen konnen die Quotienten nach verschiedenen maximalen Links-
idealen durchaus isomorph sein als Moduln.

Ubung 1.3.4. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten. (Hinweis: ?77.)

Bemerkung 1.3.5. Der Hilbert’sche Nullstellensatz 77 sagt, daf} alle einfachen
Moduln iiber einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit Koeffizien-
ten in einem Korper endlichdimensional sind iiber besagtem Korper. Ist der
Korper algebraisch abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional, das folgt
dann aus 1.3.10.

Lemma 1.3.6. Sei R ein Ring, E ein einfacher R-Modul und M ein belie-
biger R-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E — M st injektiv oder Null.
2. Jeder Homomorphismus M — FE ist surjektiv oder Null.

3. Ist M auch einfach, so ist jeder Homomorphismus M — FE bijektiv
oder Null.

4. Der Endomorphismenring Endg E ist ein Schiefkorper.
Beweis. ker(E — M) und im(M — F) sind Untermoduln von F. O

Definition 1.3.7. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wir sagen, M sei von
endlicher Linge genau dann, wenn es eine endliche Kette von Untermoduln

M:MTDMrle...DMOZO

gibt, fiir geeignetes r € N, so daf§ M;/M;_; einfach ist fir 1 < i < r. Eine
derartige Kette heifit dann auch eine Kompositionsreihe von M und die
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Moduln M;/M;_; nennen wir die Subquotienten der Kompositionsreihe. Die
minimal mogliche Lénge einer Kompositionsreihe von M definieren wir als
die Lange des Moduls M, zeigen dann aber sofort, dafl je zwei Kompositi-
onsreihen dieselbe Lénge und bis auf Isomorphismus und Reihenfolge sogar
dieselben Subquotienten haben, die wir dann die Kompositionsfaktoren
des Moduls M nennen.

Satz 1.3.8 (Jordan-Hélder fiir Moduln). 1. Hat ein Modul M endli-
che Linge, so auch jeder Untermodul N C M und jeder Quotient von
M/N von M und es gilt

I(M) = I(M/N) + I(N)

2. Je zwei Kompositionsreihen eines Moduls haben dieselbe Linge und bis
auf Rethenfolge isomorphe Subquotienten. Sind genauer M = M, D
.DMy=0und M = Ny D ... D Ny =0 zwei Kompositionsreithen
eines Moduls M, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
o €S, mit N;/Ni_1 = M,/ Mqi)—1 fiir alle .

Beweis. Sei M ein R-Modul und M = M, D ... D My = 0 eine Kom-
positionsreihe von M und N C M ein Untermodul. Wir betrachten den
Quotienten M = M /N und die Bilder M, der M; in M und erhalten kurze
exakte Sequenzen

M;NN/M;_y "N — M;/M;_y — M;/M; 4

durch explizites Nachdenken oder formales Anwenden des Neunerlemmas auf
das kommutative Diagramm

] ! !
Mifl — MZ —» Mi/Mifl
| A b
M;_y — M; - Mi/Mi—l

Ist N # 0, so kann nicht M; "N = M, ;NN gelten fiir alle ¢. Zu jeder Kom-
positionsreihe von M haben wir also eine echt kiirzere Kompositionsreihe
von M konstruiert und es folgt {(M/N) < {(M). Man sieht so, daf8 die Linge
einer beliebigen echt absteigenden Kette von Untermoduln von M nach oben
beschréankt ist durch [(M). Insbesondere hat auch jeder Untermodul von M
endliche Lénge, je zwei Kompositionsreihen von M haben dieselbe Lénge,
und Teil 1 ist gezeigt. Ist N einfach, so gibt es genau einen Index j mit

MjﬂN:Nabeer_lﬁN:O
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Fiir diesen Index haben wir M;/M;_; = N und Eﬂ' /_Mj,l = 0, wohingegen
fiir die anderen Indizes i # j gilt M;/M; 1 = M;/M, ;. Nun folgt 2 mit
Induktion. O]

Korollar 1.3.9. Sei R ein Ring, der einen Korper k als Teilring hat. Ist R
endlichdimensional als Linksmodul iber k, so gibt es bis auf Isomorphismus
hdchstens dimy R einfache R-Moduln.

Bewers. Natiirlich ist R von endlicher Léange als R-Modul und es gilt sogar
[(R) < dimy R. Jeder einfache R-Modul ist aber ein Quotient von R und
taucht also in einer und damit in jeder Kompositionsreihe von R als Subquo-
tient auf. O

Korollar 1.3.10. Seit R ein kommutativer Ring, der einen algebraisch ab-
geschlossenen Korper k als Teilring hat. So ist ein einfacher R-Modul, der
endlichdimensional st als k-Vektorraum, notwendig eindimensional als k-
Vektorraum.

Beweis. Die Multiplikation mit » € R besitzt notwendig einen Eigenwert,
und der zugehorige Eigenraum ist ein von Null verschiedener Untermodul,
also der ganze Modul. Also operiert jedes r € R durch einen Skalar, und
dann kann unser Modul nur einfach sein, wenn er eindimensional ist. O

Ubung 1.3.11. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Un-
termodul ist stets ein einfacher Modul.

Ubung 1.3.12. Der einzige einfache Modul iiber dem Endomorphismenring
eines endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber,
bis auf Isomorphismus.

1.4 Der Gruppenring

Definition 1.4.1. Sei k ein Ring und G eine Gruppe. So definieren wir den
Gruppenring kG der Gruppe G iiber k wie folgt: Als abelsche Gruppe ist
kG wie in 77 die Menge aller Abbildungen f : G — k, die nur an endlich
vielen Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. So eine Abbildung
schreiben wir als eine formale Linearkombination ) f(g)g von Elementen
aus GG mit Koeffizienten aus k. Die Multiplikation * in kG, manchmal auch
Konvolution oder Faltung genannt, erklaren wir durch die Vorschrift

() (5+) (2 )

geG heG z€G \gh=z
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wo die innere Summe rechts iiber alle Paare (g,h) € G x G laufen soll mit
gh = z. Offensichtlich erhalten wir so einen Ring mitsamt einem Ringhomo-
morphismus k£ — kG, a — ae fiir e € G das neutrale Element und einem
Gruppenhomomorphismus G — kG*, g — 1g von unserer Gruppe in die
Einheiten ihres Gruppenrings, unter dem G zu einer Basis von kG iiber k
wird. Wir schreiben meist kurz ae = a und 1g = g, auch wenn wir Elemente
des Gruppenrings meinen.

Bemerkung 1.4.2. Der Gruppenring kZ ist kanonisch isomorph zum Ring
k[X, X~1] der Laurentpolynome. Allgemeiner kann man in derselben Weise
auch fiir jedes Monoid G den Monoidring kG einfithren und erhélt zum
Beispiel kN = k[X]. Oft wird der Gruppenring auch k[G] geschrieben.

Lemma 1.4.3. Sei G eine Gruppe oder allgemeiner ein Monoid und sei
k ein Korper oder allgemeiner ein Ring. Wir erhalten eine eineindeutige
Entsprechung

~ Darstellungen von
{ kG-Moduln } — { G iber k }

indem wir die Operation von kG auf k und G einschrinken.
Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Satz 1.4.4. Uber einem beliebigen Korper ist die Kardinalitit einer endli-
chen Gruppe eine obere Schranke fir die Zahl ihrer irreduziblen Darstellungen
bis auf Isomorphismus.

Beweis. Bezeichnet G unsere endliche Gruppe und k unseren Korper, so
behaupten wir in Formeln, daf es bis auf Isomorphismus hochstens |G| irre-
duzible Darstellungen von G iiber k£ gibt. Um das zu zeigen, fassen wir unsere
Darstellungen auf als Moduln iiber dem Gruppenring £G und der Satz folgt
aus Korollar 1.3.9. O

1.5 Reduzibilitit

Satz 1.5.1 (von Maschke). Sei G eine endliche Gruppe und k ein Korper,
dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt. So ist jede Darstellung
von G tber k eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen.

Bemerkung 1.5.2. Beispiel 1.1.12 zeigt, daf§ das im allgemeinen nicht mehr
gilt, wenn die Charakteristik die Gruppenordnung teilt.
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Bemerkung 1.5.3. Fiir den Beweis des Satzes von Maschke im allgemeinen
Fall miissen wir etwas weiter ausholen und neue Konzepte einfiithren, die uns
aber auch an anderer Stelle noch niitzlich sein werden.

Definition 1.5.4. Sind V, W zwei Darstellungen einer Gruppe G iiber einem
Korper k, so machen wir den Raum Homy,(V, W) aller k-linearen Abbildungen
von V nach W selbst zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift (¢f)(v) =
g(f(g~'v)) oder, anders geschrieben,

gf =gofog™

Bemerkung 1.5.5. Ist noch allgemeiner V' eine Darstellung einer Gruppe
G und W eine Darstellung einer Gruppe H, so erhalten wir eine natiirli-
che Operation von G x H auf Homy(V, W) durch die Vorschrift (g,h)f =
pw(h) o f o py(g~!). Unsere Definition ergibt sich im Fall H = G durch
Einschrianken der (G x G)-Operation auf dem Hom-Raum vermittels der
diagonalen Einbettung G — G x G, g — (g, g). Wir nennen sie manchmal
préaziser die diagonale Operation oder die Operation durch Konjugati-
on auf dem Hom-Raum, um sie zu unterscheiden von der Operation durch
Nachschalten g : f — pw(g) o f und der Operation durch Vorschalten

g:frfopvlg™).

Beweis des Satzes von Maschke im allgemeinen Fall. Man sieht sofort, dafl
die Invarianten im Raum aller linearen Abbildungen von einer Darstellung
V' in eine Darstellung W unter der Operation durch Konjugation genau die
Homomorphismen von Darstellungen sind, in Formeln

Homy, (V, W)% = Homyg(V, W)

Ist nun i : W <— V eine Unterdarstellung, so finden wir sicher eine k-lineare
Abbildung 7 : V. — W mit 7 o¢ = idy . Bilden wir im Hom-Raum den
Mittelwert ¢ iiber die Bahn von 7 unter GG, in Formeln

1 1
b= ) gr= ) gomog
IGIQ; IGIZ

geG

so erhalten wir einen Homomorphismus von Darstellungen ¢ : V' — W mit
¥ o ¢ = idy, und ker 1 ist eine Unterdarstellung von V mit V = W & ker .
Unter der zusétzlichen Annahme dimy V' < oo sind wir nun wieder fertig mit
Induktion. Im allgemeinen Fall folgt die Behauptung aus Proposition 1.7.3,
3 = 1 im anschlieenden Abschnitt. O
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1.6 Summen und Produkte von Moduln

Definition 1.6.1. Gegeben eine Familie (M))yex von Moduln iiber einem
Ring R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt [] M, und die direkte
Summe oder kurz Summe @ M, durch die Regeln

[Lea My = {(ma)rea | mr € My}

Brca My = {(ma)rea | mr € M), nur endlich viele my sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit
Skalaren aus R.

Bemerkung 1.6.2. Gegeben eine Familie (M))yea von Untermoduln eines
Moduls M bezeichnet man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermo-
dul auch als ihre Summe und notiert ihn ), , M,. Diese Summe kann
auch interpretiert werden als das Bild eines natiirlichen Homomorphismus
@D, cn My — M von der direkten Summe nach M. Ist dieser Homomorphis-
mus injektiv, so sagen wir, die “Summe der Untermoduln M) sei direkt” und
schreiben statt ) ., My auch @,., M.

Bemerkung 1.6.3. Fiir eine endliche Familie von Moduln Mj, ..., M, stimmen
die direkte Summe und das Produkt iiberein. Wir benutzen dann alternativ
die Notationen

Myx...xM,=M &®...P M,

Bemerkung 1.6.4. Das Produkt bzw. die Summe haben die folgenden Eigen-
schaften: Die offensichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homo-
morphismen

Z'/\ZM)\‘—>@M)\ bzw. pr/\:HM,\—»M)\
A€A A€A

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der 7
bzw. Nachschalten der pry gegebenen Abbildungen Bijektionen

~

HOHIR(@/\EAM,\,M> — HAGAHomR<M>\7M)
[ o= (f oix)rea

~

Homp(M, [T cp My) — Tlien Homp(M, M)
[ (Pryof)rea

Bemerkung 1.6.5. Auch bei Moduln {iber Ringen nennt man eine Familie
(mx)rea linear unabhingig genau dann, wenn nur die triviale (endliche)
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Linearkombination verschwindet, wenn also fiir eine Familie (7)) ea von Ele-
menten unseres Rings mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitglie-
dern gilt

ZT,\m,\ =0 = alle r, sind null

AEA
Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heifit wie bei Vektorrdumen eine
Basis. Allerdings besitzen keineswegs alle Moduln eine Basis, wie man das
von Vektorrdumen gewohnt ist. Die Moduln, die eine Basis besitzen, nennt
man freie Moduln.

Bemerkung 1.6.6. Zum Beispiel ist fiir jede Menge A der Modul
RA={f:A— R| f()\) =0 fiir fast alle A}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und
sonst den Wert Null, bilden eine Basis. Nach unseren Definitionen ist umge-
kehrt eine Familie (m))xea in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn
die Abbildung RA — M mit (ry) — >_ rym, ein Isomorphismus ist.

Ubung 1.6.7. Jeder Modul ist Quotient eines freien Moduls.

Bemerkung 1.6.8. Fiir beliebige Ringe R folgt aus R" = R™ im allgemeinen
nicht n = m. Das einfachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist
nach 1.6.10 auch das einzige kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht
kommutativen Ringen gibt es jedoch auch interessantere Gegenbeispiele.

Bemerkung 1.6.9. Zwei Untermoduln U, D C M eines Moduls heiflen kom-
plementir und wir schreiben M = U @& D genau dann, wenn die offensicht-
liche Abbildung ein Isomorphismus U & D = M ist. Dafiir hinreichend und
notwendig ist, dafl sowohl gilt U N D = 0 als auch U + D = M. Wir sagen
in dem Fall auch, M sei die direkte Summe von U und D. Analoge Begriffs-
bildungen benutzen wir auch fiir beliebige Familien von Untermoduln eines
Moduls.

Ubung 1.6.10. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R
folgt aus R" = R™ schon n = m. (Hinweis: Man benutze 1.2.17 und wéhle
ein maximales Ideal a C R, so daB8 R/a ein Korper ist.)

Ubung 1.6.11. Gegeben Moduln M, ..., M,, und Ni,...,N, iiber einem
Ring R haben wir eine natiirliche Identifikation

Homp(M; @ ... ® My, N1 @ ... @ N,) = | [ Homp(M;, N;)

1,

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenve-
toren von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen
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zwischen direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den
Summanden. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen
mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.

Ubung 1.6.12. Gegeben eine Familie von Moduln M;; mit i € I, j € J haben
wir stets einen kanonischen Homomorphismus €,([[; M) — [1,(D; Mjq),
der aber im allgemeinen kein Isomorphismus ist.

1.7 Halbeinfache Moduln

Definition 1.7.1. Ein Modul heifit halbeinfach genau dann, wenn er die
Summe seiner einfachen Untermoduln ist.

Ubung 1.7.2. Ein Ring heifit halbeinfach genau dann, wenn er halbeinfach
ist als Linksmodul iiber sich selber. Man zeige, daf3 jeder Linksmodul iiber
einem halbeinfachen Ring halbeinfach ist.

Proposition 1.7.3 (Charakterisierung halbeinfacher Moduln). Sei R
ein Ring und M ein R-Modul. So sind gleichbedeutend:

1. M ist halbeinfach;
2. M st eine direkte Summe von einfachen Untermoduln;

3. Jeder Untermodul U von M besitzt ein Komplement D, als da heifst,
es gibt zu jedem Untermodul U einen Untermodul D mit D & U = M.

Beweis. 2 = 1: Das ist klar.

1=3:Sei M = Ziel M; eine Summe von einfachen Untermoduln M; C M
und sei U C M der Untermodul, fiir den wir ein Komplement suchen. Gege-
ben J C I setzen wir M; = Y., M;. Ist I endlich, so finden wir natiirlich
unter allen Teilmengen J C I mit M; N U = 0 eine beziiglich Inklusion
maximale Teilmenge. Ist I unendlich, so folgt die Existenz eines solchen ma-
ximalen J mit dem Zorn’schen Lemma. In jedem Fall behaupten wir fiir solch
ein maximales J, daf§ gilt M; @& U = M. In der Tat, aus M; 4+ U # M folgt,
daB es ein i € I gibt mit M; ¢ (M;+ U), also M; N (M;+ U) = 0 da M;
einfach ist. Dann folgt aber (M; + M;) N U = 0 und J war nicht maximal.

3 = 2 : Wir bemerken zunéchst, daf} sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln
vererbt: Sind ndmlich U C N C M Untermoduln und ist V' ein Komplement
von U in M, so ist notwendig V N N ein Komplement von U in N. Jetzt fin-
den wir mithilfe des Zorn’schen Lemmas eine maximale Menge von einfachen
Untermoduln derart, daf§ ihre Summe in M direkt ist. Wére diese Summe
S nicht ganz M, so fanden wir ein von Null verschiedenes Komplement D
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von S in M. In diesem Komplement D gébe es einen von Null verschiedenen
zyklischen Untermodul und der hétte nach 1.3.4 seinerseits einen einfachen
Quotienten, der sich als direkter Summand erst in unserem zyklischen Unter-
modul und dann in ganz D einbetten liele, im Widerspruch zur Maximalitét
von S. O

Korollar 1.7.4. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen
Moduls ist halbeinfach.

Beweis. Natiirlich ist jeder Quotient eine Summe einfacher Untermoduln und
ist damit halbeinfach nach 1.7.3. Weiter besitzt nach 1.7.3 jeder Untermodul
ein Komplement und ist damit auch isomorph zu einem Quotienten unseres
Moduls, ndmlich zu dem Quotienten nach besagtem Komplement. Alternativ
kann man sich daran erinnern, dafl wir beim Beweis von 3 = 1 in 1.7.3 bereits
gezeigt hatten, dafl sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln vererbt. ]

Definition 1.7.5. Sei R ein Ring und M ein halbeinfacher R-Modul. Gege-
ben ein einfacher R-Modul F notieren wir Mg C M die Summe aller zu £
isomorphen Untermoduln von M und nennen sie die isotypische Kompo-
nente von M vom Typ E.

Satz 1.7.6 (Zerlegung in isotypische Komponenten). Sei R ein Ring,
M ein halbeinfacher R-Modul und irr(R) ein Reprisentantensystem fir die
Isomorphieklassen einfacher R-Moduln. So zerfallt M als die direkte Summe
seiner isotypischen Komponenten

M:EBME

Ecirr(R)

Beweis. Da M nach Annahme halbeinfach ist, mufl nur gezeigt werden, daf3
die Summe der isotypischen Komponenten direkt ist. Dazu hinwiederum
brauchen wir nur zu zeigen, dafl jeder einfache Untermodul einer Summe
von einfachen Untermoduln zu einem der Summanden isomorph ist. Da aber
besagte Summe halbeinfach ist, ist unser einfacher Untermodul auch ein Quo-
tient dieser Summe und damit notwendig auch ein Quotient eines Summan-
den. 0

Bemerkung 1.7.7. Die Summe aller einfachen Untermoduln eines Moduls M
heifit der Sockel von M und wird notiert soc M. Der Sockel ist natiirlich
der grofite halbeinfache Untermodul.

Ubung 1.7.8. Jeder Homomorphismus von halbeinfachen Moduln erhilt die
Zerlegung in isotypische Komponenten. Eine Sequenz M’ <— M — M" von
halbeinfachen Moduln ist exakt genau dann, wenn fiir alle einfachen Moduln
die induzierte Sequenz My, — Mp — M}, exakt ist.
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Ubung 1.7.9. Man erklire, inwiefern der Satz iiber die Zerlegung in isotypi-
sche Komponenten die Eigenraumzerlegung eines Vektorraums unter einem
Endomorphismus verallgemeinert.

1.8 Der Dichtesatz von Jacobson

Satz 1.8.1 (Jacobson’s Dichtesatz). Sei R ein Ring und M ein halbein-
facher R-Modul. So ist das Bild des offensichtlichen Ringhomomorphismus

R — End(EndR M) M

dicht in folgendem Sinne: Gegeben f € Endgnay, sy M und endlich viele Ele-
mente my, ..., m, € M gibt es stets x € R mit f(m;) = xm; fir alle 1.

Bemerkung 1.8.2. Gegeben ein Ring F und eine Teilmenge T" C E erklért
man den Kommutator von 7' durch die Formel 7" = {2 € E | at =
tr  Vt € T}. Der Kommutator des Kommutators 7” heifit dann der Bikom-
mutator und umfaflt natiirlich 7" selbst. Unser Satz sagt in dieser Termino-
logie, daf fiir einen halbeinfachen Modul M iiber einem beliebigen Ring R
das Bild T" von R im Endomorphismenring £ = Ab M der abelschen Gruppe
M in der oben ausgefiithrten Weise “dicht” liegt in seinem Bikommutator.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall » = 1 und betrachten zu m = m; ein
Komplement N des Untermoduls Rm C M, also

M =Rm&N

Da die Projektion m : M — Rm — M léngs unserer Zerlegung in Endgz M
liegt, und da gilt fom = wo f nach Annahme, folgt f(m) € Rm. Es gibt also
in anderen Worten x € R mit f(m) = xm. Den allgemeinen Fall fithren wir
auf den Fall r = 1 zuriick, indem wir das Element (my,...,m,) € M&...&M
betrachten und die Abbildung f x ... x f, die in der Tat kommutiert mit
allen Elementen von

Endg(M @ ...® M) = M(r x r,Endg M) O

Korollar 1.8.3 (Satz von Wedderburn). Ist k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und A C M(n x n,k) ein Teilring derart, dafi k" einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = M (n x n, k).

Beweis. Zunichst gilt Ends k" = k, da sonst geeignete Eigenrdume von
Elementen ¢ € Enda k™ nichttriviale A-Untermoduln wéren. Dann folgt
A = End;, k™ aus dem Dichtesatz. O
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1.9 Das Lemma von Schur

Satz 1.9.1 (Schur’sches Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, k ein
algebraisch abgeschlossener Kdorper und V' eine irreduzible Darstellung von G
tber k. So besitzt V aufer den Skalaren keine Endomorphismen, in Formeln

k= Mod$ v

Beweis. Da wir GG endlich angenommen hatten, ist V' notwendig endlichdi-
mensional. Nach Annahme gilt auch V' # 0. Jedes ¢ € Mod,? V besitzt also
einen Eigenwert, sagen wir A\, und der zugehorige Eigenraum ist offensichtlich
eine von Null verschiedene Unterdarstellung als Kern von ¢ — \id . Also muf3
dieser Kern schon ganz V' sein und wir folgern ¢ = \id. [

Beispiel 1.9.2. Die Gruppe G der vierten Einheitswurzeln in C operiert durch
Multiplikation auf dem R-Vektorraum C und macht diesen zu einer irredu-
ziblen Darstellung V' = C von G iiber £ = R. Dennoch haben wir in diesem
Fall k& # Modf V. Das steht nicht in Widerspruch zu unserem Satz, da k = R
nicht algebraisch abeschlossen ist.

Beispiel 1.9.3. Ist £ C L ein Korpererweiterung, so wird V' = L eine irre-
duzible Darstellung der Gruppe G = L* iiber k. In diesem Fall haben wir
offensichtlich Endg V' = L und im allgemeinen kann natiirlich k& # L gel-
ten selbst wenn k algebraisch abgeschlossen ist, zum Beispiel mit L = k(X).
Das steht jedoch auch nicht in Widerspruch zu unserem Satz, da unter der
Voraussetzung k algebraisch abgeschlossen die Gruppe G = L* nicht endlich
sein kann.

Ubung 1.9.4. Sei R ein Ring und k& C R ein algebraisch abgeschlossener
Korper derart, daf gilt ar = ra VYa € k,r € R. So gilt fiir jeden einfachen
R-Modul M, der endlichdimensional ist als k-Vektorraum, notwendig k —
End R M.

Satz 1.9.5 (Variante des Schur’schen Lemmas). Sei G eine Gruppe,
k ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' eine irreduzible Darstellung
von G dber k. Ist die Kardinalitit von k echt grofier als die Kardinalitdt von
G, d.h. gibt es keine Injektion k — G, so besitzt V' aufer den Skalaren keine
Endomorphismen, in Formeln

k= ModS vV

Beweis. Der Endomorphismenring von V' hat eine k-Basis, die von einer Teil-
menge von G indiziert wird. Er ist jedoch auch eine Korpererweiterung von
k. Wére er echt grofler als k, so miifite er den Funktionenkorper k(X) um-
fassen, in dem die Familie der ((X — A)™'),, linear unabhéngig ist iiber k,
im Widerspruch zu unserer Bedingung an die Kardinalitéten. O]
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1.10 Darstellungen von Produkten

Satz 1.10.1 (Einfache Darstellungen von Produkten). Seien Gruppen
G, H und ein algebraisch abgeschlossener Kérper k gegeben. Bezeichnet irry, G
die Menge aller Isomorphieklassen einfacher endlichdimensionaler Darstel-
lungen von G idber k, so induziert das Tensorprodukt eine Bijektion

(irry G) x (irry H) = irr (G x H)

Bemerkung 1.10.2. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist das im all-
gemeinen falsch. Zum Beipiel ist C eine irreduzible Darstellung der Gruppe
G der komplexen vierten Einheitswurzeln iiber £ = R, aber C ®g C hat als
Darstellung von G x G den echten Quotienten C ®¢ C.

Beweis. Gegeben V' € G-Modg, W € H-Mod; einfache endlichdimensio-
nale Darstellungen ist V @, W € (G x H)-Mody einfach, da nach dem
Satz von Wedderburn 1.8.3 die Operationen Surjektionen kG — End; V' und
kH — End; W liefern und damit auch eine Surjektion des Gruppenrings von
G x H auf Endg(V @, W). Die im Satz angegebene Abbildung ist also sinnvoll
definiert. Ist L eine endlichdimensionale Darstellung von G x H, so besitzt
L als G-Darstellung eine einfache Unterdarstellung V' C L. Die offensichtli-
che Abbildung V ®;, Hom(V, L)¢ — L ist dann nach 1.10.3 ein injektiver
(G x H)-Homomorphismus fiir die offensichtliche Operation von H auf dem
Hom-Raum. Ist L einfach, so muf§ diese Abbildung auch surjektiv sein und
der Hom-Raum muf eine einfache Darstellung W von H sein. Die im Satz an-
gegebene Abbildung ist also surjektiv. Der Nachweis ihrer Injektivitat kann
der Leser ohne Miihe aus dem Nachweis der Surjektivitat extrahieren. [

Lemma 1.10.3. Sei V' eine Darstellung einer Gruppe G tiber einem Kdrper
k und sei L € G-Mody, eine einfache Darstellung mit Endomorphismenring
Mod§ L = k. So induziert das Auswerten eine Inklusion

L ® Homy(L, V)¢ — V

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf§ V'
eine Summe und dann auch eine direkte Summe ist von zu L isomorphen
Unterdarstellungen. In diesem Fall ist aber das Lemma explizit klar. O]

1.11 Zur Struktur von Gruppenringen

Satz 1.11.1 (Fouriertransformation fiir endliche Gruppen). Seien G
eine endliche Gruppe, k ein algebraisch abgeschlossener Korper und Ly, . .., L,
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die irreduziblen Darstellungen von G dber k, bis auf Isomorphismus. So de-
finiert die Operation eine Surjektion

kG — (Endg Ly) x ... x (Endy L,)

und wenn die Charateristik von k nicht die Gruppenordnung teilt, ist diese
Surjektion sogar ein Isomorphismus.

Bemerkung 1.11.2. Der Zusammenhang mit der Fouriertransformation aus
der Analysis in 7?7 erkldrt. Dieser Satz gilt analog fiir jeden halbeinfachen
Ring R, der einen algebraisch abgeschlossenen Korper £k enthilt derart, daf3
gilt ar =ra Va € k,r € R und dal R endlichdimensional ist iiber k.

Beweis. Die Surjektivitat folgt aus dem Dichtesatz 1.8.1, angewandt auf den
kG-Modul Ly & ... @ L, mit seinem Endomorphismenring £ x ... x k. Um
die Injektivitdt zu zeigen bemerken wir, dafl ja kG nach Maschke selbst eine
Summe von einfachen Unterdarstellungen ist. Liegt also a € kG im Kern
unserer Abbildung, so ist die Linksmultiplikation mit a die Nullabbildung
auf kG und es folgt a = 0. O

Korollar 1.11.3. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch ab-
geschlossener Korper, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt.
Seien Ly, ..., L, die irreduziblen Darstellungen von G iber k, bis auf Iso-
morphismus. So gilt

|G| = (dim L;)? + ... + (dim L,)?
Beweis. Klar. O

Korollar 1.11.4. Gegeben eine endliche Gruppe und ein algebraisch abge-
schlossener Korper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt,
gibt es bis auf Isomorphismus genausoviele einfache Darstellungen unserer
Gruppe iber besagtem Korper wie Konjugationsklassen in unserer Gruppe.

Beweis. Unter dem Zentrum Z(R) eines Rings R verstehen wir die Men-
ge der Elemente von R, die mit allen anderen Elementen kommutieren, in
Formeln

Z(R)={z€ R| za=az Ya € R}

Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R. Das Zentrum ei-
nes Gruppenrings kG besteht nun offensichtlich genau aus den Funktionen
G — k, die konstant sind auf Konjugationsklassen. Man nennt sie Klassen-
funktionen. Das Zentrum der anderen Seite in Satz 1.11.1 ist aber offen-
sichtlich k& x ... x k (r Kopien). O
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Ubung 1.11.5. Gegeben eine endliche Gruppe und ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt, zeige
man: Genau dann ist die Gruppe kommutativ, wenn alle ihre irreduziblen
Darstellungen iiber besagtem Korper eindimensional sind.

Definition 1.11.6. Ist V' eine Darstellung einer Gruppe G iiber einem
Korper k, so definiert man ganz allgemein fiir v € V, ¢ € V* den Ma-
trixkoeffizienten c,, : G — k durch die Vorschrift c,,(g) = ¢(gv).

Bemerkung 1.11.7. Im Fall V' = k" und v = e; und ¢ = pr; ist c,,(g) in der
Tat ein Koeffizient der Matrix p(g) € M(n x n; k). Die Matrixkoeffizienten
definieren eine Abbildung, die Matrixkoeffizientenabbildung

Ve,V — kG
pRV = Cyp

Satz 1.11.8 (Inverse Fourier-Transformation). Sei G eine endliche Grup-
pe und k ein algebraisch abgeschlossener Korper, dessen Charakteristik nicht
die Gruppenordnung teilt. Sind L, M irreduzible Darstellungen von G iiber k,
so st die Verkniipfung

L*®, L — kG — End;, M

das |G|/(dim L)-fache des iiblichen Isomorphismus L* ®; L — Endy, L* im
Fall M = L* und die Nullabbildung sonst.

Beweis. Unsere Matrixkoeffizientenabbildung V* @, V' — kG ist ein Homo-
morphismus von Darstellungen fiir geeignete Operationen von G x G auf
beiden Seiten, genauer gilt offensichtlich ¢,y,, = g% cpp und cp gy = Cpp* g
fiir alle g € G. Die Abbildungen aus unserem Satz sind demnach Morphismen
zwischen Darstellungen von (G x G). Nach 1.10.1 sind diese Darstellungen
sogar irreduzibel, so dafl die einzig offene Frage ist, das Wievielfache des
iiblichen Isomorphismus im Fall M = L* genommen werden mufl. Ich will
das in physikalischer Notation ausrechnen. Gegeben ein Vektorraum L und
ein Vektor v € L notieren wir |v) die lineare Abbildung k¥ — L, A — Av und
notieren Elemente ¢ € L* des Dualraums auch einmal (p|. Fir ¢, € L*
und v,w € L ergibt sich damit, wenn wir die k-linearen Abbildungen von
k in sich selber stillschweigend mit & identifizieren, fiir die Operation eines
Matrixkoeffizienten auf ¢ € L* die Formel

(o 0)(w) = Zyealilol) Wlg™ 1w) = (ol (Syeq ale)lo™) )

Nun ist die grofie Summe (X) in der Mitte der Formel rechts offensichtlich
ein G-Endomorphismus von L, d.h. fiir alle h € G gilt ho (3) o h™! = (X).
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Da L irreduzibel ist, mufl diese Summe folglich ein Vielfaches der Identitéat
sein, (X) = didy. Berechnen wir auf beiden Seiten die Spur, so ergibt sich

d - dim L =[G tr(|v)(@]) = |G[{¢]v)

womit wir schliellich die Behauptung erhalten in Gestalt der Formel

(cow# )(w) = 2O (o) el 0

Korollar 1.11.9. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abge-
schlossener Korper, dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt. So
haben Matrixkoeffizienten zu nichtisomorphen irreduziblen Darstellungen im
Gruppenring das Produkt Null.

Korollar 1.11.10 (Orthonormalitit von Matrixkoeffizienten). Bilden
gewisse py : G — U(dy) ein Reprdsentantensystem fiir die einfachen unitiren
Darstellungen einer endlichen Gruppe G, so bilden die renormalisierten Ma-
trizkoeffizienten \/dy (py)i; eine Orthonormalbasis des Gruppenrings CG fiir

das Skalarprodukt (f, h) = |G|™' 3 ¢ Ffl9)h(g).

Beweis. Haben wir auf einer endlichdimensionalen Darstellung V' ein G-
invariantes Skalarprodukt ( , ) gewihlt, das schieflinear ist in der ersten
Variablen und linear in der zweiten, so erhalten wir einen Isomorphismus
von Darstellungen V' = V*, v +— (v, ). Fiir beliebige v,w € V und g € G
gilt dann natiirlich (v, g 'w) = (gv,w) = (w, gv). Mit dieser Erkenntnis
konnen wir die Formel vom Ende des Beweises von 1.11.8 umdeuten zu

157 20 99) = G (0 ) )

geG

fiir alle v,w, p,v € L. Mit demselben Argument ergibt sich, dafl fiir nicht
isomorphe einfache unitédre Darstellungen L, M und ¢,v € L und w,v € M

gilt > o, gv)(w, g¥) = 0. O

1.12 Charaktere

Bemerkung 1.12.1. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abge-
schlossener Korper, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt. Sei
L eine einfache Darstellung von . Nach 1.11.1 gibt es genau ein Element
er, € kG derart, dafl ey, durch die Identitdt auf L operiert und durch Null
auf jeder einfachen Darstellung M von G, die nicht isomorph ist zu L, in
Formeln

id: M — M falls M = L;

(eL-:M—>M):{ 0: M — M falls M einfach, M 2 L.
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Dies Element e;, nennen wir den Projektor zu L. Um den Projektor explizit
anzugeben, erinnern wir uns an unsere inverse Fouriertransformation 1.11.8.
Ist vq,...,v, eine Basis von L und ¢, ..., ¢, die duale Basis von L*, so
haben wir offensichtlich ¢ ® v + ... + ¢, ® v, — id unter der kanonischen
Identifikation L* ®; L — Endj L*. Unter der Matrixkoeffizientenabbildung
dahingegen geht dieser Tensor auf die Funktion x = x1 = cpy 0, + ... +
Cynon, die offensichtlich auch einfacher beschrieben werden kann durch die
Formel x(g) = tr{g : L O}. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung
V einer Gruppe G iiber einem Korper k definiert man ganz allgemein ihren
Charakter xy : G — k durch die Vorschrift

xv(g) =tr{g: V O}

Offensichtlich sind Charaktere stets Klassenfunktionen. Unsere Argumen-
te zeigen fiir jede endliche Gruppe G und jeden algebraisch abgeschlos-
senen Korper k, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt, die
Charakter-Projektor-Formel

dim L
Crex — ————
L |G| XL

Die Dimension einer Darstellung ist offensichtlich gerade der Wert ihres Cha-
rakters beim neutralen Element, und wir erkennen so, dafl die wesentlichen
Informationen iiber die Struktur eines Gruppenrings bereits aus der Kenntnis
der Charaktere der einfachen Darstellungen, d.h. der einfachen Charak-
tere hervorgehen.

Ubung 1.12.2. Gegeben eine Darstellung V nennen wir V* = Hom(V, k) auch
die kontragradiente Darstellung. Man zeige, daf§ der Charakter der kon-
tragradienten Darstellung gegeben wird durch die Formel xy+(g) = xv(g71).
Weiter zeige man xyew = Xv + Xw-

Satz 1.12.3 (Dimension einfacher Darstellungen). Gegeben ein alge-
braisch abgeschlossener Korper der Charakteristik Null und eine endliche
Gruppe ist die Dimension jeder einfachen Darstellung unserer Gruppe tber
dem gegebenen Korper ein Teiler der Gruppenordnung.

Beweis. Sei GG unsere endliche Gruppe, L unsere einfache Darstellung und
M = L* ihre kontragrediente Darstellung. Wir gehen aus von der Gleichung
ey * ey = epr. Mit der Charakter-Projektor-Formel 77 folgt

G|
dim L

XL * XL = XL
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Per definitionem ist x1(g) die Summe der Eigenwerte von g : L — L, und da
gilt ¢g" = 1 fiir n = |G| sind diese Eigenwerte n-te Einheitswurzeln. Ist also
¢ € k eine primitive n-te Einheitswurzel, so nehmen alle Charaktere Werte in
Z[¢] an. Bezeichnet I C Z[(] das von den Werten des Charakters x, erzeugte
Ideal, so folgern wir im Korper &k die Inklusionsrelation

G|
1D ———1
dim L
Da die Potenzen 1,¢, (%, ...¢" ! bereits Z[(] als abelsche Gruppe erzeugen,
ist mit 7?7 auch [ eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe und
mit ?? ist dann [ frei iiber Z, in Formeln [ = Z" fiir geeignetes r € N.
Zusammen mit der Erkenntnis I # 0 impliziert unsere Inklusion oben nun

(|G|/dim L) € Z wie gewiinscht. O

Bemerkung 1.12.4. Wir definieren nun fiir jede endliche Gruppe G und jeden
Korper k, dessen Charakteristik teilerfremd ist zur Gruppenordnung, auf dem
Gruppenring kG eine symmetrische Bilinearform (, ) durch die Vorschrift

(p,0) = |G|Z<p

geG

Satz 1.12.5. Seinen gegeben eine endliche Gruppe und ein Koérper, dessen
Charakteristik teilerfremd ist zur Gruppenordnung. So bilden die einfachen
Charaktere fiir vorstehende Bilinearform eine Orthonormalbasis des Raums
der Klassenfunktionen.

Beweis. Wir beachten (¢, 1) = |G| (¢ *1)(e). Jetzt schreiben wir die Glei-
chung ej; * e, = 0 fiir die Projektoren zu nichtisomorphen einfachen Dar-
stellungen um auf einfache Charaktere und erhalten schon mal (y,v) = 0
fiir verschiedene einfache Charaktere. Sonst kommen wir wieder zuriick auf
unsere Gleichung
|G|

dim L

fiir x = x1, und werten wir diese Gleichung aus am neutralen Element und
beachten x(e) = tr(e : L — L) = dim L, so ergibt sich auch (y,x) = 1 wie
gewiinscht. O]

X*X =

Korollar 1.12.6 (Orthogonalititsrelationen fiir Charaktere). Sei G
eine endliche Gruppe. Wir betrachten auf dem komplezen Gruppenring CG
das Skalarprodukt { , ) gegeben durch

(p,0) = |G|Z<p 9)¥(g
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Fiir dieses Skalarprodukt bilden die einfachen Charaktere eine Orthonormal-
basis des Raums der Klassenfunktionen.

Beweis. Mit 1.12.5 reicht es, fiir jeden Charakter x = xy iiber C die Formel
x(g7") = x(g) zu zeigen. Nun sind aber alle Eigenwerte von (g-) : V — V.
Einheitswurzeln und die Eigenwerte von (¢g!) : V' — V sind ihre Inversen
alias ihre komplex Konjugierten. Alternativ folgt die Aussage auch sofort aus

den Orthonormalitatsrelationen fir Matrixkoeffizienten 1.11.10. O

Bemerkung 1.12.7. Die wesentliche Information iiber die komplexen Darstel-
lungen einer endlichen Gruppe wird meist in Form einer Charaktertafel
dargeboten: Die Spalten solch einer Tafel sind indiziert durch Représentan-
ten der Konjugationsklassen, die Zeilen durch irreduzible Darstellungen, und
in der Tafel stehen die Werte des Charakters der entsprechenden irreduziblen
Darstellung auf Elementen der entsprechenden Konjugationsklasse. Uber den
Konjugationsklassen wird meist in einer eigenen Zeile ihre Kardinalitdt an-
gegeben, damit auch das Skalarprodukt auf dem Raum Klassenfunktionen
aus der Tafel hervorgeht.

1.13 Darstellungen der symmetrischen Gruppen

Bemerkung 1.13.1. Wir stellen zunéchst die beiden Hauptsétze vor, die wir
beweisen wollen. Unter einem Youngdiagramm verstehen wir wie in 77
eine endliche Teilmenge 7' C N x N mit der Eigenschaft

((i,j) eTund @' <iund j' <j) = (i',j)eT

Die Elemente von T nennen wir die “Késtchen” unseres Youngdiagramms
und stellen uns ein Element (i, j) vor als das Késtchen auf Rechenpapier, bei
dem die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind.

Satz 1.13.2 (Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppe).
Gegeben ein Youngdiagramm T betrachte man in der Gruppe Sy = Ens™* T
aller Permutationen von T' den Spaltenstabilisator S und den Zeilensta-
bilisator Z. Das vom zugehorigen Young-Symmetrisator

() (Z)

im Gruppenring CSy erzeugte Linksideal ist dann eine irreduzible Darstellung
L(T) von Sg. Indem wir irgendeine Bijektion T — {1,...,n} wdihlen, da-
durch Sy mit S, identifizieren und unsere einfache Darstellung L(T) zurick-
ziehen erhalten wir fir jedes Youngdiagramm T € Y, eine nach 1.1.18 bis auf
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Isomorphismus wohldefinierte einfache Darstellung L(T) der symmetrischen
Gruppe S,. Auf diese Weise ergibt sich eine Bijektion

~

Y, — irrCsS,
T — L(T)

zwischen der Menge Y, aller Youngdiagramme mit n Kdastchen und der Men-
ge aller Isomorphicklassen von einfachen Darstellungen der symmetrischen
Gruppe S,,.

Definition 1.13.3. Gegeben ein Youngdiagramm 7' mit n Késtchen ist ein
Tableau der Gestalt T eine Bijektion ¢ : T' = {1,...,n}. Wir veranschau-
lichen so ein Tableau, indem wir in jedes Késtchen unseres Youngdiagramms
den Wert schreiben, den ¢ dort annimmt. Ein Standardtableau ist ein
Tableau, dessen Eintriage in allen Zeilen und Spalten monoton wachsen.

Satz 1.13.4 (Dimensionen der einfachen Darstellungen). Gegeben ein
Youngdiagramm T stimmt die Dimension der zugehdrigen einfachen Darstel-
lung L(T) von S, tberein mit der Zahl von Standardtableaus der Gestalt T.

Beweis von 1.15.2. Wir zeigen zunéchst, dal unsere Darstellungen L(T') ir-
reduzibel sind. Der Young-Symmetrisator ist ja bis auf einen Skalar das Pro-
dukt der beiden Idempotenten

Er=|S"'Y g und A =[Z]7"> sgn(h)h

geSs heZ

Die beiden von diesen Idempotenten erzeugten Linksideale M (7T") und N(T')
des Gruppenrings CSr wird der mit Induktion vertraute Leser leicht identi-
fizieren konnen mit den induzierten Darstellungen zur trivialen Darstellung
des Spaltenstabilisators bzw. der Signumsdarstellung des Zeilenstabilisators.
Der zentrale Punkt des Beweises besteht nun darin, die Formel

dimg Hom®™ (M (T), N(T)) = 1

zu priifen. Sie zeigt ndmlich, dafl unsere beiden induzierten Darstellungen
genau einen einfachen Kompositionsfaktor gemeinsam haben, und der ist
dann natiirlich das Bild eines und jedes von Null verschiedenen Homomor-
phismus und insbesondere des durch Rechtsmultiplikation mit Ar gegebenen
Homomorphismus alias das von Ep A erzeugte Linksideal L(T'). Ist nun ganz
allgemein R ein Ring und e € R idempotent und M ein R-Modul, so indu-
ziert das Auswerten bei e eine Bijektion Homg(Re, M) = eM, so daf sich
unser zentraler Punkt umschreiben 14t zur Behauptung

dil’n(c ET((CST)AT =1
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Nun gilt ja offensichtlich SN Z =1, also ErAr # 0, und fiir alle x € SZ gilt
ErxAr = £ EpAr. Es reicht also, wenn wir zusétzlich fiir alle x € SZ zeigen
ErxAr = 0 oder gleichbedeutend 2 'ErxAr = 0. Nun haben wir natiirlich

|S|lz™ Erx = Z g

gex—1Sz

und bezeichnet T" = T7 U T, U ... die Partition von T in die Spalten des
Youngdiagramms, so ist £ 1Sz gerade die Gruppe aller Permutationen von
T, die jedes Stiick der Partition

T=z'TVUuz 'THuU...

stabilisieren. Trifft nun jedes der Stiicke 27T} jede Zeile unseres Youngdia-
gramms in hochstens einem Element, so scheint es mir offensichtlich, daf es
ein y im Zeilenstabilisator S geben mufl mit yz~'T; = T; fiir alle ¢, woraus
sofort folgt x € SZ. Im Fall z ¢ SZ gibt es folglich ein Stiick x71T;, das
mit einer Zeile von T mindestens zwei Elemente gemeinsam hat. Die Vertau-
schung dieser beiden Elemente ist dann eine Transposition ¢t € xSz N Z,
und deren Existenz zeigt ErxAr = 0, da dann ja gilt

(I'_IETZE)AT = (JZ_IETZEt)AT = (x_lETx)tAT = —(ZE_IET.I')AT

Damit wissen wir, daf die Darstellungen L(T") einfach sind. Da es offensicht-
lich ebensoviele Young-Diagramme mit n Késtchen gibt wie Partitionen der
Zahl n wie Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe S, ist der ers-
te Satz bewiesen, sobald wir zeigen, dafl die Darstellungen L(T') paarweise
nicht isomorph sind. Um das zu zeigen, fithren wir auf der Menge ), aller
Youngdiagramme mit n Késtchen eine partielle Ordnung ein.

Definition 1.13.5. Ein Youngdiagramm heift kleinergleich einem anderen
in der Dominanz-Ordnung genau dann, wenn es fiir jedes s € N in den
ersten s Spalten insgesamt hochstens ebensoviele Késtchen besitzt wie das
andere. Wir notieren diese partielle Ordnung 7" < 7".

Bemerkung 1.13.6. Stellt man sich ein Youngdiagramm als eine Geréllhalde
von Késtchen vor, so sind diejenigen Partitionen kleiner, die entstehen, wenn
in unserer Gerollhalde ein oder mehrere Késtchen weiter nach unten purzeln.

Fortfiihrung des Beweises. Wihlen wir nun irgendeine Bijektion T {1,...,n},
identifizieren mit ihrer Hilfe Sy mit S,, und ziehen die Darstellungen M (T')
und N (T') zuriick, so erhalten wir nach 1.1.18 bis auf Isomorphismus wohlde-
finierte Darstellungen von S,,. Fiir je zwei Diagramme T',7" € ), behaupten
wir nun

HomZ" (M(T),N(T")) #0 = T <T
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Sobald das gezeigt ist, sind wir fertig, denn dann folgt aus L(T") = L(T")
sofort T' < T" < T und damit 7" = T". Bezeichne nun Er und Ay die ent-
sprechend zuriickgezogenen Elemente des Gruppenrings CS,,. Mit denselben
Argumenten wie zuvor gilt es zu zeigen

TﬁT/ = ErzAp =0VzxesS,

Wieder schreiben wir das um zu 2 ' ErzAp = 0, und da wir das eh fiir das
Zuriickholen mit beliebigen Bijektionen 7' = {1,...,n} & T zeigen werden,
reicht es den Fall x = 1 zu betrachten und zu zeigen

TLT = EpAp =0

Wie zuvor folgt das, wenn wir zeigen kénnen, daf§ der zuriickgeholte Spal-
tenstabilisator von T mit dem zuriickgeholten Zeilenstabilisator von 7" stets
mindestens eine Transposition gemeinsam hat. Wie zuvor reicht es dafiir wei-
ter zu zeigen, dafl sich unter unserer Voraussetzung T° £ T" stets mindestens
eine zuriickgeholte Spalte und eine zuriickgeholte Zeile in mehr als nur einem
Element treffen. Das folgt jedoch sofort aus dem anschliefenden Lemma. [

Definition 1.13.7. Zwei Partitionen einer Menge heiflen unabhingig ge-
nau dann, wenn die Schnitte zwischen einem Stiick der einen und einem Stiick
der anderen Partition alle hochstens ein Element enthalten.

Definition 1.13.8. Gegeben eine Partition einer endlichen Menge mit n Ele-
menten bilden wir zwei Youngdiagramme mit n Késtchen: Im Spaltendia-
gramm entsprechen unter einer geeigneten Identifikation der Késtchen mit
unserer Menge die Spalten den Stiicken der Partition, im Zeilendiagramm
die Zeilen.

Lemma 1.13.9. Sind zwei Partitionen einer endlichen Menge unabhdingig,
so ist in der Dominanzordnung das Spaltendiagramm der ersten kleinergleich
dem Zeilendiagramm der zweiten.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafl
unsere Menge aus den Késtchen eines Youngdiagramms besteht und dafl die
zweite Partition bereits durch die Zeilen dieses Diagramms gegeben wird. In
dieser Situation scheint mir das Lemma im Lichte der Definition 1.13.5 der
Dominanzordnung offensichtlich. m

Beweis von 1.13.4. Gegeben ein Youngdiagramm T" operiert die Gruppe St
aller Permutationen der Késtchen frei und transitiv von rechts auf der Menge
aller Tableaus der Gestalt T" vermittels der Vorschrift ¢7 = ¢ o ¢ fiir

o:T = {1,2,...,n}
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ein Tableau und o : T = T eine Permutation. Wenden wir nun auf ein
Standardtableau der Gestalt 1" alle Elemente von SZ an, d.h. eine beliebige
Vertauschung der Eintrédge jeder Spalte gefolgt von einer beliebigen Vertau-
schung der Eintrige jeder Zeile, so erhalten wir zwar eventuell weitere Stan-
dardtableaus, aber fiir diese ist offensichtlich die Folge der Zeilensummen
lexikographisch grofler als bei unserem Ausgangstableau. Identifizieren wir
also, indem wir irgendein Tableau auszeichnen, die Menge aller Tableaus mit
St, so sind die x ErAr mit x ein Standardtableau C-linear unabhéngig im
Gruppenring CSr. Es folgt, dafl die Zahl der Standardtableaus eine untere
Schranke ist fiir die Dimension der einfachen Darstellung L(T"). Daf} die Zahl
der Standardtableaus sogar mit dieser Dimension iibereinstimmt, folgt dann
aus der durch 1.14.1 bewiesenen Formel mit der aus 1.11.3 spezialisierten
allgemeinen Erkenntnis

S (dime L(T))* = |5, a

TEYn

Bemerkung 1.13.10. Uber die Darstellungen der symmetrischen Gruppen ist
noch sehr viel mehr bekannt, siehe zum Beispiel [?, 7, 7, ?]. Was die Dar-
stellungen iiber Korpern positiver Charakteristik angeht, ist aber auch noch
vieles offen, und selbst die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen sind
noch nicht bekannt.

Bemerkung 1.13.11. Jedes Youngdiagramm 7" mit n Késtchen liefert zwei
Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenldngen z(7") und die Par-
tition durch die Spaltenliangen s(T"). Bezeichnet ), die Menge aller Young-
diagramme mit n Késtchen und P, die Menge aller Partitionen der Zahl n,
so erhalten wir auf diese Weise zwei Bijektionen

z S

Pn Vo — Pa

die zusammen eine selbstinverse Bijektion P, = P, liefern. Diese Bijektion
notieren wir A — X und nennen ) die duale Partition zu \.

1.14 Der Robinson-Schensted-Algorithmus

Bemerkung 1.14.1. Wir erhalten eine Bijektion zwischen der Menge aller
Permutationen ¢ von {1,...,n} und der Menge aller Paare von Standard-
tableaus selber Gestalt wie folgt: Zunéchst stellen wir unsere Zahlen in der
durch o gegebenen Reihenfolge auf als (1), 0(2),...,0(n). Dann lassen wir
sie ein “Young-Haus” bauen und bewohnen nach den folgenden Regeln: Im
i-ten Schritt geht die Zahl o (i) von links nach rechts durch die erste Etage
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des Young-Hauses, wie es bis da bereits konstruiert ist. Ist sie grofler als alle
Bewohnerinnen der ersten Etage, baut sie an ihrem Ende ein Késtchen an
und zieht dort ein. Sonst verdréngt sie die erste Bewohnerin der ersten Etage,
die groBer ist als sie selber, und diese versucht es in der zweiten Etage. Ist sie
grofer als alle Bewohnerinnen der zweiten Etage, so baut sie sich am Ende
der zweiten Etage ein Késtchen an und zieht dort ein. Sonst verdréangt sie in
der zweiten Etage die erste Bewohnerin, die grofler ist als sie selber, und die
versucht es in der dritten Etage etc. Der i-te Schritt ist fertig, wenn die Zahlen
o(1),0(2),...,0(i) alle wieder in einem Késtchen wohnen. So entsteht, wie
man sich unschwer iiberlegt, ein Standardtableau L(o). Die Reihenfolge, in
der die Késtchen angebaut werden, erinnern wir in einem zweiten Standard-
tableau R(o) derselben Gestalt, bei dem in demjenigen Késtchen die Zahl 4
steht, das im i-ten Schritt angebaut wurde. Dafl wir auf diese Weise in der
Tat eine Bijektion zwischen der Menge aller Permutationen und der Menge
aller Paare von Standardtableaus gleicher Gestalt erhalten, kann der Leser
hoffentlich ohne allzu grofie Schwierigkeiten selbst einsehen. In jedem Fall
denke ich, da} es noch schwieriger wire, einen in Worten aufgeschriebenen
Beweis nachzuvollziehen.

Beispiel 1.14.2. Es sei 0(1),0(2),...,0(5) die Folge 3, 1,5, 4,2. Wir erhalten

(3] 2 3[5] [2]4
115] [1]3] 114] [1]3

und das Paar von Standardtableaus ganz am Ende der Zeile ist dann das-
jenige, das der Robinson-Schensted-Algorithmus unserer Permutation o zu-
ordnet.

3] [5]
415] [2]4
112] [1]3

1.15 Duale Paare

Definition 1.15.1. Seien G, H Gruppen, M ein G x H-Modul iiber einem
Korper k und ¢ : G — GL(M), v : H — GL(M) die zugehorigen Homomor-
phismen. Mann nennt (G, H) ein duales Paar vermittels M genau dann,
wenn End{ M als k-Algebra erzeugt wird von ¢(H) und ebenso Endf M von
o(G).

Proposition 1.15.2. Sind zwei endliche Gruppen G, H ein duales Paar ver-
mittels einer endlichdimensionalen komplexen Darstellung M, so gibt es ein-

fache und paarweise nicht isomorphe Darstellungen Ey, ..., E, von G und
Fi, ... F. von H derart, dafs M unter G x H zerfdllt als

M%EEEV@)FV
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Bemerkung 1.15.3. Insbesondere liefert ein duales Paar M eine natiirliche
Bijektion zwischen den einfachen Kompositionsfaktoren von M als G-Modul
und den einfachen Kompositionsfaktoren von M als H-Modul.

Beweis. Sicher kénnen wir so eine Zerlegung finden mit den FE),. irreduzibel
und paarweise nicht isomorph. Aber dann liefert die offensichtliche Abbil-
dung einen Isomorphismus []/_, Endc F, = Endg M und folglich sind die
F,, einfache Moduln fiir EndS M und damit nach Annahme fiir H. O

1.16 Erkliarung zur diskreten Fouriertransformation

Bemerkung 1.16.1. Woanders! Die Terminologie erklirt sich wie folgt: Die
stetigen Gruppenhomomorphismen von der Kreislinie S = {z € C | |z| = 1}
in die multiplikative Gruppe C* der komplexen Zahlen sind genau die Ab-
bildungen z +— z" fiir n € Z. Die zugehorigen eindimensionalen Darstel-
lungen { L, },ez bilden ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen
von irreduziblen stetigen Darstellungen von S! in endlichdimensionalen C-
Vektorriumen. Die stetigen komplexwertigen Funktionen C(S') auf S kann
man verstehen als ein Analogon des Gruppenrings kG, und sie operieren auf
jeder stetigen endlichdimensionalen Darstellung V' durch die Regel

fru= . F@)(pv(2)(v) VfecC(S)veV

fiir das offensichtliche Mafl auf S' mit Gesamtmasse 1. Auf L,, operiert also
f € C(S") durch Multiplikation mit dem Fourierkoeffizienten [, f(z)z", und
die durch die Operation gegebene Abbildung

c(s") — [ Endc L, = [ C

nez ne’

ordnet demnach einer Funktion f € C(S') die Familie ihrer Fourierkoeffizi-
enten zu. Das ist die Analogie, die hinter unserer Terminologie steckt. Im
Rahmen der nichtkommutativen Analysis kann man sogar in ganz praziser
Weise unsere “nichtkommutative” Fouriertransformation, die Entwicklung
einer Funktion auf S' in ihre Fourierreihe und die iibliche Fouriertransfor-
mation von Funktionen auf dem R™ als Spezialfille einer sehr allgemeinen
“abstrakten Fouriertransformation” begreifen. In der Technik spielt insbe-
sondere die Fouriertransformation fiir endliche zyklische Gruppen eine Rolle
und heifit die diskrete Fouriertransformation | ].
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2 Eingebettete Liegruppen

Dieser Abschnitt kann bereits im Anschlufl an 7?7 mit Vorgriff auf 7?7 gelesen
werden. Wir arbeiten nur mit eingebetteten Mannigfaltigkeiten und ihren
Tangentialrdumen.

2.1 (C*-Abbildungen

Bemerkung 2.1.1. Eine Abbildung f : U — R™ definiert auf einer offe-
nen Teilmenge U @ R" heifit beliebig oft differenzierbar oder auch eine
C>°-Abbildung genau dann, wenn zu allen Komponenten f, von f alle ge-
mischten hoheren partiellen Ableitungen, d.h. in der Multiindexschreibweise
aus 77 die 0° f,, fiir beliebige a € N" auf ganz U existieren. Wir wollen nun
diese Bedingung auf Abbildungen mit halboffenem Definitionsbereich aus-
dehnen und sie auflerdem koordinatenfrei formulieren, d.h. fiir Abbildungen
zwischen geeigneten Teilmengen endlichdimensionaler reeller Vektorrdume.
Gegeben Vektorrdume V., W und p > 0 bilden wir dazu den Vektorraum
Mult?(V, W) aller multilinearen Abbildungen von dem Produkt von p Ko-
pien von V nach W. Im Fall p = 0 verstehen wir Mult®(V, W) = W. Man
bemerke die Isomorphismen Hom(V, Mult?(V, W)) = Mult*™(V, W) gege-

ben durch f i+ [f] mit [f](vo, v1,...,v,) = (f(vo))(v1,...,0p).

Bemerkung 2.1.2. Sind V, W endlichdimensionale reelle Vektorrdume und ist
A C V eine halboffene Teilmenge und g : A — Mult?(V, W) eine differen-
zierbare Abbildung, so fassen wir dg mit der Identifikation aus der vorherge-

henden Bemerkung auf als die Abbildung dg : A — Mult?*'(V, W) gegeben
durch z — [d,g].

Definition 2.1.3. Gegeben V., W endlichdimensionale reelle Vektorrdume
und A C V eine halboffene Teilmenge und f : A — W eine Abbildung setzen
wir d© f = f und definieren induktiv die p-te Ableitung

d® £ A — Mult?(V, W)

als d® f = d(d®= f), falls die (p — 1)-te Ableitung existiert und differenzier-
bar ist auf A. Existieren alle hoheren Ableitungen von f bis zur Ordung p und
sind stetig, so nennen wir f von der Klasse C? oder auch eine CP-Abbild-
ung. Zum Beispiel bedeutet C! nichts anderes als stetig differenzierbar. Ist f
von der Klasse C? fiir alle p, so nennen wir f beliebig oft differenzierbar
oder von der Klasse C* oder eine C*°-Abbildung oder diffferenzier-
bar unter Beugung der Rechtschreibung, um sie von den differenzierbaren
Abbildungen aus 7?7 abzusetzen.
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Bemerkung 2.1.4. Jede Verkniipfung von diffferenzierbaren Abbildungen ist
diffferenzierbar. Eine Abbildung in ein Produkt von endlichdimensionalen re-
ellen Vektorrdumen ist diffferenzierbar genau dann, wenn ihre Komponenten
diffferenzierbar sind.

Bemerkung 2.1.5. Die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 148t sich
koordinatenfrei dahingehend formulieren, dal unsere hoheren Ableitungen
d® f in den symmetrischen multilinearen Abbildungen landen, d.h. in den-
jenigen multilinearen Abbildungen, die ihren Wert nicht &ndern, wenn man
ihre Argumente untereinander vertauscht. Wir gehen darauf nicht néher ein,
empfehlen aber dem Leser, zur Ubung zu priifen, daf sich die hoheren Terme
der Taylorentwicklung ?? koordinatenfrei in der Form (p!)~'(d® f)(h, ..., h)
darstellen lassen.

Definition 2.1.6. Seien V, W endlichdimensionale Vektorraume und A @ V,
B @ W halboffene Teilmengen. Eine Abbildung f : A — B heifit ein C?-
Diffeomorphismus genau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch
seine Umkehrung f~! : B — A beide CP-Abbildungen sind. Sprechen wir
von einem Difffeomorphismus oder ohne nédhere Spezifizierung von einem
Diffeomorphismus, so meinen wir einen C'*°-Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.1.7. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume.
Ist U @ Voffen und f : U — W diffferenzierbar und ist an einer Stelle p € U
das Differential ein Isomorphismus, so induziert f einen Difffeomorphismus
von einer offenen Umgebung von p mit einer offenen Umgebung von f(p).
Das folgt sofort aus 77.

Definition 2.1.8. Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums heifit eine eingebettete C>*°-Mannigfaltigkeit genau dann, wenn
es um jeden Punkt unserer Teilmenge eine Pldttung im Sinne von 77 gibt,
die sogar ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 2.1.9. Die Beschreibungen 7?7 und ?? von eingebetteten Mannig-
faltigkeiten als Urbilder bzw. als Bilder gelten analog, wenn man nur an den
entsprechenden Stellen die Bedingung “stetig differenzierbar” zu “diffferen-
zierbar” verstdrkt. Reden wir im folgenden ohne néhere Spezifizierung von
Mannigfaltigkeiten, so meinen wir stets C*°-Mannigfaltigkeiten, und unter
Karten bzw. Koordinatensystemen wollen wir auch stets C*°-Karten bzw.
Umkehrabbildungen von C*°-Karten verstehen. Damit sind dann natiirlich
auch alle Kartenwechsel diffferenzierbar.

Definition 2.1.10. Eine Abbildung von einer (eingebetteten) Mannigfaltig-
keit in einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum heift diffferenzier-
bar genau dann, wenn ihre Verkniipfung mit jeder Karte diffferenzierbar
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ist. Eine Abbildung zwischen (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten heifit diff-
ferenzierbar genau dann, wenn ihre Verkniipfung mit der Einbettung der
zweiten unserer Mannigfaltigkeiten diffferenzierbar ist. Ein Difffeomorphis-
mus zwischen (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten ist eine diffferenzierbare
bijektive Abbildung, deren Umkehrung auch diffferenzierbar ist.

Ubung 2.1.11. Eine Karte einer C*°-Mannigfaltigkeit ist nichts anderes als
ein Difffeomorphismus zwischen einer offenen Teilmenge cines R¥ bzw. eines
R<o x R*"! mit einer offenen Teilmenge unserer Mannigfaltigkeit.

Proposition 2.1.12. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung von
(eingebetteten) differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Gegeben ein Punkt x €
M gibt es genau eine lineare Abbildung, das Differential

dof - ToM — Tp)N

derart, daf8 fir jede Karte (W, @) von M mit o(p) = x fir einp € W gilt
duf odyp = dp(f o ), wo wir beide Seiten auffassen als lineare Abbildun-
gen vom Umgebungsraum unserer Karte W in den Umgebungsraum unserer
eingebetteten Mannigfaltigkeit N.

Beweis. Per definitionem induziert fiir jede Karte das Differential d,¢ einen
Isomorphismus des Umgebungsraums unserer Karte mit dem Tangentialraum
T, M. Fiir jede Karte finden wir also genau eine Abbildung d, f mit der in
der Proposition geforderten Vertréglichkeitsbedingung fiir diese eine Karte.
Die Kettenregel zeigt dann, dafl alle die so definierten Abbildungen {iberein-
stimmen. [

Ubung 2.1.13. Gegeben differenzierbare Abbildungen f : M — N und g :
N — L von (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten erfiillen die Differentiale fiir
jeden Punkt x € M die Kettenregel

dy@wygod.f =du(go f)

Ubung 2.1.14. Ist M C V eine C*-Mannigfaltigkeit, so ist auch das Tan-
gentialblindel TM C V x V aus 77 eine C°°-Mannigfaltigkeit. Weiter ist
fiir jede diffferenzierbare Abbildung f : M — N auch das Differential eine
diffferenzierbare Abbildung df : TM — T'N.

2.2 Eingebettete Liegruppen

Satz 2.2.1 (Untergruppen als Mannigfaltigkeiten). Ist V' ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum, so ist jede abgeschlossene Untergruppe sei-
ner Automorphismengruppe G @ AutV eine eingebettete C'°-Untermannig-
faltigkeit ohne Rand im endlichdimensionalen reellen Vektorraum End V.
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Bemerkung 2.2.2. Man beachte, dafl wir von unserer Gruppe G nicht fordern,
daf sie abgeschlossen sein soll im endlichdimensionalen Vektorraum End V,
vergleiche 7?. Ausgeschrieben fordern wir vielmehr nur fiir jede Folge in G,
die beziiglich irgendeiner Norm auf EndV gegen einen Punkt von AutV
konvergiert, dafl dieser Punkt bereits in G liegen soll.

Beispiele 2.2.3. Typische Beispiele sind GL(n,R) = AutR", GL(n,C) C
AutC" und GL(n,H) C AutH". Die Gruppen SL(n,R) C AutR" und
SL(n,C) C Aut C™ aller reellen bzw. komplexen Matrizen mit Determinante
Eins. Die Gruppen O(n) C AutR” und U(n) C AutC" aller orthogonalen
bzw. unitédren Matrizen und darin die Untergruppen SO(n) und SU(n) aller
Matrizen mit Determinante Eins. Die Gruppen aller invertierbaren oberen
Dreiecksmatrizen, aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diago-
nalen, oder aller reellen oder komplexen Diagonalmatrizen, jeweils zu einer
fest vorgegebenen Zahl von Zeilen und Spalten.

Beispiel 2.2.4. Die Kugelschalen S" = {x € R""! | ||lz|| = 1} tragen die
Struktur einer C*°-Mannigfaltigkeit. Auf S° = {+1,-1}, S' = {z € C |
|z]l = 1} und S? induziert die Multiplikation in R, den komplexen Zahlen
C = R? bzw. den Quaternionen R* = T sogar die Struktur einer Liegruppe.
Wie in ?? erldutert wird, stimmt die Gruppe der Quaternionen der Lénge
Eins in unserem Modell der Quaternionen {iberein mit der Gruppe SU(2).
Wir erhalten einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

SU(2) = S* — SO(3)

mit Kern {+1, —1}, indem wir S* durch Konjugation auf dem Raum der rein
imagindren Quaternionen Q = Ri ® Rj ® Rk = {¢ € H | § = —¢} mit dem
Standard-Skalarprodukt operieren lassen. Insbesondere erhalten wir so einen
Diffeomorphismus SO(3) = P3R. Man nennt S? auch die Spin-Gruppe.

Bemerkung 2.2.5. Unter einer Liegruppe versteht man ganz allgemein eine
C*-Mannigfaltigkeit G mit einer Gruppenstruktur derart, dal die Multipli-
kation G x G — G, (z,y) — zy und die Inversenbildung G — G, x + z7!
beide diffferenzierbar sind. Hierbei versteht man unter Mannigfaltigkeiten
meist nicht nur eingebettete Mannigfaltigkeiten sondern allgemeiner abstrak-
te Mannigfaltigkeiten, die wir noch gar nicht eingefiihrt haben. Wir werden
spater sehen, wie sich unsere Argumente in diesem Rahmen verallgemeinern
lassen. Die Terminologie erinnert an den Begriinder der Theorie, den Mathe-
matiker Sophus Lie (1842-1899). Eine abgeschlossene Untergruppe der Auto-
morphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums nennen
wir auch eine eingebettete Liegruppe.
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Bemerkung 2.2.6. Wir zeigen den Satz zusammen mit einer genaueren Aus-
sage, die wir im folgenden formulieren. Dazu erinnern wir fiir jeden endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V' an die Exponentialabbildung

exp: EndV — AutV
X = D XYY

aus ?7. Sie ist eine C*>°-Abbildung und ihr Differential im Ursprung ist die
Identitat.

Satz 2.2.7 (Tangentialraum und Exponentialabbildung). Sei V' ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Fiir jede abgeschlossene Untergrup-
pe G @ AutV kann der Tangentialraum im neutralen Element beschrieben
werden als

T.G ={X € EndV | exp(RX) C G}

und die Exponentialabbildung exp : T,G — G liefert einen Difffeomorphis-
mus zwischen einer offenen Umgebung der Null in T.G und einer offenen
Umgebung des neutralen Elements in G.

Beweis von 2.2.1 und 2.2.7. Wir zeigen zunéchst einmal, dal die Menge
g={X €EndV |exp(RX) C G}

ein Untervektorraum des Endomorphismenraums ist. Nach dem Umkehrsatz
definiert ja die Exponentialabbildung End V' — Aut V' einen Diffeomorphis-
mus zwischen einer offenen Umgebung A der Null und einer offenen Umge-
bung B der Identitét. Jetzt brauchen wir

Lemma 2.2.8. Fir alle X,Y € EndV gilt

x4 9) =i (an () o (1))

Beweis. Fiir kleine ¢t € R gilt sicher
exp(tX)exp(tY) = exp(Z(t))

fiir eine wohldefinierte C**-Kurve Z : (—¢,¢) — End V. Ein Vergleich der
Differentiale zeigt Z(0) = X 4+ Y und folglich Z(t) = t(X +Y) + tn(t) fir n
stetig bei Null mit Funktionswert Null. So ergibt sich
(exp(5) exp(3))" = exp(Z(3))"
= exp(nZ(;))
= exp(X +Y +n(2))

und das strebt fiir n — oo offensichtlich gegen exp(X + Y). O
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Damit mufl die Menge g aller X € End V' mit exp(RX) C G in der Tat ein
Untervektorraum sein. Wir wahlen zu diesem Untervektorraum ein Komple-
ment t und betrachten die Abbildung

Y: EndV — AwtV
X+Y +— (expX)(expY)

fiir alle X € g, Y € t. Offensichtlich ist ) ~!(G) stabil unter der Addition von
Vektoren aus g. Weiter hat ¢ bijektives Differential bei Null und induziert
folglich einen Diffeomorphismus 1 : A = B zwischen geeigneten offenen
Umgebungen A der Null und B der Identitdt. Wenn wir zeigen kénnen, dafl
1 fiir hinreichend kleine A und B sogar eine Bijektion

v:ANg = BNG

induziert, so liefert v eine Plattung von G um das neutrale Element und
(g-) o ¢ eine Plattung um ein beliebiges Element ¢ € G und 2.2.1 ist be-
wiesen und 2.2.7 folgt aus dem Beweis gleich auch noch. Es reicht also zu
zeigen, daff die Null ein isolierter Punkt von ¢~!(G) Nt ist. Nun ist aber
¥ ~1(G) N t stabil unter der Multiplikation mit ganzen Zahlen. Wire auBer-
dem die Null ein Hiufungspunkt von ¢~}(G) Nt, so finden wir nach dem
anschliefenden technischen Lemma 2.2.9 ein von Null verschiedenes X € t
mit RX C ¢ 71(G) Nt im Widerspruch zu unserer Annahme tNg=0. [

Lemma 2.2.9. Jede abgeschlossene Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums, die stabil ist unter der Multiplikation mit ganzen Zahlen
und fiir die der Ursprung ein Hdaufungspunkt ist, enthdlt eine Gerade durch
den Ursprung.

Beweis. Sei M unser endlichdimensionaler R-Vektorraum und A C M unsere
abgeschlossene Teilmenge. Sei | | eine Norm auf M. Nach unseren Annahmen
finden wir eine Nullfolge a,, in A\0. Bezeichnet «,, die kleinste ganze Zahl iiber
1/]ay|, so haben wir offensichtlich lim,, ., |3,a,| = 1 und nach Heine-Borel
besitzt die Folge [3,a, eine konvergente Teilfolge. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf} sie bereits selbst schon konvergiert,
sagen wir gegen ein x € A, in Formeln lim, ., #,a, = x. Sicher gilt dann
|z| = 1. Ist weiter ¢t € R beliebig, so gibt es wegen lim,, ., 3, = oo eine Folge
von ganzen Zahlen ~y, mit lim, . 7v,/8, = t und folglich

Da A abgeschlossen ist, folgt Rz C A. O
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Beispiel 2.2.10. Der Tangentialraum an GL(n; C) beim neutralen Element ist
M (nxn;C). Der Tangentialraum an SL(n; R) beim neutralen Element ist die
Menge sl(n; R) aller (n x n)-Matrizen mit Spur Null. In der Tat beachte man,
daB fiir komplexe obere Dreiecksmatrizen und damit fiir beliebige komplexe
Matrizen gilt

det(exp A) = exp(tr A)

Also landet sl(n;R) unter exp in SL(n;R). Daraus folgt bereits sl(n;R) C
T. SL(n;R). Andererseits umfafit SL(n;RR) keine Umgebung der Einheitsma-
trix in GL(n; R) und daraus folgt T, SL(n;R) # M (n x n;R). Beides zusam-

men zeigt dann die Gleichheit. Ein besseres Argument liefert spéter 2.4.4.

Bemerkung 2.2.11. Die Exponentialabbildung liefert keine Surjektion im Fall
SL(2;R) und SL(2;C). In der Tat sind alle nicht nilpotenten Matrizen der
zugehorigen Liealgebren diagonalisierbar, folglich sind alle nicht unipoten-
ten Matrizen im Bild der Exponentialabbildung diagonalisierbar, und in bei-
den Gruppen gibt es auch Elemente, die weder unipotent noch diagonalisier-
bar sind und die folglich nicht zum Bild der Exponentialabbildung gehoren
koénnen.

Proposition 2.2.12. Sind G, H @ AutV wegzusammenhdngende abgeschlos-
sene Untergruppen mit T.G =T, H, so gilt bereits G = H.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl jede wegzusammenhéangende abgeschlossene
Untergruppe G @ Aut V' von exp(7T.G) erzeugt wird. Wegen 2.2.7 ist jedoch
die von exp(7T.G) erzeugte Untergruppe U offen in GG. Dann sind auch alle ihre
Linksnebenklassen Ug fiir g € G offen in G und fiir G wegzusammenhéngend
folgt aus ?? bereits U = G. m

2.3 Liealgebren eingebetteter Liegruppen

Bemerkung 2.3.1. Im Lichte von 2.4.6 stellt sich sofort die Frage, welche
reellen Untervektorrdume in End V' denn von der Gestalt T.G sind fiir abge-
schlossene Untergruppen G @ Aut V. Eine notwendige Bedingung liefert der
folgende Satz.

Proposition 2.3.2 (Der Kommutator auf 7,G). Sei V' ein endlichdimen-
stonaler reeller Vektorraum. Fiir jede abgeschlossene Untergruppe G @ AutV
ist der Tangentialraum beim neutralen Element T,G stabil unter dem Bilden
des Kommutators, d.h. mit X undY gehort auch XY —Y X 2uT,G.

Beweis. Fiir jedes g € Aut V' betrachten wir die lineare Abbildung
int(g): EndV — EndV

T —  grg !
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Ihr Differential bei der Einheitsmatrix notieren wir Ad(g). Da int(g) linear ist,
wird Ad(g) durch dieselbe Formel gegeben wie int(g). Unter der zusétzlichen
Voraussetzung g € G stabilisiert int(g) die Menge G und induziert folglich
eine Abbildung
Ad(g): T.G — T.G
X — gXg!

Insbesondere verlauft fir Y € T.G die Kurve ¢ — exp(tY)X exp(—tY’) ganz
in T,G. Damit liegt auch ihr Geschwindigkeitsvektor bei t = 0 in 7.G, und
der ist nach der Produktregel gerade der Kommutator Y. X — XY O

Bemerkung 2.3.3. Die Notation Ad kommt her von der Bezeichnung dieser
Operation von G auf T.G als “adjungierte Darstellung”. Wir werden diese
Konstruktion in 3.2 noch ausfiihrlich besprechen. Der Kommutator wird oft
notiert

YX - XY =[X,Y]

heifit auch die Lie-Klammer. Einen Vektorraum A iiber einem Korper k mit
einer k-bilinearen Verkniipfung Ax A — A bezeichnet man ganz allgemein als
eine k-Algebra. Gegeben eine eingebettete Liegruppe G wird demnach der
Tangentialraum beim neutralen Element 7.G mit der Verkniipfung (X, Y) —
[X, Y] eine R-Algebra. Sie heifit die Liealgebra von G und wird notiert

T.G = LieG

Bemerkung 2.3.4. Unter einer Liealgebra iiber einem Korper £ versteht man
im allgemeinen eine k-Algebra g, deren Verkniipfung (x,y) — [z, y] notiert
wird und von der gefordert wird, daB sie die Formeln [z,2] =0 Vz € g und
[x, ly, ZH + [Z, [z, y]] + [y, [z, xH =0 Vaz,y,z € g erfiillt. Daf in unseren Al-
gebren Lie G diese Formeln gelten, kann man miihelos nachrechnen. Warum
aber gerade diese Formeln einen mit der Theorie der Liegruppen aufs engste
verwobenen Typ von Algebra definieren, wird erst in ?? klar werden.

Beispiel 2.3.5 ( Anschauung fiir die Liealgebra der Drehgruppe). Man
kann die Lie-Klammer auf der Liealgebra einer eigebetteten Liegruppe auch
symmetrischer verstehen mithilfe der Formel

1
[A, B] = Pr% 2 (exp(tA) exp(tB) — exp(tB) exp(tA))
die man leicht iiber die Taylorentwicklung nachrechnet. Beachtet man, daf3
t — exp(tX) ein und nach 2.4.3 sogar der einzige differenzierbare Gruppen-

homomorphismus R — G ist mit Geschwindigkeitsvektor X beim neutra-
len Element, so kann man diese Formel dahingehend interpretieren, dafi die
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Lie-Klammer mif}t, inwieweit zwei “infinitesimale Elemente” unserer Gruppe
kommutieren. Zum Beispiel ergibt sich die Liealgebra der Drehgruppe SO(3)
mit 2.2.7 und einer Dimensionsabschétzung als die Liealgebra so(3;R) aller
reellen schiefymmetrischen (3 x 3)-Matrizen—ein besseres Argument wird in
2.4.4 gegeben. Als Basis wihlen wir die drei Matrizen

0 0 O 0 01 0 10
B = (oo 1), B =10 00|, B = [-100
0 -1 0 -1 0 0 0 00
Deren Kommutatoren werden gegeben durch die Formeln [Ey, Ey] = Ej,

[Ey, Es] = Ey und [Es, Eq] = E,. Nun beschreibt

1 0 0
exp(tEy) = |0 cost sint
0 —sint cost

eine Drehung um die z-Achse mit Winkel ¢ und exp(tFs), exp(tE3) bedeuten
ghnlich Drehungen um die y-Achse bzw. die z-Achse. Um die Lie-Klammer
anschaulich zu interpetieren gilt es damit einzusehen, dal “ein kleines bif}-
chen Drehen um die z-Achse gefolgt von einem kleinen bifichen Drehen um
die y-Achse sich vom Effekt derselben Operationen in der umgekehrten Rei-
henfolge unterscheidet um ein quadratisch kleines bifichen Drehen um die
2-Achse, bis auf einen kubisch kleinen Fehler”. Diese Aussage scheint mir der
Anschauung durchaus zugénglich zu sein. Man bemerke auch, daf e; — E;
einen Vektorraumisomorphismus v : R® = s0(3; R) definiert, unter dem das
Kreuzprodukt der Lieklammer entspricht. Es ist eine gute Ubung zu zeigen,
dafl mit dieser Notation exp(¢(v)) die Matrix einer Drehung mit Drehachse
Rv und Drehwinkel ||v]| ist.

Definition 2.3.6. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Ver-
kniipfung stabiler Untervektorraum. Ein Algebrenhomomorphismus ist
eine lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verkniipfungen vetraglich ist.

Bemerkung 2.3.7. Gegeben ein Kérper k und ein k-Vektorraum V' wird End V'
eine Liealgebra mit der Verkniipfung [X,Y] = XY — Y X. Man notiert die-
se Liealgebra auf gl(V'). Keineswegs jede reelle Unter-Liealgebra g C gl(V)
fiir V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum ist der Tangentialraum im
neutralen Element einer eingebetteten Liegruppe G @ GL(V'). Das Problem
ist, dafl die vom Bild der Exponentialabbildung erzeugte Untergruppe keines-
wegs abgeschlossen zu sein braucht, wie der Fall g = Rdiag(i,«i) C End C?
fiir irrationales reelles o zeigt. Jedoch gibt es auf der fraglichen Untergrup-
pe stets genau eine Struktur von differenzierbarer Mannigfaltigkeit derart,
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daf} die Einbettung differenzierbar ist und ihr Tangential den Tangential-
raum unserer Mannigfaltigkeit mit g identifiziert. Mehr dazu lernt man in
der Differentialgeometrie.

2.4 Homomorphismen von Liegruppen

Satz 2.4.1 (Homomorphismen von Liegruppen). Jeder stetige Homo-
morphismus ¢ : G — H von Liegruppen ist diffferenzierbar, sein Differential
beim neutralen Element dy ist ein Homomorphismus von Liealgebren und es
kommutiert das Diagramm

LieG -~ Lie
expi iexp
G—>—H

Bemerkung 2.4.2. Hier zeigen wir diese Aussage nur fiir eingebettete Lie-
gruppen. Der Beweis im allgemeinen wird in 77 gegeben.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir davon ausgehen,
dafl wir abgeschlossene Untergruppen G @ GL(n;R) und H @ GL(d;R) vor
uns haben. Da ¢ stetig ist, mufl sein Graph I' C G x H abgeschlossen sein.
Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist I' sogar eine abgeschlossene Un-
tergruppe und wir erhalten eine Sequenz von abgeschlossenen Untergruppen

I'd GxH @ GL(m;R) xGL(d;R) @ GL(n+ d;R)

Nach 2.2.1 ist [' dann auch eine Untermannigfaltigkeit im Raum aller qua-
dratischen Matrizen mit (n+d) Zeilen und Spalten. Das offensichtliche kom-
mutative Diagramm

M(n xn;R)<— M(n xn;R) x M(d x d;R) —— M(d x d;R)

\Lexp \Lexp X exp i exp

GL(n; R) GL(n;R) x GL(d; R) GL(d; R)

mit Liealgebren-Homomorphismen in den oberen Horizontalen schrankt da-
mit ein zu einem kommutativen Diagramm

T.G T.I' T.H

exp \L \L exp \L exp

G r H
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mit C*°-Gruppenhomomorphismen in der unteren Horizontalen und den zu-
gehorigen Differentialen beim neutralen Element in der oberen Horizontalen.
Da I' der Graph einer stetigen Abbildung G — H ist, mufl die Projekti-
on I' — G ein Homoéomorphismus sein. Da die Vertikalen Karten um das
neutrale Element liefern, induziert die lineare Abbildung 7,I' — T,G einen
Homdoomorphismus zwischen geeigneten offenen Umgebungen der Null. Es
folgt, dafl T.I' — T.G ein Vektorraumisomorphismus ist, und durch Ver-
schieben dieser Erkenntnis mit Gruppenelementen erkennen wir, da3 I' — G
ein Diffeomorphismus sein muf}. Der Satz folgt sofort. O

Korollar 2.4.3 (Ein-Parameter-Untergruppen). Die stetigen Gruppen-
homomorphismen von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in eine einge-
bettete Liegruppe G sind genau die Abbildungen t — exp(tX) fir X € LieG.

Beweis. Wir konnen (R, +) identifizieren mit der Gruppe aller unipotenten
oberen Dreiecksmatrizen mit zwei Zeilen und Spalten. Jetzt brauchen wir nur
noch den Satz 2.4.1 anzuwenden. O]

Ubung 2.4.4. Gegeben ein ¢ : G — H stetiger Homomorphismus von Lie-
gruppen zeige man mit 2.2.7 die Formel Lie(ker ¢) = ker(dy) und allgemeiner
fiir K C H eine abgeschlossene Untergruppe

Lie(o ' (K)) = {z € LieG | (dg)(z) € Lie K}

Ubung 2.4.5. Gegeben ein G eine Liegruppe und I' C Grpto* G eine Menge
von Automorphismen von G ist die Liealgebra der Gruppe G* der Fixpunkte
von I' genau die Menge der Fixpunkte in der Liealgebra, in Formeln

Lie(G") = (Lie G)"

Bemerkung 2.4.6. Aus 2.2.7 folgt fiir beliebige abgeschlossene Untergruppen
der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums

G,H @ AutV die Formel
Lie(GN H) = (LieG) N (Lie H)
Die wichtigsten Methoden zur Berechnung von Liealgebren sind fiir uns diese

Bemerkung, die beiden vorhergehenden Ubungen sowie 2.5.7.

2.5 Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren

Bemerkung 2.5.1. In diesem Abschnitt mag der Leser unter einer Liegruppe
je nach Kenntnisstand eine eingebettete Liegruppe oder auch eine abstrak-
te Liegruppe verstehen. Des weiteren mag er je nach Kenntnisstand unter
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einer zusammenhingenden Liegruppe eine als metrischer Raum wegzusam-
menhéngende eingebettete Liegruppe oder eine als topologischer Raum zu-
sammenhédngende abstrakte Liegruppe verstehen.

Definition 2.5.2. Eine endlichdimensionale Darstellung einer Liegrup-
pe G ist ein endlichdimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum V' mit
einem stetigen Gruppenhomomorphismus p: G — GL(V).

Definition 2.5.3. Sei k ein Korper. Eine Darstellung einer Liealgebra g
iiber k ist ein Paar (V, p) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem
Homomorphismus von Liealgebren p : g — gl(V). Ist p injektiv, so nennt
man die Darstellung treu.

Beispiel 2.5.4. Ist G eine Liegruppe und p : G — GL(V) eine stetige Dar-
stellung durch Automorphismen eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums, so wird V' nach 2.4.1 eine Darstellung der Liealgebra Lie G' vermittels
des Differentials beim neutralen Element dp : Lie G — gl(V).

Bemerkung 2.5.5. Gegeben eine Darstellung einer Liealgebra schreiben wir
statt (p(x))(v) meist zv und geben in dieser Notation noch eine Variante
der obigen Definition. Gegeben Vektorrdume U, V, W koénnen wir ja ganz
allgemein die Menge aller linearen Abbildungen U — Hom(V, W) in offen-
sichtlicher Weise identifizieren mit der Menge aller bilinearen Abbildungen
U x V' — W. Insbesondere entspricht jede lineare Abbildung p : g — End(V')
eineindeutig einer bilinearen Abbildung g x V' — V. Man priift nun leicht,
daB hier p eine Darstellung der Liealgebra g ist genau dann, wenn fiir die
zugehorige Abbildung g x V- — V| (z,v) — (p(z))(v) in der abkiirzenden
Schreibweise (p(z))(v) = zv gilt

z(yv) —y(av) = [z,ylv Ve,y€gveV

Eine bilineare Abbildung g x V' — V mit dieser Eigenschaft nennen wir
auch eine Operation der Liealgebra g auf dem Vektorraum V. Wir werden
in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv) mit zyv
abkiirzen.

Bemerkung 2.5.6. Gegeben eine stetige Darstellung p : G — GL(V) einer
Liegruppe und = € LieG und v € V berechnet man zv € V zweckméafig,
indem man das Auswerten a, : GL(V) — V hinter p dahinterhingt und
eine Kurve R — G mit Geschwindigkeit x bei ¢t = 0 davor, zum Beispiel die
Kurve t — exp(tx). Da a, Restriktion einer linearen Abbildung und damit
sein eigenes Differential ist, in Formeln da, = a,, ergibt sich so fiir die Ope-
ration eines Elements x der Liealgebra auf einem Vektor v der Darstellung
die Formel

(exptx)v — v

rv = lim
t—0 t
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Korollar 2.5.7. Ist p : G — GL(V) eine stetige endlichdimensionale Dar-
stellung einer eingebetteten Liegruppe und v € V' ein Vektor, so gilt fir die
Liealgebra der Isotropiegruppe

Lie(G,) = {z € LieG | zv = 0}

Beweis. Aus xv = 0 folgt mit 2.4.1 sofort (exptz)v = v fiir alle ¢ € R und
nach 2.2.7 damit x € Lie(G,). Die andere Inklusion ist eh evident. O

Beispiel 2.5.8. Die Liealgebra von O(n) = {4 € GL(m;R) | AAT = E}
ist so(n) = {X € M(n xn;R) | X + XT = 0}. In der Tat ist O(n) die
Isotropiegruppe der Einheitsmatrix unter der Operation A- M = AM AT auf
dem Raum aller Matrizen M. Die Ableitung von GL(n,R) — M (n x n;R),
A +— AMAT beim neutralen Element ist aber X — XM + M X" und die
Liealgebra ergibt sich mit 2.5.7. Ebenso ergibt sich die Liealgebra von U(n) =
{A€GL(n;C) | AAT = E} zuu(n) ={X € M(n xn;C) | X + X = 0}.

Beispiel 2.5.9. Sei V' ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht
V' zu einer Darstellung von gl(V'), der Standarddarstellung von gl(V). Im
Fall eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sie das Differential
der offensichtlichen Darstellung der Liegruppe G = GL(V') durch Automor-
phismen von V.

Beispiel 2.5.10. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation zv = 0 Vo €
g, v € V macht jeden Vektorraum V zu einer Darstellung von g. Den
Grundkorper k versehen mit der trivialen Operation nennt man die triviale
Darstellung, den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die
Nulldarstellung unserer Liealgebra. Ist V' eine endlichdimensionaler reeller
Vektorraum und lassen wir eine Liegruppe derart darauf operieren, daf} jedes
Gruppenelement als die Identitét operiert, so erhalten wir als Differential die
Operation von Lie G durch Null auf V.

Definition 2.5.11. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen zwei Dar-
stellungen einer Liealgebra g heiffit ein Homomorphismus von Darstel-
lungen genau dann, wenn gilt p(zv) = zp(v) Yov € V, z € g. Wir notieren
die Menge aller solchen Homomorphismen Mod?(V, W) oder, wenn wir den
Grundkorper explizit machen wollen,

Mod?(V, W)

Zwei Darstellungen heiflen isomorph genau dann, wenn es zwischen ihnen
einen Homomorphismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.
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Bemerkung 2.5.12. Jeder Homomorphismus zwischen stetigen endlichdimen-
sionalen Darstellungen einer Liegruppe ist auch ein Homomorphismus zwi-
schen den durch Differenzieren entstehenden Darstellungen der Liealgebra
unserer Liegruppe.

Definition 2.5.13. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V' von g heif3t
eine Unterdarstellung genau dann wenn gilt zv € U Vx € g, v € U.
Wir sagen in diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von V'
verschiedene Unterdarstellung U C V heifit eine echte Unterdarstellung
von V.

Bemerkung 2.5.14. Gegeben eine Darstellung V' sind natiirlich ganz V' und
der Nullraum Unterdarstellungen. Ist ¢ : V' — W ein Homomorphismus
von Darstellungen, so ist das Bild einer Unterdarstellung von V' eine Un-
terdarstellung von W und das Urbild einer Unterdarstellung von W eine
Unterdarstellung von V. Insbesondere ist ker ¢ eine Unterdarstellung von V'
und im ¢ eine Unterdarstellung von V.

Definition 2.5.15. Eine Darstellung einer Liealgebra heifit einfach oder
irreduzibel genau dann, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte Un-
terdarstellung die Nulldarstellung ist.

Definition 2.5.16. Fiir eine Darstellung V' einer Liealgebra g setzen wir
VeE={veV|zv=0 Vzeg}
Die Elemente von V¢ heiflen die g-invarianten Vektoren von V.

Satz 2.5.17 (Invarianten von Liegruppen und Liealgebren). Sei G
eine Liegruppe mit Liealgebra g und set V' eine Darstellung von G in ei-
nem endlichdimensionalen reellen Vektorraum. So sind alle unter der Grup-
pe tnvarianten Vektoren auch invariant unter ihrer Liealgebra, in Formeln
VY C V8, und fiir zusammenhingendes G gilt sogar V& = V9.

Beweis. Jeder G-invariante Vektor ist offensichtlich g-invariant. Jeder g-in-
variante Vektor ist umgekehrt invariant unter exp g wegen der Kommutati-
vitit des Diagramms 2.4.1 und damit unter GG, da ja nach dem Beweis von
2.4.6 jede zusammenhéngende Liegruppe bereits vom Bild ihrer Liealgebra
unter der Exponentialabbildung erzeugt wird. O

Bemerkung 2.5.18. Gegeben zwei stetige endlichdimensionale Darstellungen
V,W einer Liegrupe G ist auch die in 1.5.4 erklirte Operation durch Kon-
jugation von G auf Homg(V, W) stetig, und die abgeleitete Operation der
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Liealgebra wird fir x € LieG und f € Homg(V, W) dadurch gegeben, daf
fiir alle v € V gilt

(@f)(v) = 2(f(v)) = f(zv)

Man priift diese Formel zum Beispiel mit der Formel am Ende von 2.5.6,
oder durch Berechnung und Einschréinkung des Differentials der Operation
von G x G auf dem Hom-Raum.

Lemma 2.5.19. Sind V,W Darstellungen einer Liealgebra g tiber einem
Koérper k, so wird der Homomorphismenraum Homyg(V, W) eine Darstel-
lung durch die Vorschrift (zf)(v) = z(f(v)) — f(zv) VY € g, v € V und
f € Homy(V, W), und mit dieser Operation von g auf dem Homomorphis-
menraum gilt

Mod} (V, W) = Homy(V, W)?®

Beweis. Die erste Behauptung rechnet man stur nach, bei der Zweiten sind
beide Seiten {f € Homy(V, W) | f(zv) =z f(v) VregveV}. O

Satz 2.5.20 (Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren). Sei G
eine zusammenhéngende Liegruppe mit Liealgebra Lie G = g und seien V, W
stetige Darstellungen von G in endlichdimensionalen reellen Vektorrdumen.
So gilt:

1. Fin Teilraum U C 'V ist stabil unter unserer zusammenhdngenden Lie-
gruppe G genau dann, wenn er stabil ist unter ihrer Liealgebra.

2. Die Homomorphismen zwischen den gegebenen Darstellungen unserer
Liegruppe stimmen diberein mit den Homomorphismen zwischen den
abgeleiteten Darstellungen threr Liealgebra, in Formeln

Modg (V, W) = Modg (V, W)

Bewers. 1. Jeder G-stabile Teilraum ist offensichtlich auch g-stabil. Jeder g-
stabile Teilraum ist aber auch (exp g)-stabil wegen der Kommutativitét des
Diagramms in 2.4.1. Damit ist er aber G-stabil, denn jede zusammenhéngen-
de Liegruppe wird vom Bild ihrer Exponentialabbildung erzeugt nach dem
Beweis von 2.4.6.

2. Nach 2.5.17, angewendet auf die Darstellung Homg (V, W), stimmen die In-
varianten der Gruppe auf dem Hom-Raum iiberein mit den Invarianten der
Liealgebra. Erstere sind jedoch offensichtlich gerade die Homomorphismen
von Darstellungen der Gruppe und letztere nach 2.5.19 genau die Homomor-
phismen von Darstellungen der Liealgebra. O
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Korollar 2.5.21. Gegeben eine zusammenhdngende Liegruppe liefert das
Differenzieren auf den Isomorphieklassen eine Finbettung

{ FEinfache endlichdimensionale reelle } o { FEinfache Darstellungen }

Darstellungen unserer Liegruppe threr Liealgebra

Beweis. Einfache Darstellungen bleiben einfach beim Ubergang zur Lieal-
gebra nach Teil 1 des vorhergehenden Satzes, und nichtisomorphe bleiben
nichtisomorph nach Teil 3. O

Korollar 2.5.22. Fiir jede zusammenhdngende Liegruppe liefert das Diffe-
renzieren gefolgt von der kanonischen Erweiterung auf die Komplexifizierung
eine Einbettung von Isomorphieklassen

FEinfache endlichdimensionale FEinfache Darstellungen
komplexe Darstellungen — threr komplexifizierten
unserer Liegruppe Liealgebra
Beweis. Bleibt dem Leser iiberlassen. O]

2.6 Einfache Darstellungen der Drehgruppe

Satz 2.6.1 (Einfache Darstellungen der Drehgruppe). Die einfachen
komplexen Darstellungen der Drehgruppe werden klassifiziert durch ihre Di-
mension. Genauer liefert die Dimension eine Bijektion

FEinfache endlichdimensionale komplexe S 135
Darstellungen der Drehgruppe SO(3) Ak A

Bemerkung 2.6.2. Die einfache Darstellung der Dimension 1 ist die triviale
Darstellung, die einfache Darstellung der Dimension 3 die Standarddarstel-
lung. Der Satz gilt im iibrigen analog auch fiir die einfachen reellen Darstel-
lungen der Drehgruppe. Wir beginnen den Beweis mit der Klassifikation der
einfachen komplexen Darstellungen der Spingruppe SU(2).

Satz 2.6.3 (Einfache Darstellungen der Spingruppe). Bis auf Isomor-
phismus gibt es in jeder Dimension genau eine irreduzible komplexe Darstel-

lung der Gruppe SU(2).

Beweis. Natiirlich operiert die SU(2) auf der komplexen Ebene C2. Damit
operiert unsere Gruppe auch auf dem Raum aller Abbildungen f : C? — C,
der so eine komplexe Darstellung wird. In Formeln wird diese Operation
gegeben durch

(9f)(x) = f(g~'z) VxeC?geSU?2)
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Der Teilraum V(m) = C[X,Y]|™ C C[X,Y] aller polynomialen Abbildun-
gen vom Grad m ist in diesem Abbildungsraum eine Unterdarstellung der
Dimension (m + 1) und die Operation von SU(2) auf dieser Unterdarstel-
lung ist offensichtlich stetig. Um nachzuweisen, dafl sie auch irreduzibel ist,
berechnen wir die Operation ihrer Liealgebra

su(2) ={AeM2x2;,C)|trA=0,A=—-A"})

oder noch besser ihrer Komplexifizierung, die von der Einbettung in kano-
nischer Weise identifiziert wird mit s[(2;C). Nun ist ja unsere Operation
von SU(2) auf V(m) die Restriktion einer stetigen Operation von GL(2;C)
auf V(m), und die abgeleitete Operation von A € gl(2;C) auf f € V(m)

geschieht durch
(exptA)f — f

t

Fiir v € C? folgt wegen der Linearitit des Auswertens an der Stelle v und
nach Ignorieren von Termen héherer Ordnung in ¢ notwendig

_ o fep(tA) = fv) . fv = tAv) - f(v)

t—0 t t—0 t

Af = ln

(Af)(v)

Das bedeutet jedoch gerade das Anwenden des Vektorfelds v — —Av auf
unsere Funktion f, und bezeichnet a;; den Eintrag der Matrix A in der ¢-ten
Zeile und j-ten Spalte, so bedeutet es das Anwenden des Differentialoperators
(—a1 X —a12Y)0; + (—aa1 X —agY )0, auf unser Polynom f € C[X,Y]. Diese
Operation von gl(2; C) ist nun aber bereits komplexlinear. Identifizieren wir
also su(2) ®g C mit s((2; C), so operieren die Elemente

(5 00 - ()

vermittels der Differentialoperatoren — X0, +Y0,, =Y 0, und —X0,. Insbe-
sondere bilden die Vektoren Y™ XY™~1 . . X™ eine Basis von V(m) aus
Eigenvektoren von h zu den Eigenwerten m, m—2, ..., —m und e und f indu-
zieren [somorphismen zwischen Eigenrdumen zu benachbarten Eigenwerten,
so dafl unsere Darstellung fiir die komplexifizierte Liealgebra in der Tat ir-
reduzibel ist. Um zu zeigen, dafl unsere Gruppe keine anderen irreduziblen
komplexen Darstellungen besitzt, reicht es nach 2.5.22, dasselbe fiir ihre kom-
plexifizierte Liealgebra zu priifen. Das zeigen wir sogar iiber allgemeineren
Grundkorpern als Satz 2.6.4. O

Satz 2.6.4 (Einfache Darstellungen von sl(2,C)). 1. Zu jeder posi-
tiven endlichen Dimension ¢ibt es bis auf Isomorphismus genau eine
einfache Darstellung der Liealgebra s1(2,C).
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2. Ist &, h, f eine Basis von s{(2,C) mit [h,é] = 2¢ und [h, f] = —2f, so
zerfdllt jede einfache Darstellung L = L(m) der Dimension m+1 unter
h in eindimensionale Eigenrdume

L=L,®Ly2®...®Ls,, ®L_,

zu den Eigenwerten m,m —2,...,2 —m,—m und aus L; # 0 # Ljo
folgt f: Lijyo = L; sowie é: Lj = Ljo.

Bemerkung 2.6.5. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3
sind die triviale Darstellung C, die Standarddarstellung C? und die “adjun-
gierte Darstellung”, die wir in 7?7 einfithren. Der Satz gilt mit demselben
Beweis iiber jedem Korper der Charakteristik Null, in positiver Charakteris-
tik sind die Verhéltnisse jedoch komplizierter.

Beweis. Wir miissen (1) zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstel-
lung konstruieren und (2) zeigen, dafl je zwei einfache Darstellungen dersel-
ben (endlichen) Dimension isomorph sind. Wir beginnen mit (2). Die Lieal-
gebra s((2,C) hat die Basis

01 1 0 00
S e R R 0
und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h, e] = 2e,
[h, f] = =2f, [e, f] = h. Sei nun p : s[(2,C) — gl(V) irgendeine Darstellung.
Bezeichne V), = ker(p(h) — 1) den Eigenraum von p(h) zum Eigenwert 1 € C.
So gilt
eV, CVye und fV, CV, o,

denn aus hv = pw folgt hev = ehv + [h,e]v = epv + 2ev = (u + 2)ev und
der zweite Fall folgt dhnlich aus [h, f] = —2f. Ist V endlichdimensional und
V # 0, so gibt es sicher A € C mit V) # 0 aber V),o = 0. Fiir v € V), gilt
dann ev = 0 und hv = Av. Man priift per Induktion, dafl folgt

hfiv = (A—2i)f fiir alle ¢ > 0,
efiv = iA—i+1)flv firalled > 1.

Insbesondere ist der von den fiv mit i > 0 aufgespannte Teilraum eine Unter-
darstellung. Ist V zusitzlich einfach und v # 0, so miissen die f'v demnach
ganz V aufspannen. Gilt fiv # 0, so sind v, fv..., flv Eigenvektoren von
h zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und damit linear unabhéngig. Da
wir V' endlichdimensional angenommen hatten, gibt es folglich d > 1 mit
fdv = 0. Wihlen wir d kleinstmoglich, so ist v, fov, ..., f@ v eine Basis von
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V, also d = dim V. Weiter folgt aus f% = 0 auch 0 = ef% = d(A—d+1)f¢ v
und mithin A = d — 1, da wir ja d # 0 und f%'v # 0 vorausgesetzt hatten.
Damit haben wir gezeigt, daf§ je zwei einfache Darstellungen von sl(2,C)
derselben endlichen Dimension d isomorph sind, da nadmlich die Matrizen
von p(e), p(f) und p(h) in der Basis v, fv, ..., f¢1v nur von d abhingen.
Um nun (1) die Existenz einer irreduziblen Darstellung von s((2, k) in jeder
Dimension zu zeigen, brauchen wir nur zu priifen, dafl die im Eindeutigkeits-
beweis hergeleiteten Formeln in der Tat eine Darstellung liefern, d.h. daf3
fiir jedes d der Vektorraum mit der Basis vy, vy, ...,v4-1 und der Operation
gegeben durch fv; = vy bzw. fug_y = 0, ev; = i(d — i)v;_1 bzw. evy = 0
und hv; = (d — 1 — 2i)v; eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2, C) ist.
Diese Rechnung scheint mir jedoch unerfreulich und wenig nahrhaft. Etwas
eleganter priift man mithilfe der Produktregel fiir formale partielle Ableitun-
gen leicht, dafl die Abbildung p : sl(2,k) — gl(k[X,Y]) gegeben durch die
Vorschrift
ple) = X0,

p(f) = YO,
p(h) = X0,-Y0,

eine Darstellung der Liealgebra sl(2, k) ist. Diese Darstellung ist nicht einfach,
die Polynome von festem Totalgrad m bilden vielmehr eine Unterdarstellung
L(m) = k[X,Y]™ der Dimension d = m + 1 mit Basis w; = Y'X™ " fiir ¢ =
0,...,m. In dieser Basis wird die Operation von s((2, k) auf L(m) beschrieben
durch die Formeln

ew; = ?;wi,1
fwi = (m—i)win
hw; = (m — 2i)w;

WO Wir w_1 = w41 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach fiir
char k = 0, denn jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 # U C L(m)
enthélt notwendig einen Eigenvektor zu h, also eines der w;, und daraus
folgt sofort U = L(m). Damit haben wir nun auch in etwas iibersichtlicherer
Weise zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Die
expliziten Formeln gefallen mir noch besser bei Parametrisierung der Basis
nach den Eigenwerten von h. Setzen wir genauer w; = u,,_2;, so erhalten
wir fiir L(m) eine Basis bestehend aus t,,, ty,_2, . .., u_,, und die Operation
unserer Liealgebra wird gegeben durch die Formeln

euj = ((m—3)/2)uj2
fuj = ((m+7)/2)uj

hu; = ju,

Der Rest des Satzes folgt mit 2.6.7. m
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Ubung 2.6.6. Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von s[(2,C) und
sind weder Null noch Eins Eigenwerte von h = diag(1, —1), in Formeln V) =
V1 =0, so folgt bereits V' = 0.

Ubung 2.6.7. Ist weiter €, h,f eine Basis von sl(2,C) mit [h,é] = 2¢ und
[h, f] = —2f, so zeige man [é, f] = ch fiir einen von Null verschiedenen
Skalar c.

Beweis von 2.6.1. Wir erinnern uns an die stetige Surjektion SU(2) — SO(3)
mit Kern {+1, —1} aus 2.2.4. Das Zuriickholen mit dieser Surjektion liefert
nach 77 und ?? eine Bijektion zwischen Isomorphieklassen einfacher Darstel-
lungen der Drehgruppe und den Isomorphieklassen einfacher Darstellungen
der Spingruppe, auf denen das Negative der Einheitsmatrix trivial operiert.
Das sind aber offensichtlich genau die Darstellungen V(m) = C[X,Y|™ fiir
gerades m alias die einfachen Darstellungen ungerader Dimension. O
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3 Weiteres zu Liegruppen

3.1 Mufl} woanders hin

Bemerkung 3.1.1. Hier sind die Darstellungen ungerader Dimension von reel-
lem Typ und die Darstellungen gerader Dimension von quaternionalem Typ.
In der Tat gibt es in jeder Dimension bis auf Isomorphismus nur eine irre-
duzible Darstellung, also ist jede einfache komplexe Darstellung isomorph zu
ihrer kontragredienten Darstellung und es gibt keine einfachen Darstellungen
von komplexem Typ. Den Darstellungen ungerader Dimension bleibt also gar
nichts anderes iibrig als reell zu sein. Die einfache zweidimensionale komplexe
Darstellung andererseits ist von quaterionalem Typ nach ??. Folglich kommt
auch ihr Tensorprodukt V(2) @c V(2n + 1) = V(2) ®g V(2n + 1)g mit jeder
einfachen Darstellung ungerader Dimension her von einer Darstellung iiber
H und folglich besitzt auch dieses Tensorprodukt einen schieflinearen dquiva-
rianten Automorphismus J mit J? = —id. Dasselbe gilt dann auch fiir seine
isotypischen Komponenten, und mit 7?7 erkennen wir so, dafl alle einfachen
Darstellung gerader Dimension von quaterionalem Typ sind.

Lemma 3.1.2. Ist G eine kompakte Liegruppe, so ist jeder Liealgebrenho-
momorphismus su(2) — Lie G das Differential eines Homomorphismus von
Liegruppen SU(2) — G.

Bemerkung 3.1.3. Das ist ein Spezialfall eines allgemeinen Resultats, nach
dem fiir je zwei Liegruppen H, G mit H einfach zusammenhéngend das Dif-
ferential eine Bijektion Grpto(H, G) = Algg(Lie H, Lie G) liefert. Wir geben
hier fiir den oben angegebenen Spezialfall einen eigenstindigen Beweis.

Beweis. Da jede kompakte Liegruppe nach 77 eine treue unitire endlichdi-
mensionale Darstellung besitzt, reicht es aus zu zeigen, dafl jeder Liealgebren-
homomorphismus su(2) — u(n) das Differential eines Homomorphismus von
Liegruppen SU(2) — U(n) ist. Wir wissen aber aus 7?7, daf sich in der Tat
jede endlichdimensionale unitére Darstellung der Liealgebra su(2) zu einer
Darstellung der Liegruppe SU(2) integrieren 1a8t. O

Bemerkung 3.1.4. Fiir die Killingform auf so(3;R) haben wir x(E;, E;) =
—26;;. Folglich ist E?+ E3+ E7 ein skalares Vielfaches des Casimir-Operators.
Auf den C'*°-Funktionen auf der Kugelschale wirkt das wie ein skalares Vielfa-
ches des Laplace-Operators, der den Funktionswert an einer Stelle vergleicht
mit dem Durchschnitt der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung. Man
iiberlege sich das fiir einen Pol und folgert es aus der Drehinvarianz unseres
Operators fiir jede Stelle. Die isotypischen Komponenten von C'*(S?) sind
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also die Eigenrdume des Laplace-Operators. Diese isotypischen Komponen-
ten bestehen aus polynomialen Funktionen, da diese bereits dicht liegen nach
Stone-Weierstrafl etc. Um die Nullgewichtsrdume beziiglich der infinitesima-
len Rotation um die z-Achse in den isotypischen Komponenten zu erhalten,
miissen wir also auf die Basis 2°, 2%, 22, ... beziiglich der Metrik

(f.g) = fslzf(Z)g(Z)dS
= J21f(2)9(2) A

die Gram-Schmid’sche Orthonormalisierung anwenden.

Bemerkung 3.1.5. Die Notation e, h, f fiir die Standardbasis der Liealgebra
s[(2, C) wie wir sie oben eingefiihrt hatten ist ein weit verbreiteter Standard.
Manchmal heifit e ein Erzeugungsoperator und f dual ein Vernichtungs-
operator. Eine andere gebrauchliche Notation anstelle von e, h, f ist x, h, y.

Ubung 3.1.6. Spiter. Jede endlichdimensionale Darstellung von s((2,C) ist
selbstdual, als da heifit isomorph zu ihrer kontragredienten Darstellung.
Beispiel 3.1.7. Sei g eine Liealgebra iiber dem Korper k. Fiir eine Linearform
A € g* auf g ist die Abbildung py : g — gl(k), X — A(X) eine Darstellung
genau dann, wenn A auf dem von allen Kommutatoren [z, y] erzeugten Un-
tervektoren [g, g] C g verschwindet. Wir bezeichnen diese Darstellung dann
mit k£, und erhalten so eine Bijektion

(o/lg,a])* = eindimensionale Darstellungen von g,
8/18.8 bis auf Isomorphismus

A — kx

Diejenigen Linearformen auf g, die auf [g, g] verschwinden, nennt man auch
die Charaktere von g. Diese Bezeichnung wird jedoch auch noch fiir viele
andere verwandte aber verschiedene Konzepte benutzt.

Definition 3.1.8. Ist U C V eine Unterdarstellung, so gibt es genau eine
Darstellung von g auf V/U derart, dafl can : V' — V/U ein Homomorphismus
von Darstellungen wird. Man nennt V/U die Quotientendarstellung.

Bemerkung 3.1.9. Nehmen wir hier speziell W = k die triviale Darstellung,
so heifit V* = Homy (V) k) die kontragrediente Darstellung zu V. Explizit
wird die Operation von g auf V* gegeben durch die Formel

(xf)(v) = —f(av) Ve eg, feV, veV

Offensichtlich ist dann die kanonische Abbildung V' — (V*)* ein Homo-
morphismus von Darstellungen. Nehmen wir umgekehrt V' = k die triviale
Darstellung, so ist auch die offensichtliche Abbildung W = Homy,(k, W) ein
[somorphismus von Darstellungen.
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Ubung 3.1.10. Ist A : g — k eine eindimensionale Darstellung einer Liealgebra
g, so wird die kontragrediente Darstellung gegeben durch —J\, in Formeln
(kx)* = k_,.

3.2 Die adjungierte Darstellung

Beispiel 3.2.1. Die fiir jede eingebettete Liegruppe in ??7 erklérte Abbildung
Ad : G — Aut(Lie G) ist eine Darstellung von G, genannt die adjungierte
Darstellung.

Definition 3.2.2. Fiir jede Liealgebra g betrachtet man die Abbildung

ad=adg:g — Endg
r — adz = [z, |

Ausgeschrieben gilt also (ad x)(y) = [z, y] fiir alle y € g. Die Jacobi-Identitét
zeigt, daBl wir so einen Homomorphismus von Liealgebren ad : g — gl(g)
erhalten. Man nennt (g, ad) die adjungierte Darstellung von g.

Bemerkung 3.2.3. Ist g die Liealgebra einer Liegruppe G, so ensteht die ad-
jungierte Darstellung der Liealgebra durch Differenzieren aus der adjungier-
ten Darstellung der Liegruppe.

3.3 Invariante Integration

Definition 3.3.1. Ein Haar-Maf oder genauer ein linksinvariantes Haar-
Maf} auf einer eingebetteten Liegruppe G ist eine positive Dichte p auf G'im
Sinne von ?? mit pu(zA) = p(A) fiir alle z € G und alle topologisch mefibaren
Mengen A C G.

Satz 3.3.2 (Existenz und Eindeutigkeit des Haar’schen Mafles). Auf
jeder Matriz-Liegruppe gibt es ein Haar’sches Maf, und je zwei Haar’sche
Majfe unterscheiden sich um einen konstanten Faktor ¢ > 0.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da sich je zwei positive Dichten offensicht-
lich nur um das Produkt mit einer stetigen positiven Funktion unterscheiden,
die im Fall von zwei Haar-Maflen eben auch linksinvariant und damit kon-
stant sein mufl. Um die Existenz zu zeigen, erinnern wir an unsere Einbettung
G @ GL(n;R). Sei k die Dimension von G. Sicher gibt es eine alternierende
k-Form w, € Alt" M (nxn;R), deren Restriktion auf 7,G nicht verschwindet.
Wir erkldren eine k-Form w auf GL(n;R) durch die Vorschrift

wy=(g) w
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in der Notation aus ??. So erhalten wir eine stetige k-Form w auf GL(n;R)
mit der Eigenschaft (¢g-)*w = w Vg € GL(n; R). Die zugehorige nichtnegative
Dichte |w| auf der eingebetteten k-Mannigfaltigkeit G ist dann positiv und
linksinvariant. [

Beispiel 3.3.3. Wir erhalten ein Haar’sches Mafl auf GL(n;R), indem wir
das gewohnliche Lebesgue-Mafl von M (n x n;R) einschrinken und mit der
Funktion A — |det A|~™ multiplizieren.

Bemerkung 3.3.4. Auf einer kompakten Lie-Gruppe G ist jedes Haar-Maf}
auch rechtsinvariant, in Formeln pu(Ag) = p(A) fir alle g € G. In der Tat ist
fiir jedes feste g € G mit p auch die Vorschrift A — p(Ag) ein linksinvariantes
Haar-MaB, also gibt es eine Konstante ¢, mit j(A) = c,u(Ag) fir alle A. Fiir
kompaktes G gilt aber 0 < p(G) < 0o. Setzen wir also in der vorhergehenden
Gleichung A = G, so folgt ¢, = 1 wie gewiinscht.

Bemerkung 3.3.5 (Integration vektorwertiger Funktionen). Sei (X, p)
ein Mafiraum. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V' be-
zeichnen wir mit £'(X; V) den Raum aller mefibaren Abbildungen f : X —
V derart, dafB fiir eine und damit jede Norm | | auf V' die Funktion z — |f(z)]
integrierbar ist. Wie man sich mithilfe einer Wahl von Koordinaten V = R"
leicht iiberzeugt, gibt es genau eine Abbildung

[ LX;V) - V
f = [ f= [ flx)u(x)

derart, daB fiir jede Linearform ¢ € V* gilt (¢| [ f) = [{(¢|f), und ist
L :V — W eine lineare Abbildung in einen weiteren endlichdimensionalen
reellen Vektorraum, so gilt [(L o f) = L(J f). Nimmt f nur endlich viele
Werte an, so haben wir

/X F@u) =3 (1 w) v

v#£0

Ganz allgemein gilt dariiber hinaus die Abschétzung | [ f| < [|f]. Diese
Formel ist klar fiir Stufenfunktionen. Im allgemeinen sieht man sie vielleicht
am leichtesten ein, indem man wieder mit V' = R™ arbeitet, f = (f1,..., fa)
in jeder Koordinate als L'-Grenzfunktion einer Folge von Stufenfunktionen
schreibt, und dann zum Grenzwert {ibergeht.

Lemma 3.3.6. Gegeben eine kompakte Matriz-Liegruppe liegen die Matrix-
koeffizienten der reellen bzw. komplexen stetigen endlichdimensionalen Dar-
stellungen dicht im Raum aller stetigen reell- bzw. komplexwertigen Funktio-
nen auf unserer Gruppe, versehen mit der sup-Norm.
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Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstral 77, da ja die
darstellenden Funktionen eine (unter komplexer Konjugation stabile) Un-
teralgebra von C(G) bilden, die die Punkte trennen muf, da schon die Ma-
trixkoeffizienten der definierenden Darstellung unserer Matrix-Liegruppe die
Punkte trennen. O

Satz 3.3.7 (Orthonormalitétsrelationen fiir Matrixkoeffizienten).

Sei G eine kompakte Matriz-Liegruppe. Bilden die p* : G — GL(d*;C) ein
Reprdsentantensystem fiir die Isomorphieklassen stetiger einfacher unitdrer
Darstellungen von G, so bilden die renormalisierten Matrizkoeffizienten Var pg\j
eine Hilbert-Basis von L*(G).

Lemma 3.3.8. Ist G C GL(n;R) eine kompakte Untergruppe, so sind die
Matrizkoeffizienten von G genau die Restriktionen von Polynomen in den
Matrizeintrigen.

Beweis. Das gilt sowohl fiir Matrixkoeffizienten reeller Darstellungen und
Polynome mit reellen Koeffizienten wie fiir Matrixkoeffizienten komplexer
Darstellungen und Polynome mit komplexen Koeffizienten. Beide Félle sind
offensichtlich dquivalent und wir konzentrieren uns der Einfachkeit halber
auf den komplexen Fall. Die fraglichen Restriktionen liegen dicht in C(G)
nach Stone-Weierstra3 ?? und sie bilden offensichtlich einen Teilraum im
Raum aller komplexen Matrixkoeffizienten von G, der stabil ist unter Rechts-
und Linkstranslation. Dieser Teilraum ist also eine Summe von Réumen von
Matrixkoeffizienten einfacher Darstellungen, und wiirde hier eine einfache
Darstellung fehlen, so kénnte unser Teilraum wegen der Orthogonalitétsre-
lationen 3.3.7 nicht dicht sein. O

Beispiel 3.3.9. Fiir G = S erhalten wir als Spezialfall die Sitze 77 aus der
Theorie der Fouriereihen.

Satz 3.3.10 (Orthonormalitiitsrelationen fiir Charaktere). Die irre-
duziblen Charaktere einer kompakten Matriz-Liegruppe liegen in Bezug auf
die sup-Norm dicht im Raum der stetigen Klassenfunktionen und bilden eine
Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren Klassenfunktionen.

Beweis. Die Abbildung P : C(G) — C(G) mit (Pf)(x) = [ f(g 'zg)dg
ist eine Projektion auf den Raum der Klassenfunktionen und ist stetig fiir
die sup-Norm. Folglich liegen die Projektionen der Matrixkoeffizienten dicht
im Raum der Klassenfunktionen. Die Projektion eines Matrixkoeffizienten
einer irreduziblen Darstellung ist jedoch ein Vielfaches ihres Charakters. Noch
vervollstindigen ]
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3.4 Matrixkoeffizienten

Bemerkung 3.4.1. Sei G eine Gruppe und k ein Korper. Jede Abbildung
f: G — kist der Matrixkoeffizient C,, ¢ der rechtsregulidren Darstellung von
G auf F = Ens(G, k) fir ¢ € E* das Auswerten am neutralen Element. In
der Tat rechnen wir

Cor(9) = (9f) = (9/)(e) = f(9).
Ebenso haben wir auch fiir die linksreguldre Darstellung Cy, y = f .

Lemma 3.4.2. Fir eine stetige komplexwertige Funktion auf einer topologi-
schen Gruppe sind gleichbedeutend:

1. Unsere Funktion spannt zusammen mit threm Linkstranslaten einen
endlichdimensionalen komplexen Untervektorraum im Raum aller Funk-
tionen auf.

2. Unsere Funktion spannt zusammen mit threm Rechtstranslaten einen
endlichdimensionalen komplexen Untervektorraum im Raum aller Funk-
tionen auf.

3. Unsere Funktion ist ein Matrizkoeffizient einer stetigen endlichdimen-
sionalen Darstellung unserer Gruppe.

Beweis. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung V' einer topo-
logischen Gruppe G liefern die Matrixkoeffizienten eine (G x G)-dquivariante
Abbildung V* ® V' — C(G). Damit erhalten wir sofort 3 = 1&2. Ist umge-
kehrt f : G — C stetig und spannt mit ihren Rechtstranslaten einen end-
lichdimensionalen Teilraum von C(G) auf, so finden wir fiir diesen Teilraum
V' eine Basis von gewissen I1f,...,Z,f, und da eine Funktion, die an jeder
Stelle verschwindet, schon identisch null ist, finden wir Stellen 4, ...,y, € G
derart, daf} die Auswertungen dort eine Basis des Dualraums V* liefern. Da
die zugehorigen Matrixkoeffizienten g — (g2;f)(yj) = f(yjgz;) alle stetig
sind, muf} V' eine stetige Darstellung von G sein. Und nun ist f eben der Ma-
trixkoeffizient dieser stetigen endlichdimensionalen Darstellung zum Vektor
f € V und dem Auswerten am neutralen Element ¢ € V*. Das zeigt 2 = 3.
Spannt schlieflich  mit seinen Linkstranslaten einen endlichdimensionalen
Raum auf, so auch f mit seinen Rechtstranslaten, also ist f Matrixkoeffizient
einer endlichdimensionalen Darstellung und dann ist f ein Matrixkoeffizient
der kontragredienten Darstellung. O

Bemerkung 3.4.3. Sei GG eine topologische Gruppe. Die Matrixkoeffizienten
endlichdimensionaler Darstellungen bilden in C(G) eine Unteralgebra, die
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stabil ist unter der komplexen Konjugation. Ist in der Tat f = C,, fiir
v eV, p e V* so haben wir f = Cg, fir v € V,p € V", Spannen wei-
ter fi,..., fgund hq,...,hs jeweils einen unter Linkstranslation invarianten
Teilraum von C(G) auf, so gilt offensichtlich dasselbe fiir die Produkte f;h;.

Definition 3.4.4. Gegeben eine topologische Gruppe G bezeichne R¢(G) C
C(G) den Teilring der darstellenden Funktionen und Rg(G) C C(G;R) darin

den Teilring der reellwertigen darstellenden Funktionen.

Lemma 3.4.5. Gegeben topologische Gruppen G, H definiert der offensicht-
liche Homomorphismus einen Isomorphismus

R(G) ® R(H) = R(G x H)

Beweis. Die Injektivitéat gilt fiir beliebige Funktionen. Das einzige Problem
ist die Surjektivitiat. Aber ist eine Funktion auf G'x H Matrixkoeffizient einer
stetigen endlichdimensionalen Darstellung

p:Gx H— GL(n),

so haben wir ja die Matrizengleichung p(g,h) = p(g,1)p(1, h) und erhalten
sofort die Surjektivitdt im Lemma. O]

Lemma 3.4.6. Die Multiplikation auf einer topologischen Gruppe definiert
etnen Ringhomomorphismus

R(G) — R(G x G)

Beweis. Ist p : G — GL(n) eine stetige Darstellung, so ist die Matrix p(zy)
das Produkt der Matrizen p(x) und p(y) und ihre Koeffizienten liegen folglich
im Bild von R(G) @ R(G). O

Bemerkung 3.4.7. Fiir jede topologische Gruppe G ist R(G) ein Gruppen-
objekt in der oppornierten Kategorie zur Kategorie der R-7?ringe bzw. C-
?7ringe.

Definition 3.4.8 (Tensorprodukt von Darstellungen). Gegeben zwei
Darstellungen V, W einer Gruppe G iiber einem Korper k£ macht ihr Tensor-
produkt V ®; W zu einer Darstellung vermittels der Regel

gv@w) = gv® gw

Bemerkung 3.4.9. Natiirlich ist V ®; W sogar in natiirlicher Weise eine Dar-
stellung von G x G. Die Darstellung in der Definition entsteht daraus durch
Einschrénken vermittels der diagonalen Einbettung G — G x G.
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Beispiel 3.4.10. Operiert eine Gruppe auf einem Vektorraum V', so operiert
sie in natiirlicher Weise auch auf dem Vektorraum Bil(V') aller Bilinarformen
auf V. Der natiirliche Isomorphismus

Bil(V) = (Ve V)
ist dann ein Isomorphismus von Darstellungen.

Lemma 3.4.11. Sind V, W endlichdimensionale stetige Darstellungen einer
Liegruppe G, so wird die Operation der Liealgebra auf Hom(V, W) bzw. VW
gegeben durch die Formel

(X)) = X(f(v) - f(Xv)
Xvow) = (Xv)w+v® (Xw)

Bemerkung 3.4.12. Speziell wird die Operation der Liealgebra auf der kon-
tragradienten Darstellung V* gegeben durch (X f)(v) = — f(Xw).

Beweis. Wir zeigen nur die zweite Formel. Es gilt, das Differential der Ver-
kniipfung
G — EndV x End W — End(V @ W)

im neutralen Element zu berechnen. Die zweite Abbildung ist bilinear, ihr
Differential wird folglich durch ?? gegeben. Damit ergibt sich als Differential

X v (dpy(X), dpw (X)) = dpy(X) @ idy + idy @dpw (X)

3.5 Konvolution

Definition 3.5.1. Sei (X, M) ein Mefiraum. Ein komplexes Maf} auf X
ist eine Abbildung
w: M—C

die sich schreiben lafit als eine endliche Linearkombination mit komplexen
Koeffizienten von endlichen positiven Maflen M — [0, 00). Wir verwenden
fiir komplexe, reelle, endliche positive bzw. beliebige positive Mafle die Be-
zeichnungen

M(X) > M(X;R) > M(X;[0,00)) C M(X;[0,00])

Bemerkung 3.5.2. Jede Abbildung von M (X;[0,00)) in einen reellen bzw.
komplexen Vektorraum, die vertréglich ist mit der Addition von Maflen und
der Multiplikation mit nichtnegativen reellen Skalaren, 148t sich auf genau
eine Weise fortsetzen zu einer reell- bzw. komplexlinearen Abbildung auf

M(X;R) bzw. M(X).
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Bemerkung 3.5.3. Bezeichnet X xY das Produkt zweier Meffiraume, versehen
mit der Produkt-o-Algebra aus 77, so liefert das Bilden des Produktmafles
eine Abbildung

M(X)®cM(Y)— M(X xY)

Definition 3.5.4. Gegeben eine mefbare Abbildung f : X — Y von Mefraum-
en und ein Mafl p auf X erklart man das Bildmaf} f.u auf Y dadurch, dafl
man fiir jede mefibare Menge A C Y setzt

(fur)(A) = u(f~A)

Bemerkung 3.5.5. Diese Definition machen wir fiir alle zuvor betrachteten
Arten von Maflen. Offensichtlich gilt id, 4 = p und fiir verkniipfbare Abbil-
dungen haben wir (fog), = g.o f.. Offensichtlich ist diese Konstruktion auch
vertraglich mit dem Bilden von Produktmafen, in Formeln gilt fiir beliebige
meBbare Abbildungen f, g also (f X ¢).(p®@v) = (fipt) @ (g).

Definition 3.5.6. Unter einem Mafl auf einem topologischen Raum verste-
hen wir, wenn nichts anderes explizit gesagt wird, stets ein Mafl auf der
o-Algebra der topologisch meBbaren Teilmengen. Wollen wir das besonders
betonen, so sprechen wir von einem topologischen Maf3. Gibt es in unse-
rem topologischen Raum eine kompakte Teilmenge K derart, dafl unser Mafl
verschwindet auf allen zu K disjunkten topologisch meflbaren Mengen, so
sagen wir, unser Mafl habe kompakten Trager oder genauer Tréger in K.
Die Mafle mit kompaktem Tréager auf einem topologischen Raum X notieren
wir je nach ihrem Wertebereich mit

M(X) D MJX;R) D M(X;[0,00)) C M.(X;][0,00])

Bemerkung 3.5.7. Jedes komplexe Mafl mit kompaktem Tréger 148t sich so-
gar darstellen als eine endliche Linearkombination mit komplexen Koeffizi-
enten von endlichen positiven Maflen mit kompaktem Triger. Um das zu
sehen, stellen wir es dar als eine endliche Linearkombination von endlichen
positiven Maflen und schrinken dann alle diese Mafle ein auf ein geeignetes
Kompaktum. Mit dieser Erkenntnis sieht man leicht, dafl 3.5.2 analog auch
fiir R&ume von topologischen Maflen mit kompaktem Tréger gilt.

Bemerkung 3.5.8. Bei der Diskussion von Maflen auf Produkten topologi-
scher Réume steht man im allgemeinen vor dem Problem, da nicht alle
offenen Mengen des Produkts zur Produkt-o-Algebra gehéren miissen. Ein
topologischer Raum heifit separabel genau dann, wenn er eine abzéhlbare
Basis der Topologie besitzt. Fiir separable Rdume gehoren offensichtlich alle
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offenen Mengen des Produkts zur Produkt-o-Algebra. Sind X und Y sepa-
rable topologische Rdume, so liefert das Bilden des Produktmafles mithilfe
von 3.5.2 bzw. mithilfe der vorhergehenden Bemerkung mithin Abbildungen

M(X)®e M(Y) — M(XxY)
M(X) ®c M(Y) — MJX xY)

Bemerkung 3.5.9. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y hat das Bild
eines Mafles mit kompaktem Tréger auch selbst kompakten Trager und wir
erhalten so eine komplexlineare Abbildung

fo: M(X) — M.(Y)

Bemerkung 3.5.10. Gegeben eine separable topologische Gruppe G erkldren
wir die Konvolution von Maflen

M(G) x M(G) — M(G)
(n, v) =

durch die Vorschrift yur = m.(pu ® v) fir p ® v das Produktmaf$l auf G x G
und m : G x G — G die Multiplikation. Auf diese Weise wird M (G) ein Ring
mit Teilringen

CG C M.(G) Cc M(G)
wobei die erste Einbettung jedem g € G das Dirac-Maf§ bei g zuordnet.

Bemerkung 3.5.11. Arbeitet man mit lokal kompakten Gruppen, so kann
man die Forderung der Separabilitdt umgehen und die Theorie fiir beliebige
lokal kompakte Gruppen entwickeln auf der Basis von sogenannten “Radon-
Maflen”, d.h. geeigneten Linearformen auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Trager. Von unserem Standpunkt der topologischen
MafBe aus ist diese Allgemeinheit jedoch schlecht zugénglich und fiir unsere
Ziele ist sie auch nicht wichtig.

Bemerkung 3.5.12. Ist V eine endlichdimensionale komplexe stetige Darstel-
lung einer Liegruppe G, so la8t sich die Operation des Gruppenrings CG auf
V' erweitern zu einer Operation des Rings M.(G) aller topologischen Mafie
mit kompaktem Tréger durch die Vorschrift

pv = / 1(g) gv

Bemerkung 3.5.13. Ist G eine Liegruppe und p ein linksinvariantes oder ein
rechtsinvariantes Haarmaf, so liefert die Multiplikation mit u eine Einbettung

Ce(G) — M(G)
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deren Bild der Teilring der komplexwertigen stetigen Dichten mit kompaktem
Tréger auf G ist. Speziell erhalten wir fiir jede kompakte Liegruppe G durch
das normierte Haarmafl y eine kanonische Einbettung

C(G) — M(G)
Bemerkung 3.5.14. Wir betrachten das Diagramm
LY(G)
U N
P (L*®cL) L*(G) M(G) — J] EndcM
Leirr G \ U U MeirrG
C(G) CG

Die Morphismen zwischen den Spalten sind der Reihe nach die Matrixko-
effizientenabbildung, die Multiplikation mit dem normalisierten Haar’schen
Mafl und die Operation von einem Maf} auf einer Darstellung. Im Fall ei-
ner endlichen Gruppe sind alle vertikalen Inklusionen Gleichheiten und die
Multiplikation mit dem Haar’schen Mafl bedeutet schlicht die Multiplikation
mit |G|7! auf dem Gruppenring C(G) = CG. Abgesehen davon zeigen wir
nun aber ganz genauso wie in 77, dafl die Verkniipfungen in der Horizonta-
len L* ®c L — End M Null sind falls M % L* und das (dim L)~ !-fache des
kanonischen Isomorphismus falls M = L*. Da C(G) C L*(G) C L'(G) ste-
tige Einbettungen von normierten Vektorrdumen sind und da die Operation
stetige Abbildungen L'(G) — Endc M liefert, mufl nach den Orthonorma-
litdtsrelationen fiir Matrixkoeffizienten also die orthogonale Projektion auf
den Teilraum L* @c L C L?*(G) gerade das (dim L)-fache der Komposition
L*(G) — Endc L* = L* ®c L sein.

Bemerkung 3.5.15. Die Abbildung P : C(G) — C(G) mit

(Pf)(z) = / f(g™'zg) dg

ist eine Projektion auf den Raum der Klassenfunktionen und ist stetig fiir die
sup-Norm. Folglich liegen die Projektionen der Matrixkoeffizienten dicht im
Raum der Klassenfunktionen. Die Projektion eines Matrixkoeffizienten einer
irreduziblen Darstellung ist jedoch ein Vielfaches ihres Charakters.

3.6 Liegruppen

Ubung 3.6.1. Man zeige, daB alle Elemente einer kompakten Untergruppe
von GL(n,C) diagonalisierbare Matrizen sind, deren sémtliche Eigenwerte
Norm 1 haben.
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Beispiel 3.6.2. R™ ist eine Lie-Gruppe mit der Addition als Verkniipfung.
Dasselbe gilt fiir jeden endlichdimensionalen reellen Vektorraum.

Beispiel 3.6.3. Offene Teilmengen des R” tragen stets in natiirlicher Weise die
Struktur einer C*°-Mannigfaltigkeit. Mit dieser Struktur ist G = GL(n,R) C
R" eine Lie-Gruppe. Dasselbe gilt fiir G = GL(n,C) c R®»’.

3.7 Mairchen: Lie-Gruppen und Liealgebren

Satz 3.7.1 (Ein-Parameter-Untergruppen). Sei G eine Lie-Gruppe. Be-
zeichne T,G den Tangentialraum von G im neutralen Element e € G. So
erhalten wir eine Bijektion

C>-Gruppenhomomorphismen ~
{ v:R—-G - LG
@ — (0)

indem wir jedem C*°-Gruppenhomomorphismus ¢ : R — G seine Geschwin-
digkeit p(0) zum Zeitpunkt Null zuordnen.

Bemerkung 3.7.2. Ein C*-Gruppenhomomorphismus ¢ : R — G heifit auch
eine Ein-Parameter-Untergruppe von G, deshalb der Name des Satzes.
Beispiel 3.7.3. 7?7 bestimmt insbesondere die Ein-Parameter-Untergruppen
der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums.
Beispiel 3.7.4. Die Abbildung

R — GL(n,R)

t — eXp(tA):1+tA+t22"!‘2+...

ist die Ein-Parameter-Untergruppe mit Geschwindigkeitsvektor A zum Zeit-
punkt t = 0, fiir alle A € M(n x n,R) = T, GL(n,R). Analoges gilt fiir
GL(n,C) und GL(n, H).

Beispiel 3.7.5. Der Tangentialraum an S' am neutralen Element 1 ist die
imaginéire Achse, T1S* = Ri. Die Ein-Parameter-Untergruppen der S* sind
die Abbildungen R — S, t — exp(ait) mit a € R. Ganz genauso geht es mit
der Gruppe S3. Wir haben als Ein-Parameter-Untergruppen die Abbildungen

R — S3
t — exp(tq)
fiir ¢ rein imaginér, also § = —q. In der Tat folgt aus § = —¢q schon
lexp(tq)|* = exp(tq) - exp(tq)

= exp(tq) - exp(tq)
= exp(tq) exp(—tq)
= 1
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Definition 3.7.6. Fiir A € T,G bezeichne ¢4 : R — G die Einparameter-
untergruppe mit ¢ 4(0) = A. Wir definieren damit die Exponentialabbildung
im allgemeinen durch die Vorschrift

exp: T.G — G

Bemerkung 3.7.7. Man sieht leicht ein, daf gilt pa(s) = pa(ts), also pa(t) =
exp(tA) fir alle s,t € R, A € T.G.

Definition 3.7.8. Die Liealgebra Lie GG der Lie-Gruppe G ist der Vektorraum
T.G mit der Lie-Klammer

4, B = lim 5 (0a(0)e5(0) — n(t)ea(t)

wobei die Differenz natiirlich nur in einer Karte um das neutrale Element
gebildet werden kann als ein Element des den Definitionsbereich der Karte
umfassenden Vektorraums, der Grenzwert unter der kanonischen Identifi-
kation dieses Vektorraums mit dem Tangentialraum am neutralen Element
jedoch unabhéngig ist von der Karte.

Bemerkung 3.7.9. Man priift leicht, dafl g = End V' mit der Lie-Klammer
[X,Y] = XY — Y X zu einer reellen Liealgebra wird. Unter der Liealgebra

LieG

unserer abgeschlossenen Untergruppe G @ Aut V verstehen wir den Vektor-
raum 7,G mit der induzierten Lie-Klammer. Um die Bedeutung des Konzepts
einer Liealgebra zu erkldren, gebe ich ohne Beweis und sogar ohne vollsténdi-
ge Definitionen zwei grundlegende Sétze an. Wir notieren die Kategorie der
Liegruppe mit Lgrp und die Kategorie der Liealgebren iiber einem Korper k
mit Lalg,.

Satz 3.7.10. Seien G, H Liegruppen. Ist G einfach zusammenhdingend, so
liefert das Differenzieren eine Bijektion

Lerp(G, H) = Lalgg(LieG, Lie H)

Satz 3.7.11. Jede endlichdimensionale reelle Liealgebra ist isomorph zur Lie-
algebra einer einfach zusammenhdngenden Liegruppe.

Diese beiden Sétze kann man entweder auffassen als Korollare oder als Teile
des Beweises eines allgemeinen Resultats, nach dem Funktor

Lie : {Liegruppen} — {endlichdimensionale reelle Liealgebren}

einen volltreuen Linksadjungierten besitzt, der eine Aquivalenz induziert zwi-
schen der Kategorie aller endlichdimensionalen reellen Liealgebren und der
Kategorie aller einfach zusammenhéngenden Liegruppen.
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3.8 Bedeutung der Lie-Klammer von Vektorfeldern

Definition 3.8.1. Unter dem Fluss eines Vektorfelds X auf einer Mannig-
faltigkeit W versteht man diejenige differenzierbare Abbildung oy : W — W
fiir geeignetes W @ R x W, die dadurch charakterisiert wird, daB fiir jedes
q € W die Menge I, = {t € R | (t,q) € W} ein Intervall ist und die Abbil-
dung I, — W, t — ¢x(t,q) die maximale Integralkurve des Vektorfelds X
durch den Punkt q.

Bemerkung 3.8.2. Wir schreiben statt ¢x(t,q) auch
X'q

fiir die Stelle, an der der Punkt ¢ landet, wenn er sich fiir die Zeitspanne t
mit dem Flufl zum Vektorfeld X treiben laft.

Proposition 3.8.3 (Bedeutung der Lie-Klammer von Vektorfeldern).

Seien X, Y stetig differenzierbare Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge
W eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V. Gegeben p € W qilt
unter der natirlichen Identifikation des Tangentialraums T,W mit dem Vek-
torraum V die Gleichung

) 1
(X, Y], = lim;_ 2 (Ytti — Xthp)

Bemerkung 3.8.4. Die Lie-Klammer zweier Vektorfelder mifit also, inwieweit
die zugehorigen Fliisse “kommutieren”, d.h. welchen Unterschied es macht,
ob sich ein gegebener Punkt fiir ein festes kleines Zeitintervall erst mit dem
einen und dann mit dem anderen Vektorfeld treiben l&8t oder umgekehrt.

Beweis. Wir wahlen einen Isomorphismus V' = R™ und nennen die Koordi-
naten vy, ...,v,. Wir diirfen p = 0 annehmen. Um nun ?? anzuwenden, be-
trachten wir den FluB ¢ x von X und entwickeln ¢ = (id, px) : W — RxV in
eine Taylorreihe um den Ursprung. Der konstante Term ist dann Null und der
lineare Term ist das Differential, das sich mithilfe der partiellen Ableitungen
als die lineare Abbildung

L= d(07p)77/) : (t,U) — (t,v + tXp)

entpuppt. Geben wir den entsprechenden Abbildungen zu Y einen Hut, so
folgt L o L = LoL und die Taylorreihe von 1/) Y — 1o 1/) beginnt erst
mit quadratischen Termen. Es gilt nun, bei diesen quadratischen Termen
zu zeigen, daff der Koeffizient von ¢* als V-Komponente gerade [X, Y], hat.
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Dazu berechnen wir den quadratischen Tell der Taylorreihe von 1. Da v auf
0 x W die Identitédt induziert, haben wir a a -|(0,p) = 0. Weiter ergibt sich

o

e =(1,X)

2
0% _(an

ov;0t 8_1;,) auf der Hyperebene ¢ = 0.

Die zweite partielle Ableitung nach der ZeitQmiissen wir zum Gliick nicht
explizit kennen, wir setzen deshalb einfach %TZ’ = (0,¢) € R x V fiir ihren
Wert bei (0,p) = (0,0). Der quadratische Teil der Taylorreihe von 1 ergibt

sich damit zu
0X c
- (t 0, —| vt + =t

Der Koeffizient von * in der V-Komponente von (L + Q) o (L + Q) ist also
der Koeffizient von #? in der V-Komponente von L o Q +Qo L und ergibt
sich zu . ax
¢
= —Y;
+ a0, +

wobei wir das Auswerten von Vektorfeldern und ihren partiellen Ableitungen
und Komponenten an p nicht mehr explizit notiert haben. In der Differenz
ergibt sich also ) Xig Y- wie gewiinscht. O

Satz 3.8.5. Gegeben ein C"O-Vektorfeld auf einer C'°°-Mannigfaltigkeit, das
an einer festen Stelle nicht verschwindet, finden wir stets Koordinaten um
besagte Stelle derart, daff unser Feld in diesen Koordinaten die Gestalt 0/0x4
hat.

Beweis. Noch einfiigen und an Analysis anschlielen. O

Proposition 3.8.6 (iiber kommutierende Vektorfelder). Zwei Vektor-
felder auf einer Mannigfaltigkeit kommutieren genau dann, wenn ihre Flisse
kommutieren.

Beweis. Kommutieren die Fliisse, so auch die Vektorfelder nach 3.8.3. Kom-
mutieren umgekehrt die Vektorfelder und wéhlen wir Koordinaten so, dafl
das erste Vektorfeld gerade 8%1 wird, so hat das zweite Vektorfeld die Ge-

stalt a28%2 + ...+ an£ wobei ao, ..., a, konstant sind in z;. Der Fluf} des
zweiten Feldes ist also invariant unter Verschiebung in die x;-Richtung, d.h.
unter dem Fluss des ersten Feldes. O

Ubung 3.8.7. Gegeben paarweise kommutierende Vektorfelder, die an einer
gegebenen Stelle linear unabhéngig sind, finden wir stets eine Karte um diese
Stelle, in der unsere Vektorfelder die Gestalt 8%1, cee % haben.
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3.9 Tannaka-Krein-Dualitat

Satz 3.9.1. Sei G C GL(n;R) eine kompakte Untergruppe. So gibt es Poly-
nome in den Matrizeintrigen fi,..., f. € R[X;;] mit

G={AeMnhxnmR)| f,(A)=0firv=1,...,r}

Bemerkung 3.9.2. Dieser Satz ist eine erste Formulierung der Erkenntnis, dafl
kompakte Liegruppen recht eigentlich algebraische Objekte sind.

Beweis. Wir betrachten wie in 7?7 die Zariski-Topologie auf M(n x n;R)
und miissen in den dort eingefithrten Notationen nur zeigen G = G, wobei
sich der Abschluf} auf die Zariski-Topologie von M (n x n;R) bezieht. In der
Tat bedeutet diese Gleichung gerade, dafl G die Nullstellenmenge seines Ver-
schwindungsideals ist, in Formeln G = Z(I(G)), und da das Verschwindungs-
ideal I(G) von G endlich erzeugt sein mufl in R[X;;] nach dem Hilbert’schen
Basissatz, sagen wir von Erzeugern fi, ..., f,, folgt G = Z(f1,..., f).

Warum aber ist G' Zariski-abgeschlossen? Zunéchst einmal zeigen wir da-
zu, daB mit einer metrisch kompakten Untergruppe G C GL(n;R) auch
ihr Zariski-Abschlu8 G eine metrisch kompakte Untergruppe von GL(n;R)
ist. Indem wir ein invariantes Skalarprodukt wéhlen, diirfen wir ja ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit G C O(n) annehmen, woraus folgt G C O(n).
Folglich ist G auch metrisch kompakt. Weiter ist mit G auch G stabil unter
dem Transponieren von Matrizen und enthélt folglich mit jedem Element
auch sein Inverses. Und schlielich impliziert A € G sofort A -G C G und
A -G C G und dann folgt aus B € G bereits G- B C Gundso G-B C G
und wir erkennen, daB G unter der Matrixmultiplikation abgeschlossen ist.
Mithin ist G C GL(n;R) auch eine metrisch kompakte Untergruppe. Nach
?? haben wir nun ~

R[X;]/1(G) = R(GiR)
I l
R[X;]/1(G) = R(GiR)

und die Restriktion von G auf G induziert eine Bijektion zwischen den Rium-
en der Matrixkoeffizienten auf beiden Gruppen. Dasselbe folgt fiir komplex-
wertige Matrixkoeffizienten. Nun ist aber eine Darstellung V' derart, daf} die
Matrixkoeffizienten Abbildung V* ®@c V' — C(G) injektiv ist, nach 77 be-
reits irreduzibel. Es folgt, daf die Restriktion von G auf G eine Bijektion
zwischen den Isomorphieklassen einfacher stetiger Darstellungen von unse-
ren beiden Gruppen liefern mufl. Damit folgt, dafl unter unserer Restriktion
R(G) = R(G) auch mit den normierten invarianten Integralen auf G bzw. G
vertréglich sein mufl. Dann muf3 aus Stetigkeintsgriinden auch die Restrikti-

on C(G) — C(G) mit den normierten invarianten Integralen vertréiglich sein,
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und das ist der gewiinschte Widerspruch, denn es gibt sicher f : G — R nicht
null und nichtnegativ mit f|g = 0. O

3.10 Quotientenkonstruktion

Satz 3.10.1 (Quotientenkonstruktion). Sei G eine Liegruppe und H C G
eine abgeschlossene Untergruppe.

1. Versehen mit der finalen Struktur eines R-geringten Raums fiir die
Projektion m: G — G/H wird G/H eine C*°- Mannigfaltigkeit.

2. Wir erhalten so die einzige Struktur einer C*°-Mannigfaltigkeit auf der
Menge G/H derart, dafi m1 : G — G/H eine C*-Abbildung ist mit
surjektivem Differential an jeder Stelle.

3. Jeder Punkt von G/H besitzt eine offene Umgebung U derart, daff m
tiber U einen C°°-Schnitt besitzt. Fiir jeden solchen Schnitt s : U — G
ist die Abbildung U x H — G, (z,h) — s(z)h eine offene Finbettung
von C*°-Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Nach 77 ist der Quotient mit seiner Quotiententopologie schon ein-
mal Hausdorff. Wir wéhlen nun ein Vektorraumkomplement V' C Lie G von
Lie H und betrachten die Abbildung

v: VXH — G
(X,h) — (expX)h

Sicher ist ihr Differential in (0, 1) bijektiv, folglich gibt es offene Umgebungen
A @ V von Null und B @ H von 1 derart, dal ¢ eine offene Einbettung von
C>-Mannigfaltigkeiten

p: AXB—=G

induziert. Nun ist ganz allgemein ¢(X1, h1) = ¢(Xs, ho) gleichbedeutend zu
exp(Xs) ' exp(X1) = hohy!. Sicher kénnen wir A so verkleinern, daf fiir
X1, X, € A gilt

exp(Xa) lexp(X;) € H = exp(Xy) 'exp(X,) € B

Dann folgt aber fiir X;, Xo € A und beliebige hq, hy € H aus ¢(Xq,hy) =
©(Xo, hy) erst h = hohy' € B und dann wegen exp(X;) = exp(Xy)h weiter
h = hghl_l = 1 und X; = X,. Mithin induziert ¢ fiir das so verkleinerte A

eine Injektion
0: AxH<—G
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Mit Rechtsverschiebung durch h € H erkennen wir, daf§ ihr Differential an
jeder Stelle bijektiv ist. Folglich ist diese Injektion eine offene Einbettung
von C*°-Mannigfaltigkeiten und liefert wegen ?? auch eine offene Einbettung
von R-geringten Raumen A — G/H. Verkniipfen wir diese Einbettung mit
den Automorphismen (g-) : G/H — G/H, so erkennen wir, da} G/H in
der Tat eine C*°-Mannigfaltigkeit ist und folgern auch die dritte Aussage
des Satzes sofort. Es bleibt, Teil 2 zu zeigen. Dafl fiir unsere Struktur auf
G/H das Differential stets surjektiv ist, folgt aus 3. Bezeichnet umgekehrt
X die Menge G/H mit einer Struktur von C*°-Mannigfaltigkeiten so dafl
7 : G — X eine C*°-Abbildung ist und d,m surjektiv fiir alle g € G, so
induziert unsere Injektion ¢ : A x H — G eine injektive C'°°-Abbildung
A — X mit surjektivem Differential an jeder Stelle. Eine Abbildung von
Mannigfaltigkeiten ohne Rand mit surjektivem Differntial an jeder Stelle ist
aber notwendig offen, und ist unsere Abbildung auch noch injektiv, so muf
ihr Differential an jeder Stelle bijektiv sein. Folglich ist A <— X eine Karte
und es folgt X = G/H. O

Proposition 3.10.2. Sei G ein Liegruppe und H C G eine zusammenhdngen
de abgeschlossene Untergruppe. So gibt es auf G/H genau zwei G-invariante
Orientierungen.

Beweis. Wir wahlen eine Orientierung auf 7.5 (G/H). Fiir jedes g € G liefert
Verschieben mit g eine Orientierung auf 7,5 (G/H). Diese Orientierung hingt
nur von der Nebenklasse gH ab, da Verschieben mit h € H die Orientierung
auf T.n(G/H) erhélt. Mithilfe lokaler Schnitte der Projektion G — G/H
erkennt man leicht, dal unsere Orientierungen auch stetig vom Fafipunkt
abhéngen. O

3.11 Abelsche Liegruppen

Lemma 3.11.1. Fir eine zusammenhdngende Liegruppe G sind gleichbedeu-
tend: (1) Die Liegruppe G ist abelsch, (2) ihre Liealgebra Lie G ist abelsch
und (3) die Ezponentialabbildung definiert einen Gruppenhomomorphismus
LieG — G.

Beweis. Wir beginnen mit 1 < 2 und bemerken dazu, daf fiir jede zusam-
menhéngende Liegruppe gilt

G abelsch & Intg=id: G — G V geG
< Adg=id: LieG — LieG V geG
< adX =0:LieG— LieG V X €LieG
< [X,)Y]=0 VXY € LieG
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wobei wir zweimal verwnden, dafl ein Homomorphismus von einer zusam-
menhédngenden Liegruppe in eine weitere Liegruppe bereits durch sein Dif-
ferential beim neutralen Element eindeutig festgelegt wird. Fiir 1 = 3 be-
merken wir, daf§ fiir abelsches G und X,Y € LieG beliebig ja auch t —
exp(tX)exp(tY) ein Gruppenhomomorphismus R — G ist, und berechnen
wir seine Geschwindigkeit bei t = 0, so folgt exp(tX)exp(tY) = exp(t(X +
Y)) fiir alle t € R und damit exp(X +Y) = exp(X) exp(Y). Fiir 3 = 1 be-
achten wir, dafl exp(Lie G) unter unseren Voraussetzungen eine Untergruppe
von G sein muB, die offen ist, da sie eine offene Umgebung des neutralen Ele-
ments umfafit. Wegen G zusammenhéngend folgt daraus exp surjektiv und
G abelsch. m

Proposition 3.11.2 (Abelsche Liegruppen). Jede zusammenhingende
abelsche Liegruppe ist isomorph zu genau einer Gruppe der Gestalt

Sl ... xS'"xRx...xR

Beweis. Sei G unsere Liegruppe. Nach 7?7 induziert die Exponentialabbildung
einen Diffeomorphismus

Lie G/ ker(exp) = G

und ker(exp) C LieG ist eine diskrete Untergruppe. Nun kann man 3.11.5
anwenden. O

Bemerkung 3.11.3. Eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist diskret
genau dann, wenn es eine Umgebung des neutralen Elements gibt, die unsere
Untergruppe nur im neutralen Element trifft. Eine diskrete Untergruppe der
additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sicher
abgeschlossen, da fiir eine beliebig vorgegebene Norm jede Cauchy-Folge in
unserer diskreten Untergruppe bis auf endlich viele Glieder konstant sein
muf.

Ubung 3.11.4. Eine diskrete Untergruppe einer Hausdorff’schen topologi-
schen Gruppe ist stets abgeschlossen.

Satz 3.11.5 (Gitter in reellen Vektorrdumen). FEine Untergruppe der
additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist diskret
genau dann, wenn sie als Untergruppe von linear unabhdngigen Vektoren
unseres Raums erzeugt wird.

Beweis. Wir versehen unseren endlichdimensionalen reellen Vektorraum V'
mit einem Skalarprodukt (, ) und argumentieren durch Induktion iiber die
Dimension. Sicher trifft unsere Untergruppe L C V jedes Kompaktum in
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einer endlichen Menge. Ist L trivial, so ist der Satz klar. Sonst finden wir in
L\O einen Vektor v kiirzester Lénge. Wir bezeichnen dann mit p : V' — vt
die orthogonale Projektion und behaupten, dal p(L) auch diskret ist. Sonst
finden wir ndmlich in p(L)\0 Vektoren von beliebig kleiner Lange. Gegeben
a € p(L) hat jedoch sein Urbild in L die Gestalt

pa)NL=a+cv+Zv mit |¢] < 1/2

Insbesondere hat a + cv die quadrierte Lénge [a+ cv||* = [|a||? + 1||v/|?, und
fiir 0 < ||a|| < § erhielten wir Vektoren in L\0, die noch kiirzer wéren als v.
Dieser Widerspruch zeigt, dafi p(L) diskret liegen muf. Nach Induktionsan-

nahme finden wir also linear unabhiingige v, ..., %, € v*, die p(L) erzeugen.
Sind v; € L Urbilder der v;, so sind v, vy, ..., v, linear unabhéngig in V' und
erzeugen L. O

Lemma 3.11.6. Seien K D N eine kompakte Liegruppe und eine abgeschlos-
sene normale Untergruppe. Sind N und K/N Tori, so ist auch K ein Torus.

Beweis. Wére K nicht zusammenhéngend, so konnte auch K/N nicht zu-
sammenhéngend sein. Also ist K zusammenhéngend und wir miissen nur
zeigen, daf} seine Liealgebra abelsch ist. Nun gibt es aber auf Lie K ein K-
invariantes Skalarprodukt, und das liefert eine Zerlegung von Lie K in ein
Produkt von Unteralgebren

Lie K = Lie N @ (Lie N)*

Die Projektion definiert nun aber offensichtlich einen Isomorphismus von
Liealgebren (Lie N)* = Lie(K/N) woraus folgt, dal Lie K abelsch ist. [

Definition 3.11.7. Eine topologische Gruppe heifit topologisch zyklisch
genau dann, wenn es ein Element darin gibt, dessen Erzeugnis dicht liegt.
Solch ein Element heifit dann ein topologischer Erzeuger.

Bemerkung 3.11.8. Jede topologisch zyklische Hausdorffsche Gruppe ist kom-
mutativ. Ist allgemeiner G eine Hausdorffsche topologische Gruppe und A C
G eine abelsche Untergruppe, so ist auch ihr Anschlu8 A abelsch. In der Tat
folgt aus aba~'b~! = 1 fiir alle a, b € A dasselbe zuniichst fiir allea € A,b € A
und dann fiir alle a,b € A. n

Satz 3.11.9 (Topologisch zyklische Liegruppen). Fine Liegruppe ist
topologisch zyklisch genau dann, wenn sie isomorph ist zu Z oder zu einem
Produkt einer endlichen zyklischen Gruppe mit einem kompakten Torus. Eine
kompakte Liegruppe ist topologisch zyklisch genau dann, wenn sie abelsch ist
mat zyklischer Komponentengruppe.
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dafl jeder kompakte Torus topologisch zyklisch
ist. Genauer zeigen wir, daB fiir a = (ay, ..., a) € R¥ gleichbedeutend sind:

(1) @ € R*/Z* ist kein topologischer Erzeuger;
(2) Die Elemente 1, a4, ..., a; sind linear abhéngig tiber Q;

(3) Es gibt ¢ : R¥/Z* — R/Z einen surjektiven stetigen Gruppenhomo-
morphismus mit p(a) = 0.

Hier ist (3) = (1) offensichtlich und (1) = (3) ergibt sich, da der Quotient
nach dem Abschlufl des Erzeugnisses von a ja nach 3.11.2 ein nichttrivialer
Torus sein mufl. Weiter mufl jeder Morphismus wie in (3) die Gestalt

(bl,...,bk)|—>nlbl+...+nkbk

haben fiir geeignete nq,...,n; € Z, nicht alle Null wegen der Surjektivitét,
und ¢(a) = 0 bedeutet dann nya; + . .. +ngap = ng fiir ein ng € Z und damit
(2). Dasselbe Argument zeigt aber auch (2) = (3). Damit ist in der Tat jeder
kompakte Torus topologisch zyklisch. Es ist dann auch klar, daf alle im Satz
angegebenen Gruppen topologisch zyklisch sind. Ist umgekehrt G topologisch
zyklisch und G° seine 1-Zusammenhangskomponente und betrachten wir die

kurze exakte Sequenz
G°— G — G/G°

so ist offensichtlich G/G° zyklisch und aus G/G° = Z folgt G° = 1. Haben
wir dahingegen G/G® = Z/mZ fiir m > 1, so ist G° ein Torus, und wihlen
wir ein Urbild ¢ € G von 1 € Z/mZ und suchen a € G° mit a™ = g™, so
liefert 1 — a~'g eine Spaltung ?? unserer Sequenz. O

73



4 Kompakte Liegruppen

4.1 Maximale Tori

Bemerkung 4.1.1. Eine kompakte zusammenhédngende abelsche Liegruppe
heifit ein Torus oder genauer ein kompakter Torus. Nach 3.11.2 ist jeder
Torus isomorph zu einem Produkt von endlich vielen Kopien der Kreislinie
S!. Unter einem Torus in einer topologischen Gruppe verstehen wir stets eine
Untergruppe, die mit der induzierten Topologie ein Torus ist. Unter einem
maximalen Torus verstehen wir einen Torus, der nicht in einem anderen
Torus echt enthalten ist.

Satz 4.1.2 (iiber maximale Tori). In einer kompakten zusammenhdngen-
den Liegruppe gehort jedes Element zu einem mazximalen Torus und je zwei
mazximale Tori sind konjugiert.

Beweis. Seien G D T unsere zusammenhéngende kompakte Liegruppe und
ein maximaler Torus. Wir zeigen im folgenden

G=|Jgrg™
geG

Der Satz folgt, denn ist dann S C G ein weiterer maximaler Torus, so finden
wir insbesondere fiir jeden topologischen Erzeuger s € S ein g € G mit
s € ¢gT'g~! und damit S C ¢gT¢ ! und so S = ¢gT'g~'. Es bleibt also wie
oben in Formelsprache behauptet zu zeigen, daf die Konjugierten eines festen
maximalen Torus bereits die ganze Gruppe iiberdecken. Das zeigen wir durch
vollstandige Induktion iiber die Dimension unserer Gruppe. Ist Z C G das
Zentrum und Z° seine Einszusammenhangskomponente, so ist sicher T'Z°
ein Torus und es folgt 7" D Z°. Nach 3.11.6 ist dann auch 7//Z° C G/Z° ein
maximaler Torus, und ist Z° nicht trivial, so folgt unsere Behauptung aus
der Induktionsvoraussetzung. Wir diirfen also Z° trivial alias Z diskret und
damit endlich annehmen. Unter dieser Voraussetzung behaupten wir nun

Ul -2)g7"'=G-2 (%)
geG

Haben wir das gezeigt, so gehen wir auf beiden Seiten zum Abschlufl iiber
und sind fertig, da e gTg~! stets abgeschlossen ist als Bild einer stetigen
Abbildung G x T" — G. Besteht G nur aus einem Punkt, so ist diese letzte
Behauptung (*) eh klar. Als zusammenhéngende Liegruppe mit diskretem
Zentrum hat sonst GG mindestens die Dimension zwei und insbesondere ist
mit G auch G — Z zusammenhéngend. Es reicht also, wenn wir zeigen, daf3

U -2)g"

geqG
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sowohl offen als auch abgeschlossen ist in G — Z. Daf} es abgeschlossen ist in
G — Z erkennen wir daraus, daf§ ja gilt

UgTr-2)g"=JgTg "' -2

geqG geG

Um zu zeigen, dafl es auch offen ist, miissen wir nur fiir jeden Punkt t €
T — Z nachweisen, daf§ eine ganze Umgebung zu U, 9(T — Z) g~ ! gehort.
Da ¢ nicht zum Zentrum von G gehort, diirfen wir auf die Einszusammen-
hangskomponente seines Zentralisators K = Z¢(t)° die Induktionsvorausset-
zung anwenden und finden K = gk ¢T¢g~! und natiirlich auch K — Z =
Uger 9(T — Z)g~". Nun betrachten wir die Abbildung

Gx(K—2) — G
(9, k) — gkg™!

und sind fertig mit dem Umkehrsatz, wenn wir nur zeigen konnen, dafl sie
an der Stelle (1,t) surjektives Differential hat. Gleichbedeutend kénnen wir
natiirlich zeigen, daf die Abbildung G x K — G, (g,k) +— t 'gtkg™" an
der Stelle (1,1) surjektives Differential hat. Nun ist aber dieses Differential
gerade die Abbildung

LieG x Lie K — LieG
(z,y) = (Adt (@) +y—z

und nach 2.4.4 wissen wir um die Gleichung
Lie K = ker(Adt — id) = ker(Ad ¢! —id)

Andererseits ist Ad¢ und ebenso (Ad¢)~! — id {iber C diagonalisierbar, und
fiir jeden diagonalisierbaren Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
reellen oder komplexen Vektorraums V' gilt V' = ker f & im f. Das zeigt die
Surjektivitit des Differentials. m

Korollar 4.1.3. In einer kompakten zusammenhdngenden Liegruppe ist das
Zentrum der Schnitt aller maximalen Toru.

Beweis. Jedes Element des Zentrums liegt in einem maximalen Torus, also
in jedem dazu konjugierten Torus, also in jedem maximalen Torus. Liegt
umgekehrt ein Element in jedem maximalen Torus, so kommutiert es mit
jedem Element jedes maximalen Torus. O

Proposition 4.1.4. In einer zusammenhdngenden kompakten Liegruppe ist
der Zentralisator eines Torus stets zusammenhdngend.
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Beweis. Sei G unsere Gruppe, S C G unser Torus und x € Zg(S) ein Ele-
ment seines Zentralisators. Sicher ist B = (x,S) abelsch und kompakt und
B/ B¢ ist topologisch erzeugt von T und mithin zyklisch. Damit ist aber B
topologisch zyklisch nach 3.11.9 und liegt folglich in einem maximalen Torus
von G. Wir folgern, da8 Z;(S) die Vereinigung aller maximalen Tori von G

ist, die S enthalten. O

Korollar 4.1.5. In einer zusammenhdngenden kompakten Liegruppe ist der
Zentralisator eines Flements der Liealgebra stets zusammenhdngend.

Bewers. Der Zentralisator eines Elements der Liealgebra fillt zusammen mit
dem Zentralisator der Gerade durch besagtes Element, dann auch mit dem
Zentralisator ihres Bildes unter der Exponentialabbildung, und dann schlie3-
lich auch mit dem Zentralisator des Abschlusses dieses Bildes. Dieser Ab-
schluf} aber ist eine kompakte abelsche Liegruppe, als da heifit ein Torus. [J

4.2 Starrheit von Tori und die Weylgruppe

Bemerkung 4.2.1. Die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen von ei-
ner topologischen Gruppe G nach S* notieren wir mit

X (G) = Grpto(G, SY)

Offensichtlich bildet X (G) eine Untergruppe der Einheitengruppe des Rings
Top(G, C) mit seiner punktweisen Verkniipfung. Wir notieren jedoch die Ver-
kniipfung in X (G) additiv in der Hoffnung, dafi das anschaulicher wirkt, und
schreiben Elemente A\ € X (G) in der Form e*, wenn wir sie als komplexwer-
tige Funktionen auffassen und insbesondere, wenn wir sie als komplexwertige
Funktionen addieren wollen, so daf also im Ring Top(G, C) gilt e** = et et .
Gegeben ein stetiger Homomorphismus topologischer Gruppen ¢ : G — H
induziert das Verkniipfen mit ¢ natiirlich einen Homomorphismus von addi-

tiven Gruppen
X(H) — X(G)

Lemma 4.2.2. Ist G eine topologische Gruppe und H ein Torus, so induziert
die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

Grpto(G, H) = Ab(X(H), X(Q))

Beweis. Gilt die Aussage fiir zwei Tori H; und Hs, so auch fiir ihr Produkt
H = H, x H,. Es reicht also, den Fall H = S!' zu priifen, und der ist
evident. O]
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Sollte auch zeigen fir H beliebige kompakte abelsche Liegruppe. Dann X
kontravariante Aquivalenz von Kategorien. Verallgemeinerung Pontrjagin-
Dualitdt.

Proposition 4.2.3 (Starrheit von Tori). Seien S und T kompakte Tori
und ¢ : X — Grp(S,T) eine durch einen zusammenhdingenden topologischen
Raum X parametrisierte Familie von Gruppenhomomorphismen, die stetig
ist in dem Sinne, daf$ die induzierte Abbildung X x S — T stetig ist. So ist
© konstant.

Bemerkung 4.2.4. Die Proposition gilt mit demselben Beweis fiir beliebige
kompakte abelsche Liegruppen, aber der Fall von Tori ist im Weiteren be-
sonders wichtig.

Beweis. Gegeben xz € X bezeichnen wir den zugehorigen Homomorphismus
mit ¢, : S — T. Fiir beliebige s € S, t € T ist natiirlich

Xa={rv € X|p.s) =t}

abgeschlossen in X. Fiir n > 1 und eine beliebige Gruppe G betrachten wir
nun die Menge G[n] = {g € G | ¢" = 1} aller Elemente, deren Ordnung n
teilt. In unserem Fall sind S[n| und T'[n]| endlich und jeder Gruppenhomo-
morphismus schickt natiirlich S[n] nach T'[n]. Gegeben s € S[n] und ¢ € T'[n|
ist also X auch offen in X. Da X zusammenhéngend ist, haben wir mithin
0s(s) = py(s) Va,y € X,s € S[n]. Da das nun fiir alle n > 1 gilt und da
die Vereinigung der S[n| dicht liegt in S, folgt v, = ¢, Vz,y € X. O

Korollar 4.2.5. Fiir jeden Torus S in einer topologischen Gruppe G liegt die
FEinszusammenhangskomponente des Normalisators bereit im Zentralisator,
in Formeln

(NGS)O C ZaS

Beweis. Wir wenden die vorhergehende Proposition 4.2.3 an auf die Abbil-
dung ¢ : (NgS)° — Grp(S,S), g — intg und folgern int g konstant, also
int g = int e = idg fiir alle g € (NgS)°. O

Proposition 4.2.6. Der Zentralisator eines maximalen Torus in einer kom-
pakten Liegruppe hat als Einszusammenhangskomponente genau den besagten
Torus selbst. Ist unsere kompakte Liegruppe zusammenhdngend, so ist jeder
mazximale Torus sogar sein eigener Zentralisator.

Beweis. Sei G unsere kompakte Liegruppe und T' C G ein maximaler Torus.
In Formeln behauptet die Proposition Z5(7T')° = T'. Sicher reicht es zu zeigen
Lie Zg(T) = LieT. Fiir jedes = € Lie Zg(T) ist aber R x T' — @G, (a,t) —
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exp(az)t ein Gruppenhomomorphismus, und hétten wir x ¢ LieT', so wére
das Bild dieses Gruppenhomomorphismus eine zusammenhéngende abelsche
Untergruppe von G, die T' echt umfaft. Der Abschluf3 dieses Bildes wére dann
auch noch kompakt und damit ein Torus, der T echt umfafit, im Widerspruch
zur Wahl von T'. Ist G zusammenhéngend, so ist der Zentralisator jedes Torus
zusammenhingend nach 4.1.4. [

Korollar 4.2.7. Ist G eine kompakte Liegruppe und T C G ein mazximaler
Torus, so ist die Weylgruppe W = (NgT')/T endlich.

Bweis. Wir wissen (NgT')° = (Z5T)° = T nach 4.2.5 und 4.2.6, folglich ist
(ZT)/T diskret. Diese Gruppe ist jedoch auch kompakt. H

4.3 Kompakte Liegruppen vom Rang Eins

Ubung 4.3.1. Die maximalen abelschen Unteralgebren der Liealgebra einer
kompakten Liegruppe sind genau die Liealgebren der maximalen Tori.

Satz 4.3.2. Jede kompakte zusammenhdngende Liegruppe mit eindimensio-
nalem mazimalen Torus ist isomorph zu SO(3),SU(2) oder S*.

Beweis. Sei G unsere Gruppe. Wir nehmen dim G > 1 an und miissen zeigen,
daB G isomorph ist zu SO(3) oder zu SU(2). Wir folgern zunéchst dim G' = 3.
Sei dazu T' C G ein maximaler Torus und g = Liec G die komplexifizierte
Liealgebra. Die komplexe Konjugation induziert eine schieflineare Involution
c: g — g, deren Invarianten genau die urspriingliche Liealgebra Lie G selber
sind. Jetzt zerlegen wir g unter dem Torus als

o= P ¢
)

aeX(T

Man priift sofort [g*, g°] C g**”, da die Lieklammer stets einen Homo-
morphismus von Darstellungen g ®c g — g liefert. Man priift auch sofort
c(g*) = g~ %, denn fiir x € g* und alle ¢t € T" haben wir notwendig

(Adt)(c(z)) = c(Adt)x

I
O
—~
VQ
—~
~
~— ~
8

Da LieT' C Lie G wegen 4.3.1 eine maximale kommutative Unteralgebra ist,
haben wir weiter g° = Liec T. Ist die Dimension unserer Gruppe groBer als
Eins, so gibt es folglich mindestens ein a € X (7T") mit g* # 0. Jetzt wihlen
wir einen Erzeuger v der Charaktergruppe X (7') unseres maximalen Torus

78



und m > 0 kleinstmdoglich mit g™ # 0. Wéhlen wir dann z € g™ von Null
verschieden, so haben wir [z, c(x)] # 0, da sonst die c-Invarianten in Cx @&
Cc(z) eine zweidimensionale abelsche Unteralgebra von Lie G aufspannten im
Widerspruch zu 4.3.1. Also ist [z, ¢(z)] eine Basis von g°. Jetzt betrachten
wir in g den Untervektorraum

V =Cc(z) @ @gm

n>0

Er ist offensichtlich stabil unter ad x und ad ¢(z), folglich hat ad[z, ¢(x)] und
damit ad(H) fir alle H € Liec T Spur Null auf V. Bezeichnen wir der Ein-
fachheit halber das Differential von v auch mit v : LieT — C, so erhalten
wir fiir alle H € LieT" damit

0=tr(ad H:V — V) = —my(H) + > ny(H) dime(g")

n>0

und daraus folgt sofort dim g™ = 1 und dimg™ = 0 fiir n > 0 mit n #
m. Wenden wir dieselbe Uberlegung mit —y an statt mit 7, so erhalten
wir dime g = 3 wie gewiinscht. Wir erhalten zusétzlich, dafl Lie G triviales
Zentrum hat, da wir mit LieT ja eine eindimensionale maximale abelsche
Unteralgebra kennen, die nicht zentral ist. Die adjungierte Darstellung

G — GL(LieG)

hat also injektives Tangential, und wéhlen wir ein invariantes Skalarprodukt
auf Lie G, so hat durch Dimensionsvergleich der induzierte Homomorphismus

G — SO(Lie G)

bijektives Tangential beim neutralen Element und ist folglich eine stetige
Surjektion mit diskretem, also endlichem Kern. Ist sie ein Isomorphismus, so
sind wir fertig. Sonst hat G mehr irreduzible Darstellungen als SO(3), we-
gen der Klassifikation der Darstellungen der Liealgebra also eine irreduzible
Darstellung gerader Dimension. Darin ist die von exp(Lie GG) erzeugte Unter-
gruppe aber nach ?? isomorph zu SU(2) und wir erhalten so einen stetigen
Gruppenhomomorphismus G — SU(2). Dieser muf bijektiv sein, da sonst
G mehr einfache Darstellungen besitzen miifite als SU(2), und die einfachen
Darstellungen der SU(2) liefern bereits alle einfachen endlichdimensionalen
Darstellungen seiner komplexifizierten Liealgebra. O
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4.4 Klassifikation kompakter Liegruppen, Schrott

Satz 4.4.1. Jede kompakte Untergruppe einer GL(n,R) ist eine Unterman-
nigfaltigkeit ohne Rand des R™™ und kann beschrieben werden als die si-
multane Nullstellenmenge einer endlichen Familie von Polynomen in den
Matrixeintrdgen.

Bemerkung 4.4.2. In Formeln gibt es also fiir jede kompakte Untergruppe
K C GL(n,R) Polynome fi,...,f, € R[Xj;]i,_; in den n* Verinderlichen
X;; derart, daBB gilt K = {A e M(nxn,R) | fi(A)=...= f.(A) =0}. Zum
Beispiel ist die orthogonale Gruppe O(n) = {A € GL(n,R) | AAT = E} die

simultane Nullstellenmenge der n? Polynome
Xrles + XTQXQS + ...+ Xrans — 57’5 fir 1 S r,s S n.

Bemerkung 4.4.3. Fiir diejenigen, die bereits etwas iiber Spiegelungsruppen
Bescheid wissen, sei hier kurz der Zusammenhang angerissen. Bezeichne S! =
{# € C| |#| = 1} den Einheitskreis.

Satz 4.4.4. Sei K C GL(n,R) eine kompakte Untergruppe.

1. Jede zusammnenhdingende kommutative Untergruppe von K laf$t sich
zu einer mazimalen zusammenhdngenden kommutativen Untergruppe
von K wvergrofiern.

2. Je zwer maximale kommutative zusammenhdngende Untergruppen T" C
K sind zueinander konjugiert und es existieren fiir sie stetige Gruppe-
nisomorphismen S' x ... xS' = T. Man nennt diese Untergruppen die
maximalen Tori von K.

3. In der abelschen Gruppe Top(T,S*) aller stetigen Abbildungen von T
nach S ist die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen eine end-
lich erzeugte Untergruppe X (T) = 7Z X ... X Z.

4. Bezeichnet N = Ng(T) den Normalisator von T in K, so operiert
N auf X(T') und sein Bild ist eine endliche Gitterspiegelungsgruppe
W C Ab*(X(T)).

5. Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion

Kompakte zusammen- Endliche Gitterspiegelungsgrup-
-hingende Liegruppen, = -pen mat stabiler Wurzelwahl,
bis auf Isomorphismus bis auf Isomorphismus
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4.5 Klassifikation kompakter Liegruppen

Definition 4.5.1. Unter einer Gitterspiegelung verstehen wir einen Au-
tomorphismus einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe derart, dafl
sein Quadrat die Identitdt ist und die Untergruppe der Elemente, die auf
ihr Negatives gehen, unendlich zyklisch. Unter einer Wurzel zu einer Gitter-
spiegelung verstehen wir ein Element unserer abelschen Gruppe derart, dafl
sich jeder Punkt von seinem Spiegelbild um ein ganzzahliges Vielfaches des
besagten Elements unterscheidet.

Bemerkung 4.5.2. Ist s : X — X eine Gitterspiegelung und o € X eine
Wurzel dazu, so gibt es natiirlich genau eine Linearform oV : X — Z mit

sA=X—{(a" Na Ve X

Diese Linearform o heifit die Kowurzel zur Wurzel a. Natiirlich gilt stets
(oY, a) = 2. Weiter ist das Negative einer Wurzel zu einer Spiegelung stets
wieder eine Wurzel zu derselben Spiegelung, und zu jeder Spiegelung gibt
es mindestens zwei und hochstens vier Wurzeln: Genauer sind die beiden
Erzeuger der unendlich zyklischen Gruppe X ~° aller Vektoren A € X mit
sA = —A stets mogliche Wurzeln, und nehmen die zugehorigen Kowurzeln
auf X nur gerade Werte an, so sind die Doppelten besagter Erzeuger auch
noch mogliche Wurzeln. Damit sind aber auch bereits alle Moglichkeiten aus-
geschopft. Im iibrigen ist die Transponierte einer Gitterspiegelung stets auch
eine Gitterspiegelung und jedes Paar von Wurzel und Kowurzel zu unserer
Spiegelung ist ein Paar von Kowurzel und Wurzel zu ihrer Transponierten.

Definition 4.5.3. Eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine endli-
che Gruppe von Automorphismen eines Gitters, die von Spiegelungen erzeugt
wird. Eine stabile Wahl von Wurzeln fiir eine endliche Gitterspiegelungs-
gruppe ist eine Teilmenge unseres Gitters, die (1) stabil ist unter unserer
Spiegelungsgruppe, die (2) aus Wurzeln zu Spiegelungen unserer Spiegelungs-
gruppe besteht und die (3) zu jeder Spiegelung unserer Spiegelungsgruppe ge-
nau zwei Wurzeln enthélt, die dann natiirlich zueinander invers sein miissen.

Satz 4.5.4 (Klassifikation kompakter Liegruppen). Ordnen wir jeder
kompakten Liegruppe die Weylgruppe eines maximalen Torus zu mit ihrer
Operation auf der Charaktergruppe des maximalen Torus und dem Wurzel-
system darin, so erhalten wir eine Bijektion auf Isomorphicklassen

Zusammenhdngende ~ Endliche Gitterspiegelungsgruppen
‘ — : )
kompakte Liegruppen mat stabiler Wurzelwahl
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Bemerkung 4.5.5. Im folgenden zeigen wir zunéchst nur, dafi die im Satz
erklarte Abbildungsvorschrift auch da landet wo sie landen soll. Genauer
zeigt die Proposition 4.5.7, dal jede Wurzel des Wurzelsystems auch Wurzel
zu genau einer Spiegelung auf der Charaktergruppe des maximalen Torus ist,
die durch ein Element der Weylgruppe gegeben wird. Dann zeigt 4.5.8, daf3
die Spiegelungen zu Wurzeln die Weylgruppe erzeugen. Und schliefilich zeigt
77?7, dafB keine anderen Elemente der Weylgruppe als Spiegelungen auf der
Charaktergruppe des maximalen Torus operieren.

Satz 4.5.6 (Homomorphismen und Weylgruppen). 1. Unter einem
surjektiven Homomorphismus von kompakten Liegruppen ist das Bild
jedes maximalen Torus wieder ein mazximaler Torus.

2. Sind unsere Gruppen zusammenhdngend und ist der Kern unseres Ho-
momorphismus zentral, so ist auch das Urbild jedes mazximalen Torus
wieder ein maximaler Torus und das Urbild des Normalisators der Nor-
malisator des Urbilds und wir erhalten einen Isomorphismus zwischen
den zugehorigen Weylgruppen.

Beweis. Sei ¢ : G — H unser surjektiver Homomorphismus. Ist S C H ein
maximaler Torus, so finden wir dazu einen topologischen Erzeuger s € S
und dazu nach 4.1.2 ein Urbild in der Einszusammehangskomponente t € G°
und dariiber einen maximalen Torus 7" C G mit ¢ € T. Dann haben wir
offensichtlich p(7') = S. Gilt zusétzlich kero C Z(G), so folgt kerp C T
nach 4.1.3 und ¢~ !(S) = T und o~ (Ng(S)) = Ng(p 1(S)) = Ng(T) und
damit der behauptete Isomorphismus von Weylgruppen. O]

Proposition 4.5.7 (Wurzeln und ihre Spiegelungen). Seien G O T
eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe mit maximalem Torus, R C
X(T) das Wurzelsystem im Charaktergitter von T und W = W(G,T) die
Weylgruppe. Fiir jede Wurzel a € R gilt:

1. Der Wurzelraum ist eindimensional und aufler ihrem Negativen ist kein
Vielfaches unserer Wurzel eine Wurzel, in Formeln Za N R = {£a};

2. Es gibt genau ein s = s, € W derart, daff s auf X als Spiegelung
operiert mit s(a) = —a.

3. Es gibt in G genau eine zusammenhdngende abgeschlossene Untergrup-
pe G, vom Rang Eins mit Liec(Gy) D (Liec G)*.

4. Es gibt genau ein o¥ : X — Z mit s(A) =X — (N, aVYa VA e X(T).
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Beweis. 1. Wir betrachten den Torus S = (ker«)®° C T und bilden das
kommutative Diagramm

T(—> Zg(S)

L

T/SC—~ Zo(S)/S

Die ober Horizontale ist offensichtlich die Einbettung eines maximalen Torus,
und wegen 4.5.6 gilt dasselbe fiir die untere Horizontale. Wegen (Liec G)* C
Liec Zg(S) ist andererseits die obere und dann auch die untere Horizon-
tale keine Bijektion. Nach der Klassifikation der Gruppen vom Rang FEins
4.3.2 gibt es also einen Homomorphismus SU(2) — Z;(5)/S mit bijekti-
vem Differential im neutralen Element. Die komplexifizierte Liealgebra des
Zentralisators ergibt sich andererseits mit 2.4.5 zu

Liec Za(S)= @B (LiecG)”

ker dBDker do

und die komplexifizierte Liealgebra des Quotienten Z;(S)/S erhalten wir,
indem wir in dieser Summe (Liec G)? = Liec T ersetzen durch den eindimen-
sionalen Raum Liec(7/S). Aus dem Vergleich dieser beiden Beschreibungen
von Liec Z5(S)/S als Darstellung von T folgt sofort 1.

2. Ein mogliches s erhélt man, indem man das nichttriviale Element der Weyl-
gruppe von Z(S)°/S unter unserem Homomorphismus Z;(S)° — Zg(5)°/S
mit 4.5.6 in die Weylgruppe von Z5(S)° zuriickholt. In der Tat haben wir ja
eine kurze exakte Sequenz

X(T/S)— X(T) — X(5)

Unser s operiert per definitionem vorne durch —1, und da es einen Représen-
tanten in Z(S) hat, muB es hinten als die Identitét operieren. Sein Quadrat
ist also unipotent und von endlicher Ordnung und mufl damit die Identitét
sein. Das zeigt, dafl s als Gitterspiegelung auf X (7') operiert. Die Eindeu-
tigkeit folgt dhnlich, da das Produkt von zwei moglichen Wahlen unipotent
und von endlicher Ordnung sein muf.

3. Sicher muf} Liec(G,,) stabil sein unter der komplexen Konjugation und mu8
folglich mit (Liec G)* auch (Liec G)~* enthalten und damit die von diesem
Raum und (Liec G)* erzeugte Unteralgebra g, C Lie Z5(.5). Diese Unteralge-
bra ist nach 1 und 2 von der Dimension htéchstens drei, und sie muf§ surjektiv
und folglich vermittels eines Isomorphismus auf Liec Z¢(S)/S gehen. Unsere
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Unteralgebra ist offensichtlich auch stabil unter der komplexen Konjugati-
on, folglich schneidet sie Lie Z¢(S) in einer Unteralgebra g, die unter der
Projektion isomorph auf Lie Z5(S)/S alias su(2) abgebildet wird. Invertie-
ren wir diesen Isomorphismus, so erhalten wir einen Homomorphismus von
Liealgebren

su(2) — Lie Zg(S)

mit Bild g, der sich nach 3.1.2 integrieren 18t zu einem Homomorphismus
von Liegruppen

SU(2) — Za(S)

Das Bild dieses Homomorphismus ist dann eine Untergruppe G, mit den
gewiinschten Eigenschaften. Deren Eindeutigkeit geht aus dem Beweis hervor.

4. Wir betrachten nun die Sequenz
SU(2) — Ga — ZG(S)° —» Zg(S>O/S

und den maximalen Torus T' C Z(S)° und kénnen in allen anderen Grup-
pen unserer Sequenz maximale Tori so wahlen, daf3 alle Morphismen die
gewéhlten maximalen Tori jeweils ineinander abbilden. Nach 4.5.6 induzie-
ren die Abbildungen unserer ersten drei Gruppen nach Zg(S)°/S jeweils
einen Isomorphismus von Weylgruppen, und zwar liegt jedes Urbild eines
Elements aus dem Normalisator des maximalen Torus 7'/ jeweils im Nor-
malisator des entsprechenden maximalen Torus. Eine der beiden Parame-
trisierungen des gewéhlten maximalen Torus der SU(2) definiert nun einen
Homomorphismus o” : S' — T mit (o, ") = 2, und fiir diesen Homomor-
phismus gilt s(a¥) = —a, weil das ja bereits in der SU(2) gepriift werden
kann und dort offensichtlich richtig ist. Wir wissen nun, dafl s eine Spiege-
lung ist, die die Wurzel o auf ihr Negatives abbildet. Fiir alle A € X(T)
folgt daraus bereits s\ — A = qa fiir ein geeignetes ¢ € Q. Wenden wir

auf diese Gleichung die Linearform o an, so folgt mit s(a") = —a" sofort
—2(\,aY) = (sA— )\, ") = (qa, a¥) = 2q und wir erhalten ¢ = —(\,a") € Z
und s(A\) = XA — (\, a)a. O

Proposition 4.5.8. Die Weylgruppe einer kompakten zusammenhdngenden
Liegruppe wird von den Spiegelungen zu Wurzeln erzeugt.

Beweis. Seien G D T unsere kompakte Gruppe und der maximale Torus,
zu dem wir die Weylgruppe bilden. Die Spiegelungen s, € W zu Wurzeln
a € R operieren auch auf LieT als Spiegelungen und erzeugen eine endliche
Spiegelungsgruppe in GL(LieT") mit Spiegelebenen ker(dea). Unsere Spiege-
lungsgruppe operiert auf der Menge der Alkoven in Liel" transitiv nach all-
gemeinen Resultaten iiber Spiegelungsgruppen ?7. Natiirlich muf} jedes Ele-
ment der Weylgruppe Alkoven in Alkoven iiberfithren. Um zu zeigen, dafl
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die Spiegelungen zu Wurzeln bereits die Weylgruppe erzeugen, muf3 also nur
gezeigt werden, dafl ein Element der Weylgruppe, das einen Alkoven festhélt,
bereits die Identitéit sein mufl. Aber bildet ein Element der Weylgruppe einen
Alkoven auf sich selber ab, so hat es in diesem Alkoven auch einen Fixpunkt,
sagen wir den Schwerpunkt einer Bahn der Untergruppe, die von besagtem
Element erzeugt wird. Unser Element der Weylgruppe wird also représen-
tiert im Zentralisator eines Elements X € LieT, auf dem das Differential
keiner Wurzel verschwindet. Fiir jeden Punkt X € LieT', der vom Differen-
tial keiner Wurzel anulliert wird, gilt aber Liec Zg(X) = Liec T und damit
Lie Zg(X) = LieT. Weil nun nach 4.1.5 der Zentralisator eines Elements
der Liealgebra stets zusammmenhéngend ist, folgt Z5(X) = T und unser
Element der Weylgruppe war die Identitét. O]

4.6 Wohin?

Satz 4.6.1. Gegeben eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe G und
ein maximaler Torus T C G induziert die Finbettung unseres Torus einen
Homdomorphismus zwischen dem Raum der Bahnen der Weylgruppe auf dem
Torus und dem Raum der Konjugationsklassen in unserer Gruppe

T/W = Conj(G)

Beweis. Die Surjektivitdt unserer Abbildung folgt sofort aus ?7. Um die
Injektivitdt zu zeigen, nehmen wir an, es gebe t,s € T und g € G mit
gTg™' = s. Dann sind T und ¢gT'g~* zwei Tori in Zg(s), also gibt es h € Zg(s)
mit 7' = hgT g 'h~! und wir haben y = hg € Ng(T) gefunden mit yty=' = s.
Um schliellich zu zeigen, daff unsere Abbildung ein Hom6omorphismus ist,
miissen wir nach ?? nur nachweisen, dafl die Konjugationsklassen in einer
Hausdorffschen kompakten Gruppe einen Hausdorffraum bilden. Das folgt
jedoch aus 77. n

Bemerkung 4.6.2 (Casimir). Ist G eine kompakte Liegruppe, so gibt es ins-
besondere auf der adjungierten Darstellung g = Lie GG ein invariantes Skalar-
produkt g x g — R. Wir konnen es als Homomorphismus von Darstellungen
g®rg — R auffassen und auch als Isomorphismus von Darstellungen g — g*
und erhalten durch Dualisieren der ersten Interpretation und Invertieren der
zweiten Homomorphismen von Darstellungen

R—g'®rg"— g®rg

Ist (x;)!, eine Orthonormalbasis von g, so bildet dieser Homomorphismus
die 1 € R ab auf den Tensor z; ® 1 + ... + z,, ® ,, der mithin unter GG
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invariant ist. Ist allgemeiner (x;)!, irgendeine Basis und (y;)!, die in Be-
zug auf unser Skalarprodukt duale Basis, so konnen wir unseren invarianten
Tensor schreiben als 77 ® y1 + ... + 2, ® y,,. Ist nun V eine Darstellung
von G in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum, so erhalten wir
einen Endomorphismus von V| den sogenannten Casimir-Operator durch
die Vorschrift

cy(v) = x1y10 = ...+ TRy

In der Tat fithrt unser Homomorphismus von eben zu einem Homomorphis-
mus V — g ®g g ®r V' und nun miissen wir nur erinnern, daf die Operation
von g auf V' auch einen Homomorphismus von Darstellungen g g V- — V'
liefert.

4.7 Einfache Darstellungen

Satz 4.7.1 (Klassifikation der einfachen Darstellungen). Seien G D T
eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe und ein maximaler Torus. Sei
W = W(G,T) die Weylgruppe und sei auf dem Gewichtegitter X (T') eine
positiv definite W -invariante Z-wertige Bilinearform gewdhlt. So haben wir
eine von dieser Wahl unabhingige Bijektion

endlichdimensionale
stetige komplexe einfache = X(T)/wW
Darstellungen von G
v . { die Menge der }
lingsten Gewichte von V

Bemerkung 4.7.2. Wir folgern diesen Satz aus der Weyl’schen Integrations-
formel, die wir gleich im Anschlufl formulieren aber erst zu Ende dieses Ab-
schnitts beweisen.

Satz 4.7.3. Seien G DT eine zusammenhdngende kompakte Liegruppe und
ein mazimaler Torus. Erklaren wir die Funktion j : T — R durch j(t) =
det(id — Adgr(t)), so gilt fir alle stetigen Klassenfunktionen f : G — C die
Weyl’sche Integrationsformel

/Gf(g)uG(g)z T%f@)ﬂ(i)

Bemerkung 4.7.4. Hier bezeichnet Adg/r(t) die von der adjungierten Dar-
stellung auf dem Quotienten Lie G/ Lie T' induzierte Abbildung. Der Beweis
der Integrationsformel wird zu Ende dieses Abschnitts gegeben.
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Bemerkung 4.7.5. Wir schreiben die Gruppenstruktur des Gewichtegitters
X(T) additiv in der Hoffnung, dafi das der Anschauung hilft. Fassen wir
Elemente A € X(7T') dahingegen als konkrete Funktionen 7" — C auf, so
schreiben wir e*, so daf also gilt ee# = e M# #£ et et fiir \, u € X(T).
Unsere Funktion j erhélt in diesen Notationen die Gestalt

i=110-e)

a€ER

Wir wéihlen nun ein System positiver Wurzeln und betrachten ihre Halb-
summe p. Im groBeren Gruppenring C[3(R)] des halbierten Wurzelgitters
behaupten wir nun, daf§ wir eine Art Wurzel von j auch als Summe schrei-
ben konnen:

Lemma 4.7.6 (Weyl’sche Nennerformel).

H (ea/Z _e—a/2) — Z (_1)l(w) oWP

a€Rt weW

Beweis. Beide Seiten édndern ihr Vorzeichen unter Anwendung einer einfa-
chen Spiegelung. Die linke Seite setzt sich zusammen aus Summanden e
mit A € p — |RT). Es reicht also zu zeigen, dafi von diesen A nur p selbst
im Inneren der dominanten Weylkammer liegt. Die fraglichen A sind aber,
soweit sie im Abschlufl der dominanten Weylkammer liegen, allesamt kiirzer
als p fiir ein und jedes unter der Weylgruppe invariante Skalarprodukt, mit
demselben Argument wie im Beweis von 77. Wegen 7?7 kommt also nur A = p
in Frage. [

Beweis von 4.7.1. Wir betrachten die zum Fixpunkt p verschobene dot-Operation
der Weylgruppe auf X (7") und bilden fiir A € X(7') im Gruppenring des Ge-
wichtegitters den Ausdruck

weWw

Multiplizieren wir beide Seiten der Weyl’'schen Nennerformel mit e™”, so er-
gibt sich die Identitét

[T (- =A0)

a€Rt

Nun ist der Gruppenring des Gewichtegitters ein Ring von Laurentpolyno-
men in endlich vielen Verdnderlichen und damit insbesondere ein Integritéts-
bereich und sogar ein faktorieller Ring. Die 1 — e™® fiir « € R™ sind darin
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paarweise teilerfremd, wie der Leser zum Beispiel durch Ubergang zu einem
geeigneten grofleren Gitter priifen mag. Die Identitét

(1—e*)(1+e*+...e") = (1 —elnthey

zeigt dann, dal A(0) im bereits im Gruppenring des Gewichtegitters Z[X]|
jedes A()) teilt. Wir kénnen mithin fiir alle dominanten ganzen A\ im Grup-
penring des Gewichtegitters den Quotienten

Xa = A(A)/A(0)

bilden. Er ist sogar invariant unter der Weylgruppe, denn rechnen wir in
einem geeignet vergroferten Gruppenring und erweitern unseren Bruch mit
e”, so werden Nenner und Zéhler unter der Weylgruppe antiinvariant. Wir
interpretieren unsere Quotienten nun als unter der Weylgruppe invariante
Funktionen auf 7" und dehnen sie aus zu Klassenfunktionen x, auf G. So
erhalten wir ein Orthonormalsystem von Klassenfunktionen, denn mit der
Weyl’schen Integrationsformel 4.7.3 ergibt sich

- G _ AO\)A(V)L T:L A T =
/G X 1€ = / e = / ANAW) 17 = b,

Andererseits hat A()\)/A(0) Leitterm e* und daraus folgt, daf$ die Restrik-
tionen der Funktionen y, eine Basis des Rings R(T)" der W-invarianten
darstellenden Funktionen auf dem Torus 7" bilden. Ist nun V eine endlich-
dimensionale Darstellung von G, so kénnen wir ihren Charakter darstellen

als
Xv = Z nyXv

mit n, € C fast alle Null. Schreiben wir x,, = > a,, €7, so folgt Z > dim V, =
> nya,,. Da die a,, eine Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
bilden, erhalten wir sogar n, € Z. Ist also V irreduzibel, so gilt ja (xv, xv) =
1 und daraus folgt sofort xy = x, fiir ein wohlbestimmtes dominantes ganzes
Gewicht A, das dann natiirlich das héchste Gewicht von V' sein muf}, und wir
erhalten fiir V' auch gleich die sogenannte Weyl’sche Charakterformel

(1) e

XV’T = Z(_1>l(w) w0

Das zeigt sofort, dafl je zwei einfache Darstellungen mit demselben hochsten
Gewicht isomorph sind. Da weiter die Charaktere dicht liegen miissen im
Raum der Klassenfunktionen, zeigt es auch, dafl es zu jedem dominanten
Gewicht eine einfache Darstellung gibt, die dies hochste Gewicht hat. O
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Beweis der Weyl’schen Integrationsformel. Zunéchst einmal wahlen wir be-
liebige nirgends verschwindende differenzierbare Volumenformen w&/” T
und w% auf G/T, T und G. Dann interessieren wir uns fiir die Abbildung

GITxT & G

(9T, t) — gtg™
Sicher gibt es eine C*°-Funktion ¢ : G/T x T — R mit

*wC = c Wi AWt
Falls w® invariant ist unter Konjugation und w%/” invariant unter Links-
translation, was wir beides von jetzt an annehmen wollen, so hingt offen-
sichtlich ¢ nur von der zweiten Koordinate ab und kann geschrieben werden
als c(gT,t) = c(t). In der Tat haben wir ja ¢ o (h-) = (inth) o ¢ fiir alle
h € G. Jetzt nehmen wir zusitzlich w® und w” auch noch invariant unter
Linkstranslation an und betrachten fiir gegebenes ¢t € T' die Verkniipfung

GxT — G/ITxT — G/TxT % G — G

(g;7) (g.7) = (g, t7) — gtrg™! — tlgtrg?

T.GxT,T — T.G/TxTT — T.G/TxT,T — T,G — T.G

Das Differential T,G' x T,T — T,G unserer Verkniipfung ist gegeben durch
(X,Y) — Ad(t 1) X + Y — X. Wihlen wir irgendeine lineare Linksinverse
T.G — T,T zur offensichtlichen Einbettung, so erhalten wir einen Isomor-

phismus 7.G = T.G/T x T, T. Indem wir notfalls w% noch durch einen Skalar

abéndern, diirfen wir annehmen, da8 sich unter diesem Isomorphismus w¢

und wéG A w! entsprechen. Lassen wir nun bei unserer Sequenz von linea-
ren Abbildungen oben in der untersten Zeile den ersten Pfeil vorne weg und
héngen hinten den neu konstruierten Isomorphismus an, so ergibt sich eine
Sequenz

T.G/TxT,T — T.G/TxT,T ¥ 7,6 — T.G — T.G/TxT.T

c(t)wéG/T/\wg — c(t)wg/T/\th — wf — W& o~ wg/T/\weT

und die Determinante der Verkniipfung ergibt sich aus der allgemeinen Re-
gel fiir Determinaten von Block-Dreiecksmatrizen zu det(Adg/r(t71) — id).
Ohne die Wahl einer Spaltung von 7.7 — T.G hétten wir hier auch mit dem
kanonischen Isomorphismus A" (V) = A" U @ A" (V/U) aus ?? arbei-
ten konnen. In jedem Fall zeigt unsere Sequenz fiir diese Wahlen von w®, w”
und w7 die Formel c(t) = det(Adg/r(t~!) —id). Wéhlen wir nun Orientie-
rungen auf G, T und G/T, so erhalten wir fiir f : G — C stetig eine Kette
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von Gleichheiten “bis auf von f unabhéngige multiplikative Konstanten” der
Gestalt

Lf@ﬁ%ﬁiéﬂfi ()

G/TxT

wo der Punkt iiber den Gleichheitszeichen andeutet, dafl unsere Gleichungen
eben nur bis auf von f unabhéngige multiplikative Konstanten gelten. Fiir f
eine Klassenfunktion erhalten wir weiter

iéquiéqw@ﬂ@iémmmﬂw

Damit ist bereits gezeigt, dal die Weyl’sche Integrationsformel gilt bis auf ei-
ne von der zu integrierenden Funktion f unabhingige multiplikative Konstan-
te K. Um diese Konstante K auch noch zu bestimmen, testen wir auf der kon-
stanten Funktion f = 1 und miisssen damit nur noch zeigen, [.j(t)u"(t) =
|W|. Dazu erinnern wir uns an die Identitat j(t) = A(0)A(0), die sich aus
der Weyl’schen Nennerformel ergibt. O
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