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Das soll ein Skript zur Vorlesung über Liegruppen werden, es ist leider
noch in einem sehr unfertigen Zustand, mag aber dennoch als Erinnerungs-
stütze hilfreich sein. Der erste Abschnitt behandelt die abstrakte Theorie
für endliche Gruppen, aber fast ohne Beispiele. Diese Theorie wird dann
mit topologischen Methoden angereichert und zum Fall kompakter topologi-
scher Gruppen verallgemeinert. Danach wird eine gewisse Vertrautheit mit
Grundbegriffen der Differentialgeometrie vorausgesetzt und wir behandeln
kompakte Liegruppen. Literatur: [BtD85, Lan74, Ser77]
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1 Darstellungstheorie von endlichen Gruppen

1.1 Definitionen und Grundlagen

Definition 1.1.1. Eine Darstellung (englisch und französisch represen-
tation) einer Gruppe G über einem Körper k ist ein Paar (V, ρ) bestehend
aus einem k-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus

ρ : G→ GL(V )

Bemerkung 1.1.2. Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkürzend mit dem-
selben Symbol wie den zugrundeliegenden Vektorraum. Gegeben eine Dar-
stellung V einer Gruppe G bezeichnet dann ρV den zugehörigen Gruppen-
homomorphismus ρV : G → GL(V ). In derselben Weise definiert man auch
allgemeiner den Begriff der Darstellung eines Monoids über einem Körper
oder, noch allgemeiner, über einem Ring k.

Bemerkung 1.1.3. Im Fall V = kn ist GL(V ) = GL(n, k) die Gruppe der
invertierbaren n × n-Matrizen mit Einträgen in k. Ist dann ρ auch noch in-
jektiv, so stellt ρ die abstrakte Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von
Matrizen, daher die Terminologie. Das Symbol ρ wird “rho” gesprochen und
ist das Analogon für unser kleines r im griechischen Alphabet. Es steht für
“representation”. Das folgende Lemma erklärt, in welchem Sinn eine Darstel-
lung einer Gruppe G nichts anderes ist als eine Operation von G auf einem
Vektorraum “durch lineare Abbildungen”.

Lemma 1.1.4. Sei G eine Gruppe und k ein Körper.

1. Ist (ρ, V ) eine Darstellung von G über k, so ist die Abbildung

G× V → V
(g, v) 7→ (ρ(g))(v)

eine Operation der Gruppe G auf der Menge V.

2. Ist G×V → V eine Operation der Gruppe G auf einem k-Vektorraum V
derart, daß gilt g(v+w) = gv+ gw und g(λv) = λ(gv) ∀g ∈ G, λ ∈ k
und v, w ∈ V, so definiert die Formel (ρ(g))(v) = gv eine Darstellung
ρ : G→ GL(V ).

Beweis. Dem Leser überlassen.

Beispiel 1.1.5. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Automor-
phismengruppe G = GL(V ) vermittels ρ = id . Diese Darstellung heißt die
Standarddarstellung von GL(V ).
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Beispiel 1.1.6. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung einer beliebigen
Gruppe G vermittels der trivialen Operation ρ(g) = idV ∀g ∈ G.
Beispiel 1.1.7. Ist K/k eine Körpererweiterung, so ist K eine Darstellung
über k der Galoisgruppe Gal(K/k).

Beispiel 1.1.8. Eine Darstellung (V, ρ) der Gruppe Z anzugeben bedeutet
nach ?? nichts anderes, als einen Automorphismus A ∈ GL(V ) eines Vektor-
raum V anzugeben, nämlich dem Automorphismus A = ρ(1).

Beispiel 1.1.9. Wie sehen die endlichdimensionalen Darstellungen der Grup-
pe Z/2Z aus? Eine solche Darstellung ist ja nichts anderes als ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum V mit einem Endomorphismus A : V → V derart,
daß gilt A2 = idV . Wir unterscheiden zwei Fälle.

char k 6= 2: In diesem Fall ist V die direkte Summe V = V + ⊕ V − der Ei-
genräume von A zu den Eigenwerten ±1, für alle v ∈ V gilt nämlich

v =
1

2
(v + Av) +

1

2
(v − Av)

char k = 2: In diesem Fall hat A nur den Eigenwert 1, in einer geeigneten
Basis von V hat also A eine Matrix in Jordan’scher Normalform, und
aus A2 = idV folgt, daß hier nur Jordanblöcke der Größen eins und zwei
möglich sind.

Um unsere Erkenntnisse präzise formulieren zu können, müssen wir unseren
Begriffsapparat weiter ausbauen.

Definition 1.1.10. Seien V,W Darstellungen einer Gruppe G über einem
festen Körper k. Ein Homomorphismus von Darstellungen ist eine k-
lineare Abbildung f : V → W derart, daß gilt f(gv) = gf(v) für alle v ∈ V,
g ∈ G. Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Ho-
momorphismus. Zwei Darstellungen heißen isomorph genau dann, wenn es
zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Definition 1.1.11. Gegeben Darstellungen V,W einer GruppeG über einem
Körper k definieren wir ihre direkte Summe als den Vektorraum V ⊕W
mit der Operation g(v, w) = (gv, gw). Ähnlich definieren wir auch direkte
Summen von endlich (oder sogar unendlich) vielen Darstellungen. Die direkte
Summe von n ∈ N Kopien von V kürzen wir ab mit V n.

Beispiel 1.1.12. Nun können wir präziser formulieren:

char k 6= 2: Bezeichnet k+ bzw. k− die triviale bzw. die nichttriviale eindi-
mensionale Darstellung von Z/2Z, so ist jede endlichdimensionale Dar-
stellung von Z/2Z über k isomorph zu genau einer Darstellung der
Gestalt kn+ ⊕ km− für n,m ∈ N.
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char k = 2: Bezeichnet k bzw. P die triviale Darstellung bzw. eine zweidi-
mensionale Darstellung mit nichttrivialer Operation von Z/2Z, so ist
jede endlichdimensionale Darstellung von Z/2Z über k isomorph zu
genau einer Darstellung der Gestalt kn ⊕ Pm für n,m ∈ N.

Bemerkung 1.1.13. Wir wollen nun ähnliche Aussagen auch für allgemeinere
Gruppen formulieren und bauen dazu unseren Begriffsapparat noch weiter
aus.

Definition 1.1.14. Sei G eine Gruppe.

1. Eine Teilmenge W ⊂ V einer Darstellung V von G heißt eine Unter-
darstellung genau dann, wenn W ein unter G stabiler Untervektor-
raum ist, in Formeln g ∈ G, w ∈ W ⇒ gw ∈ W.

2. Eine Darstellung V von G heißt irreduzibel oder einfach genau dann,
wenn V nicht der Nullraum ist, aber 0 und V die einzigen Unterdar-
stellungen von V sind.

3. Eine Darstellung V von G heißt unzerlegbar genau dann, wenn V
nicht der Nullraum ist und es keine zwei von Null verschiedenen Un-
terdarstellungen W1,W2 ⊂ V gibt mit V = W1 ⊕W2.

Bemerkung 1.1.15. Zum Beispiel ist jede eindimensionale Darstellung irre-
duzibel. Unsere Darstellung P von eben ist zwar unzerlegbar, aber nicht
irreduzibel. Wir formulieren nun ein nächstes Ziel.

Proposition 1.1.16. Sei G eine endliche Gruppe und k ein beliebiger Körper.
So gibt es bis auf Isomorphismus höchstens |G| irreduzible Darstellungen von
G über k.

Bemerkung 1.1.17. Bereits für die Klein’sche Vierergruppe gibt es über dem
Körper mit zwei Elementen unzerlegbare Darstellungen beliebig großer Di-
mension, siehe [Ben91], 4.3. Die Proposition gilt also nicht, wenn wir “irredu-
zibel” ersetzen durch “unzerlegbar”. Zum Beweis entwickeln wir im Folgen-
den allgemeine Begriffe und Methoden, die Ihnen auch in anderem Kontext
ständig begegnen werden.

Übung 1.1.18. Gegeben ein Gruppenhomomorphismus H → G können wir
jede Darstellung V von G zurückziehen zu einer Darstellung resHG V von H.
Man zeige, daß wir beim Zurückziehen mit einem inneren Automorphismus
G→ G eine zur ursprünglichen Darstellung isomorphe Darstellung erhalten.
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1.2 Moduln über Ringen

Definition 1.2.1. Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe
(M,+) mit einer Abbildung

R×M → M
(r,m) 7→ rm

derart, daß für alle r, s ∈ R und m,n ∈M gilt:

1. r(m+ n) = (rm) + (rn);

2. (r + s)m = (rm) + (sm);

3. r(sm) = (rs)m;

4. 1m = m.

Beispiele 1.2.2. Ist R ein Körper, so nennt man einen R-Modul meist einen
R-Vektorraum. Der Ring R selbst ist in offensichtlicher Weise ein R-Modul.
Dasselbe gilt für Rn. Weitere Beispiele kommen später.

Bemerkungen 1.2.3. 1. Arbeitet man mit nicht notwendig unitären Rin-
gen, so macht die dritte Bedingung keinen Sinn mehr und wird aus der
Definition weggelassen. Unsere Moduln würde man mit diesen Konven-
tionen als “unitäre Moduln” über einem “unitären” Ring bezeichnen.

2. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel “Punkt vor Strich”.

3. Wie bei Vektorrämen zeigt man für alle m ∈ M die Formel 0m = 0
(genauer 0Rm = 0M) und folgert (−1)m = −m.

Bemerkung 1.2.4. Gegeben eine abelsche Gruppe M bilden wir den Ring
AbM aller Gruppenhomomorphismen ϕ : M → M. Seine Addition ist die
Addition von Abbildungen, (ϕ + ψ)(m) = ϕ(m) + ψ(m), die Multiplikation
ist die Verknüpfung von Abbildungen, ϕψ = ϕ ◦ ψ, und das Einselement ist
die Identität id : M →M.

Lemma 1.2.5. Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring.

1. Ist ϕ : R → AbM ein Ringhomomorphismus, so macht die Vorschrift
rm = (ϕ(r))(m) die abelsche Gruppe M zu einem R-Modul.

2. Ist M ein R-Modul, so induziert die Abbildung ϕ : R → EnsM,
(ϕ(r))(m) = rm einen Ringhomomorphismus ϕ : R→ AbM.

Beweis. Dem Leser überlassen.
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Bemerkung 1.2.6. In diesem Sinne ist eine R-Modulstruktur auf einer abel-
schen Gruppe M also “dasselbe” wie ein Ringhomomorphismus R→ AbM.
Für jeden Ring E gibt es nun genau einen Ringhomomorphismus Z → E.
Jede abelsche Gruppe M trägt also genau eine Z-Modulstruktur. Wir können
diese Z-Modulstruktur auch explizit beschreiben, für a ∈ N ist eben notwen-
dig 1m = m, also 2m = (1 + 1)m = m + m, induktiv (a + 1)m = am + m,
und dann (−a)m = (−1)am = −(am).

Bemerkung 1.2.7. Ist ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-
Modul und insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation
rm = ϕ(r)m.Dies Verfahren heißt Restriktion der Skalare und zwar selbst
dann, wenn ϕ : R → S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Zum Beispiel
ist für jedes Ideal a ⊂ R der Quotient R/a ein R-Modul in natürlicher Weise.

Lemma 1.2.8. Sei k ein Körper.

1. Ist M ein k[X]-Modul, so erhalten wir auf M die Struktur eines k-
Vektorraums durch Restriktion, und die Multiplikation mit X ist eine
k-lineare Abbildung M →M.

2. Ist M ein k-Vektorraum und A : M →M eine k-lineare Abbildung, so
macht die Vorschrift Pm = P (A)(m) für m ∈ M, P ∈ k[X] unser M
zu einem k[X]-Modul.

Beweis. Dem Leser überlassen.

Bemerkung 1.2.9. In diesem Sinne ist also ein k[X]-Modul “dasselbe” wie ein
k-Vektorraum mit einem k-linearen Endomorphismus.

Definition 1.2.10. Eine Abbildung f : M → N von einem R-Modul in einen
anderen heißt R-linear oder ein R-Modulhomomorphismus geanu dann,
wenn gilt f(m + m′) = f(m) + f(m′) und f(rm) = rf(m) ∀m,m′ ∈ M,
r ∈ R.

Definition 1.2.11. Die Menge aller Homomorphismen von einem R-Modul
M in einen R-Modul N schreiben wir auch HomR(M,N). Sie bildet eine
Untergruppe von Ens(M,N). Ein bijektiver Homomorphismus heißt ein Iso-
morphismus von R-Moduln. Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei
R-Moduln M und N, so schreiben wir auch M ∼= M und sagen, M und N
sind isomorph.

Lemma 1.2.12. Sei M ein R-Modul. So ist die Abbildung

M → HomR(R,M)
m 7→ (r 7→ rm)

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen mit Inversem ϕ 7→ ϕ(1).
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Beweis. Dem Leser überlassen.

Definition 1.2.13. Eine Teilmenge N ⊂ M eines R-Moduls M heißt ein
Untermodul genau dann, wenn N eine Untergruppe ist und es gilt m ∈ N,
r ∈ R⇒ rm ∈ N.

Bemerkung 1.2.14. Die Untermoduln eines kommutativen Rings sind genau
seine Ideale. Der Schnitt von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist
T ⊂ M eine Teilmenge, so heißt der kleinste Untermodul von M, der T
enthält, auch der von T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn
mit 〈T 〉R oder abkürzend mit 〈T 〉. Man kann diesen Untermodul beschreiben
als die Menge aller Linearkombinationen

{r1t1 + . . . rsts | s ≥ 0, ri ∈ R, ti ∈ T},

wobei die leere Linearkombination mit s = 0 für die Null in M stehen möge.
Ein Modul, der von einem einzigen Element erzeugt wird, heißt ein zykli-
scher Modul.

Bemerkung 1.2.15. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomo-
morphismus ist wieder ein Untermodul. Dasselbe gilt für das Urbild eines
Untermoduls. Insbesondere sind Bild und Kern eines Modulhomomorphis-
mus stets Untermoduln.

Proposition 1.2.16 (über Quotientenmoduln). Sei M ein R-Modul und
N ⊂M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines R-Moduls auf der Quotientengruppe
M/N derart, daß die Projektion can : M � M/N ein Homomorphis-
mus von R-Moduln ist.

2. Jeder Homomorphismus von R-Moduln ϕ : M → M ′ mit ϕ(N) = 0
faktorisiert in eindeutiger Weise über M/N, es gibt also genau einen
R-Modulhomomorphismus ϕ̃ : M/N →M ′ mit ϕ = ϕ̃ ◦ can .

Beweis. Dem Leser überlassen.

Übung 1.2.17. Sei R ein Ring und a ⊂ R ein Ideal und M ein R-Modul.
Bezeichne aM ⊂M den Untermodul, der von allen Elementen am mit a ∈ a

und m ∈ M erzeugt wird. Man zeige, daß die Operation von R auf M/aM
in natürlicher Weise faktorisiert über R/a, so daß also M/aM in natürlicher
Weise ein R/a-Modul wird.
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1.3 Einfache Moduln und Kompositionsreihen

Definition 1.3.1. Ein Modul heißt einfach genau dann, wenn er nicht Null
ist, aber außer sich selbst und Null keine Untermoduln hat.

Beispiele 1.3.2. Die einfachen Moduln über einem Körper oder allgemeiner
einem Schiefkörper sind genau die eindimensionalen Vektorräume. Jeder Vek-
torraum ist einfach als Modul über seinem Endomorphismenring.

Übung 1.3.3. Die einfachen Z-Moduln sind genau die zyklischen abelschen
Gruppen von Primzahlordnung. Allgemeiner sind alle einfachen Moduln über
einem Ring isomorph zu einem Quotienten des besagten Rings nach einem
maximalen Linksideal. Ist der Ring kommutativ, so kann man besagtes Links-
ideal aus dem Modul zurückgewinnen als seinen Annulator. Bei nichtkommu-
tativen Ringen können die Quotienten nach verschiedenen maximalen Links-
idealen durchaus isomorph sein als Moduln.

Übung 1.3.4. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten. (Hinweis: ??.)

Bemerkung 1.3.5. Der Hilbert’sche Nullstellensatz ?? sagt, daß alle einfachen
Moduln über einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit Koeffizien-
ten in einem Körper endlichdimensional sind über besagtem Körper. Ist der
Körper algebraisch abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional, das folgt
dann aus 1.3.10.

Lemma 1.3.6. Sei R ein Ring, E ein einfacher R-Modul und M ein belie-
biger R-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E →M ist injektiv oder Null.

2. Jeder Homomorphismus M → E ist surjektiv oder Null.

3. Ist M auch einfach, so ist jeder Homomorphismus M → E bijektiv
oder Null.

4. Der Endomorphismenring EndRE ist ein Schiefkörper.

Beweis. ker(E →M) und im(M → E) sind Untermoduln von E.

Definition 1.3.7. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wir sagen, M sei von
endlicher Länge genau dann, wenn es eine endliche Kette von Untermoduln

M = Mr ⊃Mr−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0

gibt, für geeignetes r ∈ N, so daß Mi/Mi−1 einfach ist für 1 ≤ i ≤ r. Eine
derartige Kette heißt dann auch eine Kompositionsreihe von M und die
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Moduln Mi/Mi−1 nennen wir die Subquotienten der Kompositionsreihe. Die
minimal mögliche Länge einer Kompositionsreihe von M definieren wir als
die Länge des Moduls M, zeigen dann aber sofort, daß je zwei Kompositi-
onsreihen dieselbe Länge und bis auf Isomorphismus und Reihenfolge sogar
dieselben Subquotienten haben, die wir dann die Kompositionsfaktoren
des Moduls M nennen.

Satz 1.3.8 (Jordan-Hölder für Moduln). 1. Hat ein Modul M endli-
che Länge, so auch jeder Untermodul N ⊂ M und jeder Quotient von
M/N von M und es gilt

l(M) = l(M/N) + l(N)

2. Je zwei Kompositionsreihen eines Moduls haben dieselbe Länge und bis
auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten. Sind genauer M = Mr ⊃
. . . ⊃ M0 = 0 und M = Ns ⊃ . . . ⊃ N0 = 0 zwei Kompositionsreihen
eines Moduls M, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
σ ∈ Sr mit Ni/Ni−1

∼= Mσ(i)/Mσ(i)−1 für alle i.

Beweis. Sei M ein R-Modul und M = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 eine Kom-
positionsreihe von M und N ⊂ M ein Untermodul. Wir betrachten den
Quotienten M = M/N und die Bilder M i der Mi in M und erhalten kurze
exakte Sequenzen

Mi ∩N/Mi−1 ∩N ↪→Mi/Mi−1 � M i/M i−1

durch explizites Nachdenken oder formales Anwenden des Neunerlemmas auf
das kommutative Diagramm

Mi−1 ∩N ↪→ Mi ∩N � Mi ∩N/Mi−1 ∩N
↓ ↓ ↓

Mi−1 ↪→ Mi � Mi/Mi−1

↓ ↓ ↓
M i−1 ↪→ M i � M i/M i−1

Ist N 6= 0, so kann nicht Mi∩N = Mi−1∩N gelten für alle i. Zu jeder Kom-
positionsreihe von M haben wir also eine echt kürzere Kompositionsreihe
von M konstruiert und es folgt l(M/N) < l(M). Man sieht so, daß die Länge
einer beliebigen echt absteigenden Kette von Untermoduln von M nach oben
beschränkt ist durch l(M). Insbesondere hat auch jeder Untermodul von M
endliche Länge, je zwei Kompositionsreihen von M haben dieselbe Länge,
und Teil 1 ist gezeigt. Ist N einfach, so gibt es genau einen Index j mit

Mj ∩N = N aber Mj−1 ∩N = 0
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Für diesen Index haben wir Mj/Mj−1
∼= N und M j/M j−1 = 0, wohingegen

für die anderen Indizes i 6= j gilt Mi/Mi−1
∼= M i/M i−1. Nun folgt 2 mit

Induktion.

Korollar 1.3.9. Sei R ein Ring, der einen Körper k als Teilring hat. Ist R
endlichdimensional als Linksmodul über k, so gibt es bis auf Isomorphismus
höchstens dimk R einfache R-Moduln.

Beweis. Natürlich ist R von endlicher Länge als R-Modul und es gilt sogar
l(R) ≤ dimk R. Jeder einfache R-Modul ist aber ein Quotient von R und
taucht also in einer und damit in jeder Kompositionsreihe von R als Subquo-
tient auf.

Korollar 1.3.10. Sei R ein kommutativer Ring, der einen algebraisch ab-
geschlossenen Körper k als Teilring hat. So ist ein einfacher R-Modul, der
endlichdimensional ist als k-Vektorraum, notwendig eindimensional als k-
Vektorraum.

Beweis. Die Multiplikation mit r ∈ R besitzt notwendig einen Eigenwert,
und der zugehörige Eigenraum ist ein von Null verschiedener Untermodul,
also der ganze Modul. Also operiert jedes r ∈ R durch einen Skalar, und
dann kann unser Modul nur einfach sein, wenn er eindimensional ist.

Übung 1.3.11. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Un-
termodul ist stets ein einfacher Modul.

Übung 1.3.12. Der einzige einfache Modul über dem Endomorphismenring
eines endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber,
bis auf Isomorphismus.

1.4 Der Gruppenring

Definition 1.4.1. Sei k ein Ring und G eine Gruppe. So definieren wir den
Gruppenring kG der Gruppe G über k wie folgt: Als abelsche Gruppe ist
kG wie in ?? die Menge aller Abbildungen f : G → k, die nur an endlich
vielen Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. So eine Abbildung
schreiben wir als eine formale Linearkombination

∑
f(g)g von Elementen

aus G mit Koeffizienten aus k. Die Multiplikation ∗ in kG, manchmal auch
Konvolution oder Faltung genannt, erklären wir durch die Vorschrift(∑

g∈G

agg

)
∗

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
x∈G

(∑
gh=x

agbh

)
x
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wo die innere Summe rechts über alle Paare (g, h) ∈ G × G laufen soll mit
gh = x. Offensichtlich erhalten wir so einen Ring mitsamt einem Ringhomo-
morphismus k ↪→ kG, a 7→ ae für e ∈ G das neutrale Element und einem
Gruppenhomomorphismus G → kG×, g 7→ 1g von unserer Gruppe in die
Einheiten ihres Gruppenrings, unter dem G zu einer Basis von kG über k
wird. Wir schreiben meist kurz ae = a und 1g = g, auch wenn wir Elemente
des Gruppenrings meinen.

Bemerkung 1.4.2. Der Gruppenring kZ ist kanonisch isomorph zum Ring
k[X,X−1] der Laurentpolynome. Allgemeiner kann man in derselben Weise
auch für jedes Monoid G den Monoidring kG einführen und erhält zum
Beispiel kN ∼= k[X]. Oft wird der Gruppenring auch k[G] geschrieben.

Lemma 1.4.3. Sei G eine Gruppe oder allgemeiner ein Monoid und sei
k ein Körper oder allgemeiner ein Ring. Wir erhalten eine eineindeutige
Entsprechung

{
kG-Moduln

} ∼→
{

Darstellungen von
G über k

}
indem wir die Operation von kG auf k und G einschränken.

Beweis. Dem Leser überlassen.

Satz 1.4.4. Über einem beliebigen Körper ist die Kardinalität einer endli-
chen Gruppe eine obere Schranke für die Zahl ihrer irreduziblen Darstellungen
bis auf Isomorphismus.

Beweis. Bezeichnet G unsere endliche Gruppe und k unseren Körper, so
behaupten wir in Formeln, daß es bis auf Isomorphismus höchstens |G| irre-
duzible Darstellungen von G über k gibt. Um das zu zeigen, fassen wir unsere
Darstellungen auf als Moduln über dem Gruppenring kG und der Satz folgt
aus Korollar 1.3.9.

1.5 Reduzibilität

Satz 1.5.1 (von Maschke). Sei G eine endliche Gruppe und k ein Körper,
dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt. So ist jede Darstellung
von G über k eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen.

Bemerkung 1.5.2. Beispiel 1.1.12 zeigt, daß das im allgemeinen nicht mehr
gilt, wenn die Charakteristik die Gruppenordnung teilt.
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Bemerkung 1.5.3. Für den Beweis des Satzes von Maschke im allgemeinen
Fall müssen wir etwas weiter ausholen und neue Konzepte einführen, die uns
aber auch an anderer Stelle noch nützlich sein werden.

Definition 1.5.4. Sind V,W zwei Darstellungen einer Gruppe G über einem
Körper k, so machen wir den Raum Homk(V,W ) aller k-linearen Abbildungen
von V nach W selbst zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift (gf)(v) =
g(f(g−1v)) oder, anders geschrieben,

gf = g ◦ f ◦ g−1

Bemerkung 1.5.5. Ist noch allgemeiner V eine Darstellung einer Gruppe
G und W eine Darstellung einer Gruppe H, so erhalten wir eine natürli-
che Operation von G × H auf Homk(V,W ) durch die Vorschrift (g, h)f =
ρW (h) ◦ f ◦ ρV (g−1). Unsere Definition ergibt sich im Fall H = G durch
Einschränken der (G × G)-Operation auf dem Hom-Raum vermittels der
diagonalen Einbettung G ↪→ G × G, g 7→ (g, g). Wir nennen sie manchmal
präziser die diagonale Operation oder die Operation durch Konjugati-
on auf dem Hom-Raum, um sie zu unterscheiden von der Operation durch
Nachschalten g : f 7→ ρW (g) ◦ f und der Operation durch Vorschalten
g : f 7→ f ◦ ρV (g−1).

Beweis des Satzes von Maschke im allgemeinen Fall. Man sieht sofort, daß
die Invarianten im Raum aller linearen Abbildungen von einer Darstellung
V in eine Darstellung W unter der Operation durch Konjugation genau die
Homomorphismen von Darstellungen sind, in Formeln

Homk(V,W )G = HomkG(V,W )

Ist nun i : W ↪→ V eine Unterdarstellung, so finden wir sicher eine k-lineare
Abbildung π : V → W mit π ◦ i = idW . Bilden wir im Hom-Raum den
Mittelwert ψ über die Bahn von π unter G, in Formeln

ψ =
1

|G|
∑
g∈G

gπ =
1

|G|
∑
g∈G

g ◦ π ◦ g−1

so erhalten wir einen Homomorphismus von Darstellungen ψ : V → W mit
ψ ◦ i = idW , und kerψ ist eine Unterdarstellung von V mit V = W ⊕ kerψ.
Unter der zusätzlichen Annahme dimk V <∞ sind wir nun wieder fertig mit
Induktion. Im allgemeinen Fall folgt die Behauptung aus Proposition 1.7.3,
3⇒ 1 im anschließenden Abschnitt.
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1.6 Summen und Produkte von Moduln

Definition 1.6.1. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Moduln über einem
Ring R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt

∏
Mλ und die direkte

Summe oder kurz Summe
⊕

Mλ durch die Regeln∏
λ∈ΛMλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ}⊕
λ∈ΛMλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ, nur endlich viele mλ sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit
Skalaren aus R.

Bemerkung 1.6.2. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Untermoduln eines
Moduls M bezeichnet man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermo-
dul auch als ihre Summe und notiert ihn

∑
λ∈ΛMλ. Diese Summe kann

auch interpretiert werden als das Bild eines natürlichen Homomorphismus⊕
λ∈ΛMλ → M von der direkten Summe nach M. Ist dieser Homomorphis-

mus injektiv, so sagen wir, die “Summe der Untermoduln Mλ sei direkt” und
schreiben statt

∑
λ∈ΛMλ auch

⊕
λ∈ΛMλ.

Bemerkung 1.6.3. Für eine endliche Familie von ModulnM1, . . . ,Ms stimmen
die direkte Summe und das Produkt überein. Wir benutzen dann alternativ
die Notationen

M1 × . . .×Ms = M1 ⊕ . . .⊕Ms

Bemerkung 1.6.4. Das Produkt bzw. die Summe haben die folgenden Eigen-
schaften: Die offensichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homo-
morphismen

iλ : Mλ ↪→
⊕
λ∈Λ

Mλ bzw. prλ :
∏
λ∈Λ

Mλ � Mλ

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der iλ
bzw. Nachschalten der prλ gegebenen Abbildungen Bijektionen

HomR(
⊕

λ∈ΛMλ,M)
∼→

∏
λ∈Λ HomR(Mλ,M)

f 7→ (f ◦ iλ)λ∈Λ

HomR(M,
∏

λ∈ΛMλ)
∼→

∏
λ∈Λ HomR(M,Mλ)

f 7→ (prλ ◦f)λ∈Λ

Bemerkung 1.6.5. Auch bei Moduln über Ringen nennt man eine Familie
(mλ)λ∈Λ linear unabhängig genau dann, wenn nur die triviale (endliche)
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Linearkombination verschwindet, wenn also für eine Familie (rλ)λ∈Λ von Ele-
menten unseres Rings mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitglie-
dern gilt ∑

λ∈Λ

rλmλ = 0 ⇒ alle rλ sind null

Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem heißt wie bei Vektorräumen eine
Basis. Allerdings besitzen keineswegs alle Moduln eine Basis, wie man das
von Vektorräumen gewohnt ist. Die Moduln, die eine Basis besitzen, nennt
man freie Moduln.

Bemerkung 1.6.6. Zum Beispiel ist für jede Menge Λ der Modul

RΛ = {f : Λ→ R | f(λ) = 0 für fast alle λ}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und
sonst den Wert Null, bilden eine Basis. Nach unseren Definitionen ist umge-
kehrt eine Familie (mλ)λ∈Λ in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn
die Abbildung RΛ→M mit (rλ) 7→

∑
rλmλ ein Isomorphismus ist.

Übung 1.6.7. Jeder Modul ist Quotient eines freien Moduls.

Bemerkung 1.6.8. Für beliebige Ringe R folgt aus Rn ∼= Rm im allgemeinen
nicht n = m. Das einfachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist
nach 1.6.10 auch das einzige kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht
kommutativen Ringen gibt es jedoch auch interessantere Gegenbeispiele.

Bemerkung 1.6.9. Zwei Untermoduln U,D ⊂ M eines Moduls heißen kom-
plementär und wir schreiben M = U ⊕D genau dann, wenn die offensicht-
liche Abbildung ein Isomorphismus U ⊕D ∼→ M ist. Dafür hinreichend und
notwendig ist, daß sowohl gilt U ∩ D = 0 als auch U + D = M. Wir sagen
in dem Fall auch, M sei die direkte Summe von U und D. Analoge Begriffs-
bildungen benutzen wir auch für beliebige Familien von Untermoduln eines
Moduls.

Übung 1.6.10. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R
folgt aus Rn ∼= Rm schon n = m. (Hinweis: Man benutze 1.2.17 und wähle
ein maximales Ideal a ⊂ R, so daß R/a ein Körper ist.)

Übung 1.6.11. Gegeben Moduln M1, . . . ,Mm und N1, . . . , Nn über einem
Ring R haben wir eine natürliche Identifikation

HomR(M1 ⊕ . . .⊕Mm, N1 ⊕ . . .⊕Nn)
∼→
∏
i,j

HomR(Mj, Ni)

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenve-
toren von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen
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zwischen direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den
Summanden. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen
mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.

Übung 1.6.12. Gegeben eine Familie von Moduln Mij mit i ∈ I, j ∈ J haben
wir stets einen kanonischen Homomorphismus

⊕
i(
∏

jMji) →
∏

j(
⊕

iMji),
der aber im allgemeinen kein Isomorphismus ist.

1.7 Halbeinfache Moduln

Definition 1.7.1. Ein Modul heißt halbeinfach genau dann, wenn er die
Summe seiner einfachen Untermoduln ist.

Übung 1.7.2. Ein Ring heißt halbeinfach genau dann, wenn er halbeinfach
ist als Linksmodul über sich selber. Man zeige, daß jeder Linksmodul über
einem halbeinfachen Ring halbeinfach ist.

Proposition 1.7.3 (Charakterisierung halbeinfacher Moduln). Sei R
ein Ring und M ein R-Modul. So sind gleichbedeutend:

1. M ist halbeinfach;

2. M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln;

3. Jeder Untermodul U von M besitzt ein Komplement D, als da heißt,
es gibt zu jedem Untermodul U einen Untermodul D mit D ⊕ U = M.

Beweis. 2⇒ 1 : Das ist klar.

1⇒ 3 : Sei M =
∑

i∈IMi eine Summe von einfachen Untermoduln Mi ⊂M
und sei U ⊂M der Untermodul, für den wir ein Komplement suchen. Gege-
ben J ⊂ I setzen wir MJ =

∑
i∈JMi. Ist I endlich, so finden wir natürlich

unter allen Teilmengen J ⊂ I mit MJ ∩ U = 0 eine bezüglich Inklusion
maximale Teilmenge. Ist I unendlich, so folgt die Existenz eines solchen ma-
ximalen J mit dem Zorn’schen Lemma. In jedem Fall behaupten wir für solch
ein maximales J, daß gilt MJ ⊕ U = M. In der Tat, aus MJ + U 6= M folgt,
daß es ein i ∈ I gibt mit Mi 6⊂ (MJ + U), also Mi ∩ (MJ + U) = 0 da Mi

einfach ist. Dann folgt aber (Mi +MJ) ∩ U = 0 und J war nicht maximal.

3⇒ 2 : Wir bemerken zunächst, daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln
vererbt: Sind nämlich U ⊂ N ⊂M Untermoduln und ist V ein Komplement
von U in M, so ist notwendig V ∩N ein Komplement von U in N. Jetzt fin-
den wir mithilfe des Zorn’schen Lemmas eine maximale Menge von einfachen
Untermoduln derart, daß ihre Summe in M direkt ist. Wäre diese Summe
S nicht ganz M, so fänden wir ein von Null verschiedenes Komplement D
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von S in M. In diesem Komplement D gäbe es einen von Null verschiedenen
zyklischen Untermodul und der hätte nach 1.3.4 seinerseits einen einfachen
Quotienten, der sich als direkter Summand erst in unserem zyklischen Unter-
modul und dann in ganz D einbetten ließe, im Widerspruch zur Maximalität
von S.

Korollar 1.7.4. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen
Moduls ist halbeinfach.

Beweis. Natürlich ist jeder Quotient eine Summe einfacher Untermoduln und
ist damit halbeinfach nach 1.7.3. Weiter besitzt nach 1.7.3 jeder Untermodul
ein Komplement und ist damit auch isomorph zu einem Quotienten unseres
Moduls, nämlich zu dem Quotienten nach besagtem Komplement. Alternativ
kann man sich daran erinnern, daß wir beim Beweis von 3⇒ 1 in 1.7.3 bereits
gezeigt hatten, daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln vererbt.

Definition 1.7.5. Sei R ein Ring und M ein halbeinfacher R-Modul. Gege-
ben ein einfacher R-Modul E notieren wir ME ⊂ M die Summe aller zu E
isomorphen Untermoduln von M und nennen sie die isotypische Kompo-
nente von M vom Typ E.

Satz 1.7.6 (Zerlegung in isotypische Komponenten). Sei R ein Ring,
M ein halbeinfacher R-Modul und irr(R) ein Repräsentantensystem für die
Isomorphieklassen einfacher R-Moduln. So zerfällt M als die direkte Summe
seiner isotypischen Komponenten

M =
⊕

E∈irr(R)

ME

Beweis. Da M nach Annahme halbeinfach ist, muß nur gezeigt werden, daß
die Summe der isotypischen Komponenten direkt ist. Dazu hinwiederum
brauchen wir nur zu zeigen, daß jeder einfache Untermodul einer Summe
von einfachen Untermoduln zu einem der Summanden isomorph ist. Da aber
besagte Summe halbeinfach ist, ist unser einfacher Untermodul auch ein Quo-
tient dieser Summe und damit notwendig auch ein Quotient eines Summan-
den.

Bemerkung 1.7.7. Die Summe aller einfachen Untermoduln eines Moduls M
heißt der Sockel von M und wird notiert socM. Der Sockel ist natürlich
der größte halbeinfache Untermodul.

Übung 1.7.8. Jeder Homomorphismus von halbeinfachen Moduln erhält die
Zerlegung in isotypische Komponenten. Eine Sequenz M ′ ↪→ M � M ′′ von
halbeinfachen Moduln ist exakt genau dann, wenn für alle einfachen Moduln
die induzierte Sequenz M ′

E →ME →M ′′
E exakt ist.
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Übung 1.7.9. Man erkläre, inwiefern der Satz über die Zerlegung in isotypi-
sche Komponenten die Eigenraumzerlegung eines Vektorraums unter einem
Endomorphismus verallgemeinert.

1.8 Der Dichtesatz von Jacobson

Satz 1.8.1 (Jacobson’s Dichtesatz). Sei R ein Ring und M ein halbein-
facher R-Modul. So ist das Bild des offensichtlichen Ringhomomorphismus

R→ End(EndR M)M

dicht in folgendem Sinne: Gegeben f ∈ End(EndR M)M und endlich viele Ele-
mente m1, . . . ,mr ∈M gibt es stets x ∈ R mit f(mi) = xmi für alle i.

Bemerkung 1.8.2. Gegeben ein Ring E und eine Teilmenge T ⊂ E erklärt
man den Kommutator von T durch die Formel T ′ = {x ∈ E | xt =
tx ∀t ∈ T}. Der Kommutator des Kommutators T ′′ heißt dann der Bikom-
mutator und umfaßt natürlich T selbst. Unser Satz sagt in dieser Termino-
logie, daß für einen halbeinfachen Modul M über einem beliebigen Ring R
das Bild T von R im Endomorphismenring E = AbM der abelschen Gruppe
M in der oben ausgeführten Weise “dicht” liegt in seinem Bikommutator.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall r = 1 und betrachten zu m = m1 ein
Komplement N des Untermoduls Rm ⊂M, also

M = Rm⊕N

Da die Projektion π : M � Rm ↪→ M längs unserer Zerlegung in EndRM
liegt, und da gilt f ◦π = π ◦f nach Annahme, folgt f(m) ∈ Rm. Es gibt also
in anderen Worten x ∈ R mit f(m) = xm. Den allgemeinen Fall führen wir
auf den Fall r = 1 zurück, indem wir das Element (m1, . . . ,mr) ∈M⊕. . .⊕M
betrachten und die Abbildung f × . . . × f, die in der Tat kommutiert mit
allen Elementen von

EndR(M ⊕ . . .⊕M) = M(r × r,EndRM)

Korollar 1.8.3 (Satz von Wedderburn). Ist k ein algebraisch abgeschlos-
sener Körper und A ⊂ M(n × n, k) ein Teilring derart, daß kn einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = M(n× n, k).

Beweis. Zunächst gilt EndA k
n = k, da sonst geeignete Eigenräume von

Elementen ϕ ∈ EndA k
n nichttriviale A-Untermoduln wären. Dann folgt

A = Endk k
n aus dem Dichtesatz.
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1.9 Das Lemma von Schur

Satz 1.9.1 (Schur’sches Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, k ein
algebraisch abgeschlossener Körper und V eine irreduzible Darstellung von G
über k. So besitzt V außer den Skalaren keine Endomorphismen, in Formeln

k
∼→ ModGk V

Beweis. Da wir G endlich angenommen hatten, ist V notwendig endlichdi-
mensional. Nach Annahme gilt auch V 6= 0. Jedes ϕ ∈ ModGk V besitzt also
einen Eigenwert, sagen wir λ, und der zugehörige Eigenraum ist offensichtlich
eine von Null verschiedene Unterdarstellung als Kern von ϕ−λ id . Also muß
dieser Kern schon ganz V sein und wir folgern ϕ = λ id .

Beispiel 1.9.2. Die Gruppe G der vierten Einheitswurzeln in C operiert durch
Multiplikation auf dem R-Vektorraum C und macht diesen zu einer irredu-
ziblen Darstellung V = C von G über k = R. Dennoch haben wir in diesem
Fall k 6= ModGk V. Das steht nicht in Widerspruch zu unserem Satz, da k = R
nicht algebraisch abeschlossen ist.

Beispiel 1.9.3. Ist k ⊂ L ein Körpererweiterung, so wird V = L eine irre-
duzible Darstellung der Gruppe G = L× über k. In diesem Fall haben wir
offensichtlich EndkG V = L und im allgemeinen kann natürlich k 6= L gel-
ten selbst wenn k algebraisch abgeschlossen ist, zum Beispiel mit L = k(X).
Das steht jedoch auch nicht in Widerspruch zu unserem Satz, da unter der
Voraussetzung k algebraisch abgeschlossen die Gruppe G = L× nicht endlich
sein kann.

Übung 1.9.4. Sei R ein Ring und k ⊂ R ein algebraisch abgeschlossener
Körper derart, daß gilt ar = ra ∀a ∈ k, r ∈ R. So gilt für jeden einfachen
R-Modul M, der endlichdimensional ist als k-Vektorraum, notwendig k

∼→
EndRM.

Satz 1.9.5 (Variante des Schur’schen Lemmas). Sei G eine Gruppe,
k ein algebraisch abgeschlossener Körper und V eine irreduzible Darstellung
von G über k. Ist die Kardinalität von k echt größer als die Kardinalität von
G, d.h. gibt es keine Injektion k ↪→ G, so besitzt V außer den Skalaren keine
Endomorphismen, in Formeln

k
∼→ ModGk V

Beweis. Der Endomorphismenring von V hat eine k-Basis, die von einer Teil-
menge von G indiziert wird. Er ist jedoch auch eine Körpererweiterung von
k. Wäre er echt größer als k, so müßte er den Funktionenkörper k(X) um-
fassen, in dem die Familie der ((X − λ)−1)λ∈k linear unabhängig ist über k,
im Widerspruch zu unserer Bedingung an die Kardinalitäten.
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1.10 Darstellungen von Produkten

Satz 1.10.1 (Einfache Darstellungen von Produkten). Seien Gruppen
G,H und ein algebraisch abgeschlossener Körper k gegeben. Bezeichnet irrkG
die Menge aller Isomorphieklassen einfacher endlichdimensionaler Darstel-
lungen von G über k, so induziert das Tensorprodukt eine Bijektion

(irrkG)× (irrkH)
∼→ irrk(G×H)

Bemerkung 1.10.2. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist das im all-
gemeinen falsch. Zum Beipiel ist C eine irreduzible Darstellung der Gruppe
G der komplexen vierten Einheitswurzeln über k = R, aber C ⊗R C hat als
Darstellung von G×G den echten Quotienten C⊗C C.

Beweis. Gegeben V ∈ G -Modk, W ∈ H -Modk einfache endlichdimensio-
nale Darstellungen ist V ⊗k W ∈ (G × H) -Modk einfach, da nach dem
Satz von Wedderburn 1.8.3 die Operationen Surjektionen kG � Endk V und
kH � EndkW liefern und damit auch eine Surjektion des Gruppenrings von
G×H auf Endk(V ⊗kW ). Die im Satz angegebene Abbildung ist also sinnvoll
definiert. Ist L eine endlichdimensionale Darstellung von G × H, so besitzt
L als G-Darstellung eine einfache Unterdarstellung V ⊂ L. Die offensichtli-
che Abbildung V ⊗k Homk(V, L)G → L ist dann nach 1.10.3 ein injektiver
(G×H)-Homomorphismus für die offensichtliche Operation von H auf dem
Hom-Raum. Ist L einfach, so muß diese Abbildung auch surjektiv sein und
der Hom-Raum muß eine einfache Darstellung W von H sein. Die im Satz an-
gegebene Abbildung ist also surjektiv. Der Nachweis ihrer Injektivität kann
der Leser ohne Mühe aus dem Nachweis der Surjektivität extrahieren.

Lemma 1.10.3. Sei V eine Darstellung einer Gruppe G über einem Körper
k und sei L ∈ G -Modk eine einfache Darstellung mit Endomorphismenring
ModGk L = k. So induziert das Auswerten eine Inklusion

L⊗k Homk(L, V )G ↪→ V

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß V
eine Summe und dann auch eine direkte Summe ist von zu L isomorphen
Unterdarstellungen. In diesem Fall ist aber das Lemma explizit klar.

1.11 Zur Struktur von Gruppenringen

Satz 1.11.1 (Fouriertransformation für endliche Gruppen). Seien G
eine endliche Gruppe, k ein algebraisch abgeschlossener Körper und L1, . . . , Lr
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die irreduziblen Darstellungen von G über k, bis auf Isomorphismus. So de-
finiert die Operation eine Surjektion

kG � (Endk L1)× . . .× (Endk Lr)

und wenn die Charateristik von k nicht die Gruppenordnung teilt, ist diese
Surjektion sogar ein Isomorphismus.

Bemerkung 1.11.2. Der Zusammenhang mit der Fouriertransformation aus
der Analysis in ?? erklärt. Dieser Satz gilt analog für jeden halbeinfachen
Ring R, der einen algebraisch abgeschlossenen Körper k enthält derart, daß
gilt ar = ra ∀a ∈ k, r ∈ R und daß R endlichdimensional ist über k.

Beweis. Die Surjektivität folgt aus dem Dichtesatz 1.8.1, angewandt auf den
kG-Modul L1 ⊕ . . . ⊕ Lr mit seinem Endomorphismenring k × . . . × k. Um
die Injektivität zu zeigen bemerken wir, daß ja kG nach Maschke selbst eine
Summe von einfachen Unterdarstellungen ist. Liegt also a ∈ kG im Kern
unserer Abbildung, so ist die Linksmultiplikation mit a die Nullabbildung
auf kG und es folgt a = 0.

Korollar 1.11.3. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch ab-
geschlossener Körper, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt.
Seien L1, . . . , Lr die irreduziblen Darstellungen von G über k, bis auf Iso-
morphismus. So gilt

|G| = (dimL1)
2 + . . .+ (dimLr)

2

Beweis. Klar.

Korollar 1.11.4. Gegeben eine endliche Gruppe und ein algebraisch abge-
schlossener Körper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt,
gibt es bis auf Isomorphismus genausoviele einfache Darstellungen unserer
Gruppe über besagtem Körper wie Konjugationsklassen in unserer Gruppe.

Beweis. Unter dem Zentrum Z(R) eines Rings R verstehen wir die Men-
ge der Elemente von R, die mit allen anderen Elementen kommutieren, in
Formeln

Z(R) = {z ∈ R | za = az ∀a ∈ R}

Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R. Das Zentrum ei-
nes Gruppenrings kG besteht nun offensichtlich genau aus den Funktionen
G→ k, die konstant sind auf Konjugationsklassen. Man nennt sie Klassen-
funktionen. Das Zentrum der anderen Seite in Satz 1.11.1 ist aber offen-
sichtlich k × . . .× k (r Kopien).
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Übung 1.11.5. Gegeben eine endliche Gruppe und ein algebraisch abgeschlos-
sener Körper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt, zeige
man: Genau dann ist die Gruppe kommutativ, wenn alle ihre irreduziblen
Darstellungen über besagtem Körper eindimensional sind.

Definition 1.11.6. Ist V eine Darstellung einer Gruppe G über einem
Körper k, so definiert man ganz allgemein für v ∈ V, ϕ ∈ V ∗ den Ma-
trixkoeffizienten cϕ,v : G→ k durch die Vorschrift cϕ,v(g) = ϕ(gv).

Bemerkung 1.11.7. Im Fall V = kn und v = ei und ϕ = prj ist cϕ,v(g) in der
Tat ein Koeffizient der Matrix ρ(g) ∈ M(n × n; k). Die Matrixkoeffizienten
definieren eine Abbildung, die Matrixkoeffizientenabbildung

V ∗ ⊗k V → kG
ϕ⊗ v 7→ cϕ,v

Satz 1.11.8 (Inverse Fourier-Transformation). Sei G eine endliche Grup-
pe und k ein algebraisch abgeschlossener Körper, dessen Charakteristik nicht
die Gruppenordnung teilt. Sind L,M irreduzible Darstellungen von G über k,
so ist die Verknüpfung

L∗ ⊗k L→ kG→ EndkM

das |G|/(dimL)-fache des üblichen Isomorphismus L∗ ⊗k L
∼→ Endk L

∗ im
Fall M ∼= L∗ und die Nullabbildung sonst.

Beweis. Unsere Matrixkoeffizientenabbildung V ∗ ⊗k V → kG ist ein Homo-
morphismus von Darstellungen für geeignete Operationen von G × G auf
beiden Seiten, genauer gilt offensichtlich cgϕ,v = g ∗ cϕ,v und cϕ,gv = cϕ,v ∗ g−1

für alle g ∈ G. Die Abbildungen aus unserem Satz sind demnach Morphismen
zwischen Darstellungen von (G × G). Nach 1.10.1 sind diese Darstellungen
sogar irreduzibel, so daß die einzig offene Frage ist, das Wievielfache des
üblichen Isomorphismus im Fall M ∼= L∗ genommen werden muß. Ich will
das in physikalischer Notation ausrechnen. Gegeben ein Vektorraum L und
ein Vektor v ∈ L notieren wir |v〉 die lineare Abbildung k → L, λ 7→ λv und
notieren Elemente ϕ ∈ L∗ des Dualraums auch einmal 〈ϕ|. Für ϕ, ψ ∈ L∗

und v, w ∈ L ergibt sich damit, wenn wir die k-linearen Abbildungen von
k in sich selber stillschweigend mit k identifizieren, für die Operation eines
Matrixkoeffizienten auf ψ ∈ L∗ die Formel

(cϕ,v ∗ ψ)(w) =
∑

g∈G〈ϕ|g|v〉〈ψ|g−1|w〉 = 〈ϕ|
(∑

g∈G g|v〉〈ψ|g−1
)
|w〉

Nun ist die große Summe (Σ) in der Mitte der Formel rechts offensichtlich
ein G-Endomorphismus von L, d.h. für alle h ∈ G gilt h ◦ (Σ) ◦ h−1 = (Σ).
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Da L irreduzibel ist, muß diese Summe folglich ein Vielfaches der Identität
sein, (Σ) = d idL. Berechnen wir auf beiden Seiten die Spur, so ergibt sich

d · dimL = |G| tr(|v〉〈ψ|) = |G|〈ψ|v〉

womit wir schließlich die Behauptung erhalten in Gestalt der Formel

(cϕ,v ∗ ψ)(w) =
|G|

dimL
〈ψ|v〉〈ϕ|w〉

Korollar 1.11.9. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abge-
schlossener Körper, dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt. So
haben Matrixkoeffizienten zu nichtisomorphen irreduziblen Darstellungen im
Gruppenring das Produkt Null.

Korollar 1.11.10 (Orthonormalität von Matrixkoeffizienten). Bilden
gewisse ρλ : G→ U(dλ) ein Repräsentantensystem für die einfachen unitären
Darstellungen einer endlichen Gruppe G, so bilden die renormalisierten Ma-
trixkoeffizienten

√
dλ (ρλ)ij eine Orthonormalbasis des Gruppenrings CG für

das Skalarprodukt 〈f, h〉 = |G|−1
∑

g∈G f(g)h(g).

Beweis. Haben wir auf einer endlichdimensionalen Darstellung V ein G-
invariantes Skalarprodukt 〈 , 〉 gewählt, das schieflinear ist in der ersten
Variablen und linear in der zweiten, so erhalten wir einen Isomorphismus
von Darstellungen V

∼→ V ∗, v 7→ 〈v, 〉. Für beliebige v, w ∈ V und g ∈ G
gilt dann natürlich 〈v, g−1w〉 = 〈gv, w〉 = 〈w, gv〉. Mit dieser Erkenntnis
können wir die Formel vom Ende des Beweises von 1.11.8 umdeuten zu

1

|G|
∑
g∈G

〈ϕ, gv〉〈w, gψ〉 =
1

dimL
〈ψ, v〉〈ϕ,w〉

für alle v, w, ϕ, ψ ∈ L. Mit demselben Argument ergibt sich, daß für nicht
isomorphe einfache unitäre Darstellungen L,M und ϕ, v ∈ L und w,ψ ∈ M
gilt

∑
g∈G〈ϕ, gv〉〈w, gψ〉 = 0.

1.12 Charaktere

Bemerkung 1.12.1. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abge-
schlossener Körper, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt. Sei
L eine einfache Darstellung von G. Nach 1.11.1 gibt es genau ein Element
eL ∈ kG derart, daß eL durch die Identität auf L operiert und durch Null
auf jeder einfachen Darstellung M von G, die nicht isomorph ist zu L, in
Formeln

(eL· : M →M) =

{
id : M →M falls M ∼= L;
0 : M →M falls M einfach, M 6∼= L.

23



Dies Element eL nennen wir den Projektor zu L. Um den Projektor explizit
anzugeben, erinnern wir uns an unsere inverse Fouriertransformation 1.11.8.
Ist v1, . . . , vn eine Basis von L und ϕ1, . . . , ϕn die duale Basis von L∗, so
haben wir offensichtlich ϕ1 ⊗ v1 + . . .+ ϕn ⊗ vn 7→ id unter der kanonischen
Identifikation L∗ ⊗k L

∼→ Endk L
∗. Unter der Matrixkoeffizientenabbildung

dahingegen geht dieser Tensor auf die Funktion χ = χL = cϕ1,v1 + . . . +
cϕn,vn , die offensichtlich auch einfacher beschrieben werden kann durch die
Formel χL(g) = tr{g : L 	}. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung
V einer Gruppe G über einem Körper k definiert man ganz allgemein ihren
Charakter χV : G→ k durch die Vorschrift

χV (g) = tr{g : V 	}

Offensichtlich sind Charaktere stets Klassenfunktionen. Unsere Argumen-
te zeigen für jede endliche Gruppe G und jeden algebraisch abgeschlos-
senen Körper k, dessen Charateristik nicht die Gruppenordnung teilt, die
Charakter-Projektor-Formel

eL∗ =
dimL

|G|
χL

Die Dimension einer Darstellung ist offensichtlich gerade der Wert ihres Cha-
rakters beim neutralen Element, und wir erkennen so, daß die wesentlichen
Informationen über die Struktur eines Gruppenrings bereits aus der Kenntnis
der Charaktere der einfachen Darstellungen, d.h. der einfachen Charak-
tere hervorgehen.

Übung 1.12.2. Gegeben eine Darstellung V nennen wir V ∗ = Hom(V, k) auch
die kontragradiente Darstellung. Man zeige, daß der Charakter der kon-
tragradienten Darstellung gegeben wird durch die Formel χV ∗(g) = χV (g−1).
Weiter zeige man χV⊕W = χV + χW .

Satz 1.12.3 (Dimension einfacher Darstellungen). Gegeben ein alge-
braisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null und eine endliche
Gruppe ist die Dimension jeder einfachen Darstellung unserer Gruppe über
dem gegebenen Körper ein Teiler der Gruppenordnung.

Beweis. Sei G unsere endliche Gruppe, L unsere einfache Darstellung und
M = L∗ ihre kontragrediente Darstellung. Wir gehen aus von der Gleichung
eM ∗ eM = eM . Mit der Charakter-Projektor-Formel ?? folgt

χL ∗ χL =
|G|

dimL
χL
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Per definitionem ist χL(g) die Summe der Eigenwerte von g : L→ L, und da
gilt gn = 1 für n = |G| sind diese Eigenwerte n-te Einheitswurzeln. Ist also
ζ ∈ k eine primitive n-te Einheitswurzel, so nehmen alle Charaktere Werte in
Z[ζ] an. Bezeichnet I ⊂ Z[ζ] das von den Werten des Charakters χL erzeugte
Ideal, so folgern wir im Körper k die Inklusionsrelation

I ⊃ |G|
dimL

I

Da die Potenzen 1, ζ, ζ2, . . . ζn−1 bereits Z[ζ] als abelsche Gruppe erzeugen,
ist mit ?? auch I eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe und
mit ?? ist dann I frei über Z, in Formeln I ∼= Zr für geeignetes r ∈ N.
Zusammen mit der Erkenntnis I 6= 0 impliziert unsere Inklusion oben nun
(|G|/dimL) ∈ Z wie gewünscht.

Bemerkung 1.12.4. Wir definieren nun für jede endliche Gruppe G und jeden
Körper k, dessen Charakteristik teilerfremd ist zur Gruppenordnung, auf dem
Gruppenring kG eine symmetrische Bilinearform ( , ) durch die Vorschrift

(ϕ, ψ) =
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g−1)

Satz 1.12.5. Seinen gegeben eine endliche Gruppe und ein Körper, dessen
Charakteristik teilerfremd ist zur Gruppenordnung. So bilden die einfachen
Charaktere für vorstehende Bilinearform eine Orthonormalbasis des Raums
der Klassenfunktionen.

Beweis. Wir beachten (ϕ, ψ) = |G|−1(ϕ ∗ψ)(e). Jetzt schreiben wir die Glei-
chung eM ∗ eL = 0 für die Projektoren zu nichtisomorphen einfachen Dar-
stellungen um auf einfache Charaktere und erhalten schon mal (χ, ψ) = 0
für verschiedene einfache Charaktere. Sonst kommen wir wieder zurück auf
unsere Gleichung

χ ∗ χ =
|G|

dimL
χ

für χ = χL, und werten wir diese Gleichung aus am neutralen Element und
beachten χ(e) = tr(e : L → L) = dimL, so ergibt sich auch (χ, χ) = 1 wie
gewünscht.

Korollar 1.12.6 (Orthogonalitätsrelationen für Charaktere). Sei G
eine endliche Gruppe. Wir betrachten auf dem komplexen Gruppenring CG
das Skalarprodukt 〈 , 〉 gegeben durch

〈ϕ, ψ〉 =
1

|G|
∑

ϕ(g)ψ(g)
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Für dieses Skalarprodukt bilden die einfachen Charaktere eine Orthonormal-
basis des Raums der Klassenfunktionen.

Beweis. Mit 1.12.5 reicht es, für jeden Charakter χ = χV über C die Formel
χ(g−1) = χ(g) zu zeigen. Nun sind aber alle Eigenwerte von (g·) : V → V
Einheitswurzeln und die Eigenwerte von (g−1·) : V → V sind ihre Inversen
alias ihre komplex Konjugierten. Alternativ folgt die Aussage auch sofort aus
den Orthonormalitätsrelationen für Matrixkoeffizienten 1.11.10.

Bemerkung 1.12.7. Die wesentliche Information über die komplexen Darstel-
lungen einer endlichen Gruppe wird meist in Form einer Charaktertafel
dargeboten: Die Spalten solch einer Tafel sind indiziert durch Repräsentan-
ten der Konjugationsklassen, die Zeilen durch irreduzible Darstellungen, und
in der Tafel stehen die Werte des Charakters der entsprechenden irreduziblen
Darstellung auf Elementen der entsprechenden Konjugationsklasse. Über den
Konjugationsklassen wird meist in einer eigenen Zeile ihre Kardinalität an-
gegeben, damit auch das Skalarprodukt auf dem Raum Klassenfunktionen
aus der Tafel hervorgeht.

1.13 Darstellungen der symmetrischen Gruppen

Bemerkung 1.13.1. Wir stellen zunächst die beiden Hauptsätze vor, die wir
beweisen wollen. Unter einem Youngdiagramm verstehen wir wie in ??
eine endliche Teilmenge T ⊂ N× N mit der Eigenschaft

((i, j) ∈ T und i′ ≤ i und j′ ≤ j) ⇒ (i′, j′) ∈ T

Die Elemente von T nennen wir die “Kästchen” unseres Youngdiagramms
und stellen uns ein Element (i, j) vor als das Kästchen auf Rechenpapier, bei
dem die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind.

Satz 1.13.2 (Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppe).
Gegeben ein Youngdiagramm T betrachte man in der Gruppe ST = Ens× T
aller Permutationen von T den Spaltenstabilisator S und den Zeilensta-
bilisator Z. Das vom zugehörigen Young-Symmetrisator(∑

g∈S

g

)(∑
h∈Z

sgn(h) h

)

im Gruppenring CST erzeugte Linksideal ist dann eine irreduzible Darstellung
L(T ) von ST . Indem wir irgendeine Bijektion T

∼→ {1, . . . , n} wählen, da-
durch ST mit Sn identifizieren und unsere einfache Darstellung L(T ) zurück-
ziehen erhalten wir für jedes Youngdiagramm T ∈ Yn eine nach 1.1.18 bis auf
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Isomorphismus wohldefinierte einfache Darstellung L(T ) der symmetrischen
Gruppe Sn. Auf diese Weise ergibt sich eine Bijektion

Yn
∼→ irr CSn

T 7→ L(T )

zwischen der Menge Yn aller Youngdiagramme mit n Kästchen und der Men-
ge aller Isomorphieklassen von einfachen Darstellungen der symmetrischen
Gruppe Sn.

Definition 1.13.3. Gegeben ein Youngdiagramm T mit n Kästchen ist ein
Tableau der Gestalt T eine Bijektion ϕ : T

∼→ {1, . . . , n}. Wir veranschau-
lichen so ein Tableau, indem wir in jedes Kästchen unseres Youngdiagramms
den Wert schreiben, den ϕ dort annimmt. Ein Standardtableau ist ein
Tableau, dessen Einträge in allen Zeilen und Spalten monoton wachsen.

Satz 1.13.4 (Dimensionen der einfachen Darstellungen). Gegeben ein
Youngdiagramm T stimmt die Dimension der zugehörigen einfachen Darstel-
lung L(T ) von Sn überein mit der Zahl von Standardtableaus der Gestalt T.

Beweis von 1.13.2. Wir zeigen zunächst, daß unsere Darstellungen L(T ) ir-
reduzibel sind. Der Young-Symmetrisator ist ja bis auf einen Skalar das Pro-
dukt der beiden Idempotenten

ET = |S|−1
∑
g∈S

g und AT = |Z|−1
∑
h∈Z

sgn(h) h

Die beiden von diesen Idempotenten erzeugten Linksideale M(T ) und N(T )
des Gruppenrings CST wird der mit Induktion vertraute Leser leicht identi-
fizieren können mit den induzierten Darstellungen zur trivialen Darstellung
des Spaltenstabilisators bzw. der Signumsdarstellung des Zeilenstabilisators.
Der zentrale Punkt des Beweises besteht nun darin, die Formel

dimC HomST
C (M(T ), N(T )) = 1

zu prüfen. Sie zeigt nämlich, daß unsere beiden induzierten Darstellungen
genau einen einfachen Kompositionsfaktor gemeinsam haben, und der ist
dann natürlich das Bild eines und jedes von Null verschiedenen Homomor-
phismus und insbesondere des durch Rechtsmultiplikation mit AT gegebenen
Homomorphismus alias das von ETAT erzeugte Linksideal L(T ). Ist nun ganz
allgemein R ein Ring und e ∈ R idempotent und M ein R-Modul, so indu-
ziert das Auswerten bei e eine Bijektion HomR(Re,M)

∼→ eM, so daß sich
unser zentraler Punkt umschreiben läßt zur Behauptung

dimCET (CST )AT = 1
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Nun gilt ja offensichtlich S ∩Z = 1, also ETAT 6= 0, und für alle x ∈ SZ gilt
ETxAT = ±ETAT . Es reicht also, wenn wir zusätzlich für alle x 6∈ SZ zeigen
ETxAT = 0 oder gleichbedeutend x−1ETxAT = 0. Nun haben wir natürlich

|S|x−1ETx =
∑

g∈x−1Sx

g

und bezeichnet T = T1 ∪ T2 ∪ . . . die Partition von T in die Spalten des
Youngdiagramms, so ist x−1Sx gerade die Gruppe aller Permutationen von
T, die jedes Stück der Partition

T = x−1T1 ∪ x−1T2 ∪ . . .

stabilisieren. Trifft nun jedes der Stücke x−1Ti jede Zeile unseres Youngdia-
gramms in höchstens einem Element, so scheint es mir offensichtlich, daß es
ein y im Zeilenstabilisator S geben muß mit yx−1Ti = Ti für alle i, woraus
sofort folgt x ∈ SZ. Im Fall x 6∈ SZ gibt es folglich ein Stück x−1Ti, das
mit einer Zeile von T mindestens zwei Elemente gemeinsam hat. Die Vertau-
schung dieser beiden Elemente ist dann eine Transposition t ∈ x−1Sx ∩ Z,
und deren Existenz zeigt ETxAT = 0, da dann ja gilt

(x−1ETx)AT = (x−1ETxt)AT = (x−1ETx)tAT = −(x−1ETx)AT

Damit wissen wir, daß die Darstellungen L(T ) einfach sind. Da es offensicht-
lich ebensoviele Young-Diagramme mit n Kästchen gibt wie Partitionen der
Zahl n wie Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe Sn, ist der ers-
te Satz bewiesen, sobald wir zeigen, daß die Darstellungen L(T ) paarweise
nicht isomorph sind. Um das zu zeigen, führen wir auf der Menge Yn aller
Youngdiagramme mit n Kästchen eine partielle Ordnung ein.

Definition 1.13.5. Ein Youngdiagramm heißt kleinergleich einem anderen
in der Dominanz-Ordnung genau dann, wenn es für jedes s ∈ N in den
ersten s Spalten insgesamt höchstens ebensoviele Kästchen besitzt wie das
andere. Wir notieren diese partielle Ordnung T ≤ T ′.

Bemerkung 1.13.6. Stellt man sich ein Youngdiagramm als eine Geröllhalde
von Kästchen vor, so sind diejenigen Partitionen kleiner, die entstehen, wenn
in unserer Geröllhalde ein oder mehrere Kästchen weiter nach unten purzeln.

Fortführung des Beweises. Wählen wir nun irgendeine Bijektion T
∼→ {1, . . . , n},

identifizieren mit ihrer Hilfe ST mit Sn und ziehen die Darstellungen M(T )
und N(T ) zurück, so erhalten wir nach 1.1.18 bis auf Isomorphismus wohlde-
finierte Darstellungen von Sn. Für je zwei Diagramme T, T ′ ∈ Yn behaupten
wir nun

HomSn
C (M(T ), N(T ′)) 6= 0 ⇒ T ≤ T ′
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Sobald das gezeigt ist, sind wir fertig, denn dann folgt aus L(T ) ∼= L(T ′)
sofort T ≤ T ′ ≤ T und damit T = T ′. Bezeichne nun ET und AT ′ die ent-
sprechend zurückgezogenen Elemente des Gruppenrings CSn. Mit denselben
Argumenten wie zuvor gilt es zu zeigen

T 6≤ T ′ ⇒ ETxAT ′ = 0 ∀x ∈ Sn

Wieder schreiben wir das um zu x−1ETxAT ′ = 0, und da wir das eh für das
Zurückholen mit beliebigen Bijektionen T

∼→ {1, . . . , n} ∼← T ′ zeigen werden,
reicht es den Fall x = 1 zu betrachten und zu zeigen

T 6≤ T ′ ⇒ ETAT ′ = 0

Wie zuvor folgt das, wenn wir zeigen können, daß der zurückgeholte Spal-
tenstabilisator von T mit dem zurückgeholten Zeilenstabilisator von T ′ stets
mindestens eine Transposition gemeinsam hat. Wie zuvor reicht es dafür wei-
ter zu zeigen, daß sich unter unserer Voraussetzung T 6≤ T ′ stets mindestens
eine zurückgeholte Spalte und eine zurückgeholte Zeile in mehr als nur einem
Element treffen. Das folgt jedoch sofort aus dem anschließenden Lemma.

Definition 1.13.7. Zwei Partitionen einer Menge heißen unabhängig ge-
nau dann, wenn die Schnitte zwischen einem Stück der einen und einem Stück
der anderen Partition alle höchstens ein Element enthalten.

Definition 1.13.8. Gegeben eine Partition einer endlichen Menge mit n Ele-
menten bilden wir zwei Youngdiagramme mit n Kästchen: Im Spaltendia-
gramm entsprechen unter einer geeigneten Identifikation der Kästchen mit
unserer Menge die Spalten den Stücken der Partition, im Zeilendiagramm
die Zeilen.

Lemma 1.13.9. Sind zwei Partitionen einer endlichen Menge unabhängig,
so ist in der Dominanzordnung das Spaltendiagramm der ersten kleinergleich
dem Zeilendiagramm der zweiten.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß
unsere Menge aus den Kästchen eines Youngdiagramms besteht und daß die
zweite Partition bereits durch die Zeilen dieses Diagramms gegeben wird. In
dieser Situation scheint mir das Lemma im Lichte der Definition 1.13.5 der
Dominanzordnung offensichtlich.

Beweis von 1.13.4. Gegeben ein Youngdiagramm T operiert die Gruppe ST
aller Permutationen der Kästchen frei und transitiv von rechts auf der Menge
aller Tableaus der Gestalt T vermittels der Vorschrift ϕσ = ϕ ◦ σ für

ϕ : T
∼→ {1, 2, . . . , n}
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ein Tableau und σ : T
∼→ T eine Permutation. Wenden wir nun auf ein

Standardtableau der Gestalt T alle Elemente von SZ an, d.h. eine beliebige
Vertauschung der Einträge jeder Spalte gefolgt von einer beliebigen Vertau-
schung der Einträge jeder Zeile, so erhalten wir zwar eventuell weitere Stan-
dardtableaus, aber für diese ist offensichtlich die Folge der Zeilensummen
lexikographisch größer als bei unserem Ausgangstableau. Identifizieren wir
also, indem wir irgendein Tableau auszeichnen, die Menge aller Tableaus mit
ST , so sind die xETAT mit x ein Standardtableau C-linear unabhängig im
Gruppenring CST . Es folgt, daß die Zahl der Standardtableaus eine untere
Schranke ist für die Dimension der einfachen Darstellung L(T ). Daß die Zahl
der Standardtableaus sogar mit dieser Dimension übereinstimmt, folgt dann
aus der durch 1.14.1 bewiesenen Formel mit der aus 1.11.3 spezialisierten
allgemeinen Erkenntnis ∑

T∈Yn

(dimC L(T ))2 = |Sn|

Bemerkung 1.13.10. Über die Darstellungen der symmetrischen Gruppen ist
noch sehr viel mehr bekannt, siehe zum Beispiel [?, ?, ?, ?]. Was die Dar-
stellungen über Körpern positiver Charakteristik angeht, ist aber auch noch
vieles offen, und selbst die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen sind
noch nicht bekannt.

Bemerkung 1.13.11. Jedes Youngdiagramm T mit n Kästchen liefert zwei
Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenlängen z(T ) und die Par-
tition durch die Spaltenlängen s(T ). Bezeichnet Yn die Menge aller Young-
diagramme mit n Kästchen und Pn die Menge aller Partitionen der Zahl n,
so erhalten wir auf diese Weise zwei Bijektionen

Pn
z
∼← Yn

s
∼→ Pn

die zusammen eine selbstinverse Bijektion Pn
∼→ Pn liefern. Diese Bijektion

notieren wir λ 7→ λ′ und nennen λ′ die duale Partition zu λ.

1.14 Der Robinson-Schensted-Algorithmus

Bemerkung 1.14.1. Wir erhalten eine Bijektion zwischen der Menge aller
Permutationen σ von {1, . . . , n} und der Menge aller Paare von Standard-
tableaus selber Gestalt wie folgt: Zunächst stellen wir unsere Zahlen in der
durch σ gegebenen Reihenfolge auf als σ(1), σ(2), . . . , σ(n). Dann lassen wir
sie ein “Young-Haus” bauen und bewohnen nach den folgenden Regeln: Im
i-ten Schritt geht die Zahl σ(i) von links nach rechts durch die erste Etage
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des Young-Hauses, wie es bis da bereits konstruiert ist. Ist sie größer als alle
Bewohnerinnen der ersten Etage, baut sie an ihrem Ende ein Kästchen an
und zieht dort ein. Sonst verdrängt sie die erste Bewohnerin der ersten Etage,
die größer ist als sie selber, und diese versucht es in der zweiten Etage. Ist sie
größer als alle Bewohnerinnen der zweiten Etage, so baut sie sich am Ende
der zweiten Etage ein Kästchen an und zieht dort ein. Sonst verdrängt sie in
der zweiten Etage die erste Bewohnerin, die größer ist als sie selber, und die
versucht es in der dritten Etage etc. Der i-te Schritt ist fertig, wenn die Zahlen
σ(1), σ(2), . . . , σ(i) alle wieder in einem Kästchen wohnen. So entsteht, wie
man sich unschwer überlegt, ein Standardtableau L(σ). Die Reihenfolge, in
der die Kästchen angebaut werden, erinnern wir in einem zweiten Standard-
tableau R(σ) derselben Gestalt, bei dem in demjenigen Kästchen die Zahl i
steht, das im i-ten Schritt angebaut wurde. Daß wir auf diese Weise in der
Tat eine Bijektion zwischen der Menge aller Permutationen und der Menge
aller Paare von Standardtableaus gleicher Gestalt erhalten, kann der Leser
hoffentlich ohne allzu große Schwierigkeiten selbst einsehen. In jedem Fall
denke ich, daß es noch schwieriger wäre, einen in Worten aufgeschriebenen
Beweis nachzuvollziehen.

Beispiel 1.14.2. Es sei σ(1), σ(2), . . . , σ(5) die Folge 3, 1, 5, 4, 2. Wir erhalten

3 1
3
1

2
1

3
1 5

2
1 3

3 5
1 4

2 4
1 3

3
4 5
1 2

5
2 4
1 3

und das Paar von Standardtableaus ganz am Ende der Zeile ist dann das-
jenige, das der Robinson-Schensted-Algorithmus unserer Permutation σ zu-
ordnet.

1.15 Duale Paare

Definition 1.15.1. Seien G,H Gruppen, M ein G ×H-Modul über einem
Körper k und φ : G→ GL(M), ψ : H → GL(M) die zugehörigen Homomor-
phismen. Mann nennt (G,H) ein duales Paar vermittels M genau dann,
wenn EndGk M als k-Algebra erzeugt wird von ψ(H) und ebenso EndHk M von
φ(G).

Proposition 1.15.2. Sind zwei endliche Gruppen G,H ein duales Paar ver-
mittels einer endlichdimensionalen komplexen Darstellung M, so gibt es ein-
fache und paarweise nicht isomorphe Darstellungen E1, . . . , Er von G und
F1, . . . , Fr von H derart, daß M unter G×H zerfällt als

M ∼=
r⊕

ν=1

Eν ⊗ Fν
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Bemerkung 1.15.3. Insbesondere liefert ein duales Paar M eine natürliche
Bijektion zwischen den einfachen Kompositionsfaktoren von M als G-Modul
und den einfachen Kompositionsfaktoren von M als H-Modul.

Beweis. Sicher können wir so eine Zerlegung finden mit den Er irreduzibel
und paarweise nicht isomorph. Aber dann liefert die offensichtliche Abbil-
dung einen Isomorphismus

∏r
ν=1 EndC Fν

∼→ EndGC M und folglich sind die
Fν einfache Moduln für EndGC M und damit nach Annahme für H.

1.16 Erklärung zur diskreten Fouriertransformation

Bemerkung 1.16.1. Woanders! Die Terminologie erklärt sich wie folgt: Die
stetigen Gruppenhomomorphismen von der Kreislinie S1 = {z ∈ C | |z| = 1}
in die multiplikative Gruppe C× der komplexen Zahlen sind genau die Ab-
bildungen z 7→ zn für n ∈ Z. Die zugehörigen eindimensionalen Darstel-
lungen {Ln}n∈Z bilden ein Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen
von irreduziblen stetigen Darstellungen von S1 in endlichdimensionalen C-
Vektorräumen. Die stetigen komplexwertigen Funktionen C(S1) auf S1 kann
man verstehen als ein Analogon des Gruppenrings kG, und sie operieren auf
jeder stetigen endlichdimensionalen Darstellung V durch die Regel

f ∗ v =

∫
S1

f(z)(ρV (z)(v)) ∀f ∈ C(S1), v ∈ V

für das offensichtliche Maß auf S1 mit Gesamtmasse 1. Auf Ln operiert also
f ∈ C(S1) durch Multiplikation mit dem Fourierkoeffizienten

∫
S1 f(z)zn, und

die durch die Operation gegebene Abbildung

C(S1)→
∏
n∈Z

EndC Ln =
∏
n∈Z

C

ordnet demnach einer Funktion f ∈ C(S1) die Familie ihrer Fourierkoeffizi-
enten zu. Das ist die Analogie, die hinter unserer Terminologie steckt. Im
Rahmen der nichtkommutativen Analysis kann man sogar in ganz präziser
Weise unsere “nichtkommutative” Fouriertransformation, die Entwicklung
einer Funktion auf S1 in ihre Fourierreihe und die übliche Fouriertransfor-
mation von Funktionen auf dem Rn als Spezialfälle einer sehr allgemeinen
“abstrakten Fouriertransformation” begreifen. In der Technik spielt insbe-
sondere die Fouriertransformation für endliche zyklische Gruppen eine Rolle
und heißt die diskrete Fouriertransformation [MV00].
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2 Eingebettete Liegruppen

Dieser Abschnitt kann bereits im Anschluß an ?? mit Vorgriff auf ?? gelesen
werden. Wir arbeiten nur mit eingebetteten Mannigfaltigkeiten und ihren
Tangentialräumen.

2.1 C∞-Abbildungen

Bemerkung 2.1.1. Eine Abbildung f : U → Rm definiert auf einer offe-
nen Teilmenge U ⊂◦ Rn heißt beliebig oft differenzierbar oder auch eine
C∞-Abbildung genau dann, wenn zu allen Komponenten fµ von f alle ge-
mischten höheren partiellen Ableitungen, d.h. in der Multiindexschreibweise
aus ?? die ∂αfµ für beliebige α ∈ Nn auf ganz U existieren. Wir wollen nun
diese Bedingung auf Abbildungen mit halboffenem Definitionsbereich aus-
dehnen und sie außerdem koordinatenfrei formulieren, d.h. für Abbildungen
zwischen geeigneten Teilmengen endlichdimensionaler reeller Vektorräume.
Gegeben Vektorräume V,W und p ≥ 0 bilden wir dazu den Vektorraum
Multp(V,W ) aller multilinearen Abbildungen von dem Produkt von p Ko-
pien von V nach W. Im Fall p = 0 verstehen wir Mult0(V,W ) = W. Man
bemerke die Isomorphismen Hom(V,Multp(V,W ))

∼→ Multp+1(V,W ) gege-
ben durch f 7→ [f ] mit [f ](v0, v1, . . . , vp) = (f(v0))(v1, . . . , vp).

Bemerkung 2.1.2. Sind V,W endlichdimensionale reelle Vektorräume und ist
A ⊂ V eine halboffene Teilmenge und g : A → Multp(V,W ) eine differen-
zierbare Abbildung, so fassen wir dg mit der Identifikation aus der vorherge-
henden Bemerkung auf als die Abbildung dg : A → Multp+1(V,W ) gegeben
durch x 7→ [dxg].

Definition 2.1.3. Gegeben V,W endlichdimensionale reelle Vektorräume
und A ⊂ V eine halboffene Teilmenge und f : A→ W eine Abbildung setzen
wir d(0)f = f und definieren induktiv die p-te Ableitung

d(p)f : A→ Multp(V,W )

als d(p)f = d(d(p−1)f), falls die (p−1)-te Ableitung existiert und differenzier-
bar ist auf A. Existieren alle höheren Ableitungen von f bis zur Ordung p und
sind stetig, so nennen wir f von der Klasse Cp oder auch eine Cp-Abbild-
ung. Zum Beispiel bedeutet C1 nichts anderes als stetig differenzierbar. Ist f
von der Klasse Cp für alle p, so nennen wir f beliebig oft differenzierbar
oder von der Klasse C∞ oder eine C∞-Abbildung oder diffferenzier-
bar unter Beugung der Rechtschreibung, um sie von den differenzierbaren
Abbildungen aus ?? abzusetzen.
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Bemerkung 2.1.4. Jede Verknüpfung von diffferenzierbaren Abbildungen ist
diffferenzierbar. Eine Abbildung in ein Produkt von endlichdimensionalen re-
ellen Vektorräumen ist diffferenzierbar genau dann, wenn ihre Komponenten
diffferenzierbar sind.

Bemerkung 2.1.5. Die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen läßt sich
koordinatenfrei dahingehend formulieren, daß unsere höheren Ableitungen
d(p)f in den symmetrischen multilinearen Abbildungen landen, d.h. in den-
jenigen multilinearen Abbildungen, die ihren Wert nicht ändern, wenn man
ihre Argumente untereinander vertauscht. Wir gehen darauf nicht näher ein,
empfehlen aber dem Leser, zur Übung zu prüfen, daß sich die höheren Terme
der Taylorentwicklung ?? koordinatenfrei in der Form (p!)−1(d(p)f)(h, . . . , h)
darstellen lassen.

Definition 2.1.6. Seien V,W endlichdimensionale Vektorräume und A ⊂◦ V,
B ⊂◦ W halboffene Teilmengen. Eine Abbildung f : A → B heißt ein Cp-
Diffeomorphismus genau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch
seine Umkehrung f−1 : B → A beide Cp-Abbildungen sind. Sprechen wir
von einem Difffeomorphismus oder ohne nähere Spezifizierung von einem
Diffeomorphismus, so meinen wir einen C∞-Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.1.7. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorräume.
Ist U ⊂◦ V offen und f : U → W diffferenzierbar und ist an einer Stelle p ∈ U
das Differential ein Isomorphismus, so induziert f einen Difffeomorphismus
von einer offenen Umgebung von p mit einer offenen Umgebung von f(p).
Das folgt sofort aus ??.

Definition 2.1.8. Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums heißt eine eingebettete C∞-Mannigfaltigkeit genau dann, wenn
es um jeden Punkt unserer Teilmenge eine Plättung im Sinne von ?? gibt,
die sogar ein C∞-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 2.1.9. Die Beschreibungen ?? und ?? von eingebetteten Mannig-
faltigkeiten als Urbilder bzw. als Bilder gelten analog, wenn man nur an den
entsprechenden Stellen die Bedingung “stetig differenzierbar” zu “diffferen-
zierbar” verstärkt. Reden wir im folgenden ohne nähere Spezifizierung von
Mannigfaltigkeiten, so meinen wir stets C∞-Mannigfaltigkeiten, und unter
Karten bzw. Koordinatensystemen wollen wir auch stets C∞-Karten bzw.
Umkehrabbildungen von C∞-Karten verstehen. Damit sind dann natürlich
auch alle Kartenwechsel diffferenzierbar.

Definition 2.1.10. Eine Abbildung von einer (eingebetteten) Mannigfaltig-
keit in einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum heißt diffferenzier-
bar genau dann, wenn ihre Verknüpfung mit jeder Karte diffferenzierbar
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ist. Eine Abbildung zwischen (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten heißt diff-
ferenzierbar genau dann, wenn ihre Verknüpfung mit der Einbettung der
zweiten unserer Mannigfaltigkeiten diffferenzierbar ist. Ein Difffeomorphis-
mus zwischen (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten ist eine diffferenzierbare
bijektive Abbildung, deren Umkehrung auch diffferenzierbar ist.

Übung 2.1.11. Eine Karte einer C∞-Mannigfaltigkeit ist nichts anderes als
ein Difffeomorphismus zwischen einer offenen Teilmenge eines Rk bzw. eines
R≤0 × Rk−1 mit einer offenen Teilmenge unserer Mannigfaltigkeit.

Proposition 2.1.12. Sei f : M → N eine differenzierbare Abbildung von
(eingebetteten) differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Gegeben ein Punkt x ∈
M gibt es genau eine lineare Abbildung, das Differential

dxf : TxM → Tf(x)N

derart, daß für jede Karte (W,ϕ) von M mit ϕ(p) = x für ein p ∈ W gilt
dxf ◦ dpϕ = dp(f ◦ ϕ), wo wir beide Seiten auffassen als lineare Abbildun-
gen vom Umgebungsraum unserer Karte W in den Umgebungsraum unserer
eingebetteten Mannigfaltigkeit N.

Beweis. Per definitionem induziert für jede Karte das Differential dpϕ einen
Isomorphismus des Umgebungsraums unserer Karte mit dem Tangentialraum
TxM. Für jede Karte finden wir also genau eine Abbildung dxf mit der in
der Proposition geforderten Verträglichkeitsbedingung für diese eine Karte.
Die Kettenregel zeigt dann, daß alle die so definierten Abbildungen überein-
stimmen.

Übung 2.1.13. Gegeben differenzierbare Abbildungen f : M → N und g :
N → L von (eingebetteten) Mannigfaltigkeiten erfüllen die Differentiale für
jeden Punkt x ∈M die Kettenregel

df(x)g ◦ dxf = dx(g ◦ f)

Übung 2.1.14. Ist M ⊂ V eine C∞-Mannigfaltigkeit, so ist auch das Tan-
gentialbündel TM ⊂ V × V aus ?? eine C∞-Mannigfaltigkeit. Weiter ist
für jede diffferenzierbare Abbildung f : M → N auch das Differential eine
diffferenzierbare Abbildung df : TM → TN.

2.2 Eingebettete Liegruppen

Satz 2.2.1 (Untergruppen als Mannigfaltigkeiten). Ist V ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum, so ist jede abgeschlossene Untergruppe sei-
ner Automorphismengruppe G ⊂A AutV eine eingebettete C∞-Untermannig-
faltigkeit ohne Rand im endlichdimensionalen reellen Vektorraum EndV.

35



Bemerkung 2.2.2. Man beachte, daß wir von unserer Gruppe G nicht fordern,
daß sie abgeschlossen sein soll im endlichdimensionalen Vektorraum EndV,
vergleiche ??. Ausgeschrieben fordern wir vielmehr nur für jede Folge in G,
die bezüglich irgendeiner Norm auf EndV gegen einen Punkt von AutV
konvergiert, daß dieser Punkt bereits in G liegen soll.

Beispiele 2.2.3. Typische Beispiele sind GL(n,R) = Aut Rn, GL(n,C) ⊂
Aut Cn und GL(n,H) ⊂ Aut Hn. Die Gruppen SL(n,R) ⊂ Aut Rn und
SL(n,C) ⊂ Aut Cn aller reellen bzw. komplexen Matrizen mit Determinante
Eins. Die Gruppen O(n) ⊂ Aut Rn und U(n) ⊂ Aut Cn aller orthogonalen
bzw. unitären Matrizen und darin die Untergruppen SO(n) und SU(n) aller
Matrizen mit Determinante Eins. Die Gruppen aller invertierbaren oberen
Dreiecksmatrizen, aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diago-
nalen, oder aller reellen oder komplexen Diagonalmatrizen, jeweils zu einer
fest vorgegebenen Zahl von Zeilen und Spalten.

Beispiel 2.2.4. Die Kugelschalen Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} tragen die
Struktur einer C∞-Mannigfaltigkeit. Auf S0 = {+1,−1}, S1 = {z ∈ C |
‖z‖ = 1} und S3 induziert die Multiplikation in R, den komplexen Zahlen
C ∼= R2 bzw. den Quaternionen R4 ∼= H sogar die Struktur einer Liegruppe.
Wie in ?? erläutert wird, stimmt die Gruppe der Quaternionen der Länge
Eins in unserem Modell der Quaternionen überein mit der Gruppe SU(2).
Wir erhalten einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

SU(2) = S3 � SO(3)

mit Kern {+1,−1}, indem wir S3 durch Konjugation auf dem Raum der rein
imaginären Quaternionen Q = Ri ⊕ Rj ⊕ Rk = {q ∈ H | q = −q} mit dem
Standard-Skalarprodukt operieren lassen. Insbesondere erhalten wir so einen
Diffeomorphismus SO(3) ∼= P3R. Man nennt S3 auch die Spin-Gruppe.

Bemerkung 2.2.5. Unter einer Liegruppe versteht man ganz allgemein eine
C∞-Mannigfaltigkeit G mit einer Gruppenstruktur derart, daß die Multipli-
kation G × G → G, (x, y) 7→ xy und die Inversenbildung G → G, x 7→ x−1

beide diffferenzierbar sind. Hierbei versteht man unter Mannigfaltigkeiten
meist nicht nur eingebettete Mannigfaltigkeiten sondern allgemeiner abstrak-
te Mannigfaltigkeiten, die wir noch gar nicht eingeführt haben. Wir werden
später sehen, wie sich unsere Argumente in diesem Rahmen verallgemeinern
lassen. Die Terminologie erinnert an den Begründer der Theorie, den Mathe-
matiker Sophus Lie (1842–1899). Eine abgeschlossene Untergruppe der Auto-
morphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums nennen
wir auch eine eingebettete Liegruppe.
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Bemerkung 2.2.6. Wir zeigen den Satz zusammen mit einer genaueren Aus-
sage, die wir im folgenden formulieren. Dazu erinnern wir für jeden endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V an die Exponentialabbildung

exp : EndV → AutV
X 7→

∑
ν≥0X

ν/ν!

aus ??. Sie ist eine C∞-Abbildung und ihr Differential im Ursprung ist die
Identität.

Satz 2.2.7 (Tangentialraum und Exponentialabbildung). Sei V ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Für jede abgeschlossene Untergrup-
pe G ⊂A AutV kann der Tangentialraum im neutralen Element beschrieben
werden als

TeG = {X ∈ EndV | exp(RX) ⊂ G}
und die Exponentialabbildung exp : TeG → G liefert einen Difffeomorphis-
mus zwischen einer offenen Umgebung der Null in TeG und einer offenen
Umgebung des neutralen Elements in G.

Beweis von 2.2.1 und 2.2.7. Wir zeigen zunächst einmal, daß die Menge

g = {X ∈ EndV | exp(RX) ⊂ G}

ein Untervektorraum des Endomorphismenraums ist. Nach dem Umkehrsatz
definiert ja die Exponentialabbildung EndV → AutV einen Diffeomorphis-
mus zwischen einer offenen Umgebung A der Null und einer offenen Umge-
bung B der Identität. Jetzt brauchen wir

Lemma 2.2.8. Für alle X, Y ∈ EndV gilt

exp(X + Y ) = limn→∞

(
exp

(
X

n

)
exp

(
Y

n

))n
Beweis. Für kleine t ∈ R gilt sicher

exp(tX) exp(tY ) = exp(Z(t))

für eine wohldefinierte C∞-Kurve Z : (−ε, ε) → EndV . Ein Vergleich der
Differentiale zeigt Ż(0) = X + Y und folglich Z(t) = t(X + Y ) + tη(t) für η
stetig bei Null mit Funktionswert Null. So ergibt sich

(exp(X
n
) exp(Y

n
))n = exp(Z( 1

n
))n

= exp(nZ( 1
n
))

= exp(X + Y + η( 1
n
))

und das strebt für n→∞ offensichtlich gegen exp(X + Y ).
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Damit muß die Menge g aller X ∈ EndV mit exp(RX) ⊂ G in der Tat ein
Untervektorraum sein. Wir wählen zu diesem Untervektorraum ein Komple-
ment t und betrachten die Abbildung

ψ : EndV → AutV
X + Y 7→ (expX)(expY )

für alle X ∈ g, Y ∈ t. Offensichtlich ist ψ−1(G) stabil unter der Addition von
Vektoren aus g. Weiter hat ψ bijektives Differential bei Null und induziert
folglich einen Diffeomorphismus ψ : A

∼→ B zwischen geeigneten offenen
Umgebungen A der Null und B der Identität. Wenn wir zeigen können, daß
ψ für hinreichend kleine A und B sogar eine Bijektion

ψ : A ∩ g
∼→ B ∩G

induziert, so liefert ψ eine Plättung von G um das neutrale Element und
(g·) ◦ ψ eine Plättung um ein beliebiges Element g ∈ G und 2.2.1 ist be-
wiesen und 2.2.7 folgt aus dem Beweis gleich auch noch. Es reicht also zu
zeigen, daß die Null ein isolierter Punkt von ψ−1(G) ∩ t ist. Nun ist aber
ψ−1(G) ∩ t stabil unter der Multiplikation mit ganzen Zahlen. Wäre außer-
dem die Null ein Häufungspunkt von ψ−1(G) ∩ t, so fänden wir nach dem
anschließenden technischen Lemma 2.2.9 ein von Null verschiedenes X ∈ t

mit RX ⊂ ψ−1(G) ∩ t im Widerspruch zu unserer Annahme t ∩ g = 0.

Lemma 2.2.9. Jede abgeschlossene Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums, die stabil ist unter der Multiplikation mit ganzen Zahlen
und für die der Ursprung ein Häufungspunkt ist, enthält eine Gerade durch
den Ursprung.

Beweis. SeiM unser endlichdimensionaler R-Vektorraum und A ⊂M unsere
abgeschlossene Teilmenge. Sei | | eine Norm auf M . Nach unseren Annahmen
finden wir eine Nullfolge an inA\0. Bezeichnet αn die kleinste ganze Zahl über
1/|an|, so haben wir offensichtlich limn→∞ |βnan| = 1 und nach Heine-Borel
besitzt die Folge βnan eine konvergente Teilfolge. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß sie bereits selbst schon konvergiert,
sagen wir gegen ein x ∈ A, in Formeln limn→∞ βnan = x. Sicher gilt dann
|x| = 1. Ist weiter t ∈ R beliebig, so gibt es wegen limn→∞ βn =∞ eine Folge
von ganzen Zahlen γn mit limn→∞ γn/βn = t und folglich

limn→∞ γnan = (limn→∞ γn/βn) · (limn→∞ βnan) = tx

Da A abgeschlossen ist, folgt Rx ⊂ A.
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Beispiel 2.2.10. Der Tangentialraum an GL(n; C) beim neutralen Element ist
M(n×n; C). Der Tangentialraum an SL(n; R) beim neutralen Element ist die
Menge sl(n; R) aller (n×n)-Matrizen mit Spur Null. In der Tat beachte man,
daß für komplexe obere Dreiecksmatrizen und damit für beliebige komplexe
Matrizen gilt

det(expA) = exp(trA)

Also landet sl(n; R) unter exp in SL(n; R). Daraus folgt bereits sl(n; R) ⊂
Te SL(n; R). Andererseits umfaßt SL(n; R) keine Umgebung der Einheitsma-
trix in GL(n; R) und daraus folgt Te SL(n; R) 6= M(n× n; R). Beides zusam-
men zeigt dann die Gleichheit. Ein besseres Argument liefert später 2.4.4.

Bemerkung 2.2.11. Die Exponentialabbildung liefert keine Surjektion im Fall
SL(2; R) und SL(2; C). In der Tat sind alle nicht nilpotenten Matrizen der
zugehörigen Liealgebren diagonalisierbar, folglich sind alle nicht unipoten-
ten Matrizen im Bild der Exponentialabbildung diagonalisierbar, und in bei-
den Gruppen gibt es auch Elemente, die weder unipotent noch diagonalisier-
bar sind und die folglich nicht zum Bild der Exponentialabbildung gehören
können.

Proposition 2.2.12. Sind G,H ⊂A AutV wegzusammenhängende abgeschlos-
sene Untergruppen mit TeG = TeH, so gilt bereits G = H.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß jede wegzusammenhängende abgeschlossene
Untergruppe G ⊂A AutV von exp(TeG) erzeugt wird. Wegen 2.2.7 ist jedoch
die von exp(TeG) erzeugte Untergruppe U offen inG. Dann sind auch alle ihre
Linksnebenklassen Ug für g ∈ G offen in G und für G wegzusammenhängend
folgt aus ?? bereits U = G.

2.3 Liealgebren eingebetteter Liegruppen

Bemerkung 2.3.1. Im Lichte von 2.4.6 stellt sich sofort die Frage, welche
reellen Untervektorräume in EndV denn von der Gestalt TeG sind für abge-
schlossene Untergruppen G ⊂A AutV. Eine notwendige Bedingung liefert der
folgende Satz.

Proposition 2.3.2 (Der Kommutator auf TeG). Sei V ein endlichdimen-
sionaler reeller Vektorraum. Für jede abgeschlossene Untergruppe G ⊂A AutV
ist der Tangentialraum beim neutralen Element TeG stabil unter dem Bilden
des Kommutators, d.h. mit X und Y gehört auch XY − Y X zu TeG.

Beweis. Für jedes g ∈ AutV betrachten wir die lineare Abbildung

int(g) : EndV → EndV
x 7→ gxg−1
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Ihr Differential bei der Einheitsmatrix notieren wir Ad(g).Da int(g) linear ist,
wird Ad(g) durch dieselbe Formel gegeben wie int(g). Unter der zusätzlichen
Voraussetzung g ∈ G stabilisiert int(g) die Menge G und induziert folglich
eine Abbildung

Ad(g) : TeG → TeG
X 7→ gXg−1

Insbesondere verläuft für Y ∈ TeG die Kurve t 7→ exp(tY )X exp(−tY ) ganz
in TeG. Damit liegt auch ihr Geschwindigkeitsvektor bei t = 0 in TeG, und
der ist nach der Produktregel gerade der Kommutator Y X −XY .

Bemerkung 2.3.3. Die Notation Ad kommt her von der Bezeichnung dieser
Operation von G auf TeG als “adjungierte Darstellung”. Wir werden diese
Konstruktion in 3.2 noch ausführlich besprechen. Der Kommutator wird oft
notiert

Y X −XY = [X, Y ]

heißt auch die Lie-Klammer. Einen Vektorraum A über einem Körper k mit
einer k-bilinearen Verknüpfung A×A→ A bezeichnet man ganz allgemein als
eine k-Algebra. Gegeben eine eingebettete Liegruppe G wird demnach der
Tangentialraum beim neutralen Element TeG mit der Verknüpfung (X, Y ) 7→
[X, Y ] eine R-Algebra. Sie heißt die Liealgebra von G und wird notiert

TeG = LieG

Bemerkung 2.3.4. Unter einer Liealgebra über einem Körper k versteht man
im allgemeinen eine k-Algebra g, deren Verknüpfung (x, y) 7→ [x, y] notiert
wird und von der gefordert wird, daß sie die Formeln [x, x] = 0 ∀x ∈ g und[
x, [y, z]

]
+
[
z, [x, y]

]
+
[
y, [z, x]

]
= 0 ∀x, y, z ∈ g erfüllt. Daß in unseren Al-

gebren LieG diese Formeln gelten, kann man mühelos nachrechnen. Warum
aber gerade diese Formeln einen mit der Theorie der Liegruppen aufs engste
verwobenen Typ von Algebra definieren, wird erst in ?? klar werden.

Beispiel 2.3.5 (Anschauung für die Liealgebra der Drehgruppe). Man
kann die Lie-Klammer auf der Liealgebra einer eigebetteten Liegruppe auch
symmetrischer verstehen mithilfe der Formel

[A,B] = lim
t→0

1

t2
(exp(tA) exp(tB)− exp(tB) exp(tA))

die man leicht über die Taylorentwicklung nachrechnet. Beachtet man, daß
t 7→ exp(tX) ein und nach 2.4.3 sogar der einzige differenzierbare Gruppen-
homomorphismus R → G ist mit Geschwindigkeitsvektor X beim neutra-
len Element, so kann man diese Formel dahingehend interpretieren, daß die

40



Lie-Klammer mißt, inwieweit zwei “infinitesimale Elemente” unserer Gruppe
kommutieren. Zum Beispiel ergibt sich die Liealgebra der Drehgruppe SO(3)
mit 2.2.7 und einer Dimensionsabschätzung als die Liealgebra so(3; R) aller
reellen schiefymmetrischen (3× 3)-Matrizen—ein besseres Argument wird in
2.4.4 gegeben. Als Basis wählen wir die drei Matrizen

E1 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , E2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , E3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


Deren Kommutatoren werden gegeben durch die Formeln [E1, E2] = E3,
[E2, E3] = E1 und [E3, E1] = E2. Nun beschreibt

exp(tE1) =

1 0 0
0 cos t sin t
0 − sin t cos t


eine Drehung um die x-Achse mit Winkel t und exp(tE2), exp(tE3) bedeuten
ähnlich Drehungen um die y-Achse bzw. die z-Achse. Um die Lie-Klammer
anschaulich zu interpetieren gilt es damit einzusehen, daß “ein kleines biß-
chen Drehen um die x-Achse gefolgt von einem kleinen bißchen Drehen um
die y-Achse sich vom Effekt derselben Operationen in der umgekehrten Rei-
henfolge unterscheidet um ein quadratisch kleines bißchen Drehen um die
z-Achse, bis auf einen kubisch kleinen Fehler”. Diese Aussage scheint mir der
Anschauung durchaus zugänglich zu sein. Man bemerke auch, daß ei 7→ Ei
einen Vektorraumisomorphismus ψ : R3 ∼→ so(3; R) definiert, unter dem das
Kreuzprodukt der Lieklammer entspricht. Es ist eine gute Übung zu zeigen,
daß mit dieser Notation exp(ψ(v)) die Matrix einer Drehung mit Drehachse
Rv und Drehwinkel ‖v‖ ist.

Definition 2.3.6. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Ver-
knüpfung stabiler Untervektorraum. Ein Algebrenhomomorphismus ist
eine lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verknüpfungen veträglich ist.

Bemerkung 2.3.7. Gegeben ein Körper k und ein k-Vektorraum V wird EndV
eine Liealgebra mit der Verknüpfung [X,Y ] = XY − Y X. Man notiert die-
se Liealgebra auf gl(V ). Keineswegs jede reelle Unter-Liealgebra g ⊂ gl(V )
für V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum ist der Tangentialraum im
neutralen Element einer eingebetteten Liegruppe G ⊂A GL(V ). Das Problem
ist, daß die vom Bild der Exponentialabbildung erzeugte Untergruppe keines-
wegs abgeschlossen zu sein braucht, wie der Fall g = R diag(i, α i) ⊂ End C2

für irrationales reelles α zeigt. Jedoch gibt es auf der fraglichen Untergrup-
pe stets genau eine Struktur von differenzierbarer Mannigfaltigkeit derart,
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daß die Einbettung differenzierbar ist und ihr Tangential den Tangential-
raum unserer Mannigfaltigkeit mit g identifiziert. Mehr dazu lernt man in
der Differentialgeometrie.

2.4 Homomorphismen von Liegruppen

Satz 2.4.1 (Homomorphismen von Liegruppen). Jeder stetige Homo-
morphismus ϕ : G→ H von Liegruppen ist diffferenzierbar, sein Differential
beim neutralen Element dϕ ist ein Homomorphismus von Liealgebren und es
kommutiert das Diagramm

LieG
dϕ //

exp

��

LieH

exp

��
G

ϕ // H

Bemerkung 2.4.2. Hier zeigen wir diese Aussage nur für eingebettete Lie-
gruppen. Der Beweis im allgemeinen wird in ?? gegeben.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir davon ausgehen,
daß wir abgeschlossene Untergruppen G ⊂A GL(n; R) und H ⊂A GL(d; R) vor
uns haben. Da ϕ stetig ist, muß sein Graph Γ ⊂ G ×H abgeschlossen sein.
Da ϕ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist Γ sogar eine abgeschlossene Un-
tergruppe und wir erhalten eine Sequenz von abgeschlossenen Untergruppen

Γ ⊂A G×H ⊂A GL(n; R)×GL(d; R) ⊂A GL(n+ d; R)

Nach 2.2.1 ist Γ dann auch eine Untermannigfaltigkeit im Raum aller qua-
dratischen Matrizen mit (n+d) Zeilen und Spalten. Das offensichtliche kom-
mutative Diagramm

M(n× n; R)

exp

��

M(n× n; R)×M(d× d; R)oo //

exp× exp

��

M(d× d; R)

exp

��
GL(n; R) GL(n; R)×GL(d; R)oo // GL(d; R)

mit Liealgebren-Homomorphismen in den oberen Horizontalen schränkt da-
mit ein zu einem kommutativen Diagramm

TeG

exp

��

TeΓoo //

exp

��

TeH

exp

��
G Γoo // H
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mit C∞-Gruppenhomomorphismen in der unteren Horizontalen und den zu-
gehörigen Differentialen beim neutralen Element in der oberen Horizontalen.
Da Γ der Graph einer stetigen Abbildung G → H ist, muß die Projekti-
on Γ → G ein Homöomorphismus sein. Da die Vertikalen Karten um das
neutrale Element liefern, induziert die lineare Abbildung TeΓ → TeG einen
Homöomorphismus zwischen geeigneten offenen Umgebungen der Null. Es
folgt, daß TeΓ → TeG ein Vektorraumisomorphismus ist, und durch Ver-
schieben dieser Erkenntnis mit Gruppenelementen erkennen wir, daß Γ→ G
ein Diffeomorphismus sein muß. Der Satz folgt sofort.

Korollar 2.4.3 (Ein-Parameter-Untergruppen). Die stetigen Gruppen-
homomorphismen von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in eine einge-
bettete Liegruppe G sind genau die Abbildungen t 7→ exp(tX) für X ∈ LieG.

Beweis. Wir können (R,+) identifizieren mit der Gruppe aller unipotenten
oberen Dreiecksmatrizen mit zwei Zeilen und Spalten. Jetzt brauchen wir nur
noch den Satz 2.4.1 anzuwenden.

Übung 2.4.4. Gegeben ein ϕ : G → H stetiger Homomorphismus von Lie-
gruppen zeige man mit 2.2.7 die Formel Lie(kerϕ) = ker(dϕ) und allgemeiner
für K ⊂ H eine abgeschlossene Untergruppe

Lie(ϕ−1(K)) = {x ∈ LieG | (dϕ)(x) ∈ LieK}

Übung 2.4.5. Gegeben ein G eine Liegruppe und Γ ⊂ Grpto×G eine Menge
von Automorphismen von G ist die Liealgebra der Gruppe GΓ der Fixpunkte
von Γ genau die Menge der Fixpunkte in der Liealgebra, in Formeln

Lie(GΓ) = (LieG)Γ

Bemerkung 2.4.6. Aus 2.2.7 folgt für beliebige abgeschlossene Untergruppen
der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums
G,H ⊂A AutV die Formel

Lie(G ∩H) = (LieG) ∩ (LieH)

Die wichtigsten Methoden zur Berechnung von Liealgebren sind für uns diese
Bemerkung, die beiden vorhergehenden Übungen sowie 2.5.7.

2.5 Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren

Bemerkung 2.5.1. In diesem Abschnitt mag der Leser unter einer Liegruppe
je nach Kenntnisstand eine eingebettete Liegruppe oder auch eine abstrak-
te Liegruppe verstehen. Des weiteren mag er je nach Kenntnisstand unter
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einer zusammenhängenden Liegruppe eine als metrischer Raum wegzusam-
menhängende eingebettete Liegruppe oder eine als topologischer Raum zu-
sammenhängende abstrakte Liegruppe verstehen.

Definition 2.5.2. Eine endlichdimensionale Darstellung einer Liegrup-
pe G ist ein endlichdimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum V mit
einem stetigen Gruppenhomomorphismus ρ : G→ GL(V ).

Definition 2.5.3. Sei k ein Körper. Eine Darstellung einer Liealgebra g

über k ist ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem
Homomorphismus von Liealgebren ρ : g → gl(V ). Ist ρ injektiv, so nennt
man die Darstellung treu.

Beispiel 2.5.4. Ist G eine Liegruppe und ρ : G → GL(V ) eine stetige Dar-
stellung durch Automorphismen eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums, so wird V nach 2.4.1 eine Darstellung der Liealgebra LieG vermittels
des Differentials beim neutralen Element dρ : LieG→ gl(V ).

Bemerkung 2.5.5. Gegeben eine Darstellung einer Liealgebra schreiben wir
statt (ρ(x))(v) meist xv und geben in dieser Notation noch eine Variante
der obigen Definition. Gegeben Vektorräume U, V,W können wir ja ganz
allgemein die Menge aller linearen Abbildungen U → Hom(V,W ) in offen-
sichtlicher Weise identifizieren mit der Menge aller bilinearen Abbildungen
U ×V → W. Insbesondere entspricht jede lineare Abbildung ρ : g→ End(V )
eineindeutig einer bilinearen Abbildung g × V → V. Man prüft nun leicht,
daß hier ρ eine Darstellung der Liealgebra g ist genau dann, wenn für die
zugehörige Abbildung g × V → V, (x, v) 7→ (ρ(x))(v) in der abkürzenden
Schreibweise (ρ(x))(v) = xv gilt

x(yv)− y(xv) = [x, y]v ∀x, y ∈ g, v ∈ V

Eine bilineare Abbildung g × V → V mit dieser Eigenschaft nennen wir
auch eine Operation der Liealgebra g auf dem Vektorraum V. Wir werden
in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv) mit xyv
abkürzen.

Bemerkung 2.5.6. Gegeben eine stetige Darstellung ρ : G → GL(V ) einer
Liegruppe und x ∈ LieG und v ∈ V berechnet man xv ∈ V zweckmäßig,
indem man das Auswerten av : GL(V ) → V hinter ρ dahinterhängt und
eine Kurve R→ G mit Geschwindigkeit x bei t = 0 davor, zum Beispiel die
Kurve t 7→ exp(tx). Da av Restriktion einer linearen Abbildung und damit
sein eigenes Differential ist, in Formeln dav = av, ergibt sich so für die Ope-
ration eines Elements x der Liealgebra auf einem Vektor v der Darstellung
die Formel

xv = lim
t→0

(exp tx)v − v
t
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Korollar 2.5.7. Ist ρ : G → GL(V ) eine stetige endlichdimensionale Dar-
stellung einer eingebetteten Liegruppe und v ∈ V ein Vektor, so gilt für die
Liealgebra der Isotropiegruppe

Lie(Gv) = {x ∈ LieG | xv = 0}

Beweis. Aus xv = 0 folgt mit 2.4.1 sofort (exp tx)v = v für alle t ∈ R und
nach 2.2.7 damit x ∈ Lie(Gv). Die andere Inklusion ist eh evident.

Beispiel 2.5.8. Die Liealgebra von O(n) = {A ∈ GL(n; R) | AA> = E}
ist so(n) = {X ∈ M(n × n; R) | X + X> = 0}. In der Tat ist O(n) die
Isotropiegruppe der Einheitsmatrix unter der Operation A ·M = AMA> auf
dem Raum aller Matrizen M . Die Ableitung von GL(n,R) → M(n × n; R),
A 7→ AMA> beim neutralen Element ist aber X 7→ XM + MX> und die
Liealgebra ergibt sich mit 2.5.7. Ebenso ergibt sich die Liealgebra von U(n) =
{A ∈ GL(n; C) | AĀ> = E} zu u(n) = {X ∈M(n× n; C) | X + X̄> = 0}.
Beispiel 2.5.9. Sei V ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht
V zu einer Darstellung von gl(V ), der Standarddarstellung von gl(V ). Im
Fall eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sie das Differential
der offensichtlichen Darstellung der Liegruppe G = GL(V ) durch Automor-
phismen von V.

Beispiel 2.5.10. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation xv = 0 ∀x ∈
g, v ∈ V macht jeden Vektorraum V zu einer Darstellung von g. Den
Grundkörper k versehen mit der trivialen Operation nennt man die triviale
Darstellung, den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die
Nulldarstellung unserer Liealgebra. Ist V eine endlichdimensionaler reeller
Vektorraum und lassen wir eine Liegruppe derart darauf operieren, daß jedes
Gruppenelement als die Identität operiert, so erhalten wir als Differential die
Operation von LieG durch Null auf V.

Definition 2.5.11. Eine lineare Abbildung ϕ : V → W zwischen zwei Dar-
stellungen einer Liealgebra g heißt ein Homomorphismus von Darstel-
lungen genau dann, wenn gilt ϕ(xv) = xϕ(v) ∀v ∈ V, x ∈ g. Wir notieren
die Menge aller solchen Homomorphismen Modg(V,W ) oder, wenn wir den
Grundkörper explizit machen wollen,

Modg
k(V,W )

Zwei Darstellungen heißen isomorph genau dann, wenn es zwischen ihnen
einen Homomorphismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorräumen ist.
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Bemerkung 2.5.12. Jeder Homomorphismus zwischen stetigen endlichdimen-
sionalen Darstellungen einer Liegruppe ist auch ein Homomorphismus zwi-
schen den durch Differenzieren entstehenden Darstellungen der Liealgebra
unserer Liegruppe.

Definition 2.5.13. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V von g heißt
eine Unterdarstellung genau dann wenn gilt xv ∈ U ∀x ∈ g, v ∈ U.
Wir sagen in diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von V
verschiedene Unterdarstellung U ( V heißt eine echte Unterdarstellung
von V.

Bemerkung 2.5.14. Gegeben eine Darstellung V sind natürlich ganz V und
der Nullraum Unterdarstellungen. Ist ϕ : V → W ein Homomorphismus
von Darstellungen, so ist das Bild einer Unterdarstellung von V eine Un-
terdarstellung von W und das Urbild einer Unterdarstellung von W eine
Unterdarstellung von V. Insbesondere ist kerϕ eine Unterdarstellung von V
und imϕ eine Unterdarstellung von W.

Definition 2.5.15. Eine Darstellung einer Liealgebra heißt einfach oder
irreduzibel genau dann, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte Un-
terdarstellung die Nulldarstellung ist.

Definition 2.5.16. Für eine Darstellung V einer Liealgebra g setzen wir

V g = {v ∈ V | xv = 0 ∀x ∈ g}

Die Elemente von V g heißen die g-invarianten Vektoren von V.

Satz 2.5.17 (Invarianten von Liegruppen und Liealgebren). Sei G
eine Liegruppe mit Liealgebra g und sei V eine Darstellung von G in ei-
nem endlichdimensionalen reellen Vektorraum. So sind alle unter der Grup-
pe invarianten Vektoren auch invariant unter ihrer Liealgebra, in Formeln
V G ⊂ V g, und für zusammenhängendes G gilt sogar V G = V g.

Beweis. Jeder G-invariante Vektor ist offensichtlich g-invariant. Jeder g-in-
variante Vektor ist umgekehrt invariant unter exp g wegen der Kommutati-
vität des Diagramms 2.4.1 und damit unter G, da ja nach dem Beweis von
2.4.6 jede zusammenhängende Liegruppe bereits vom Bild ihrer Liealgebra
unter der Exponentialabbildung erzeugt wird.

Bemerkung 2.5.18. Gegeben zwei stetige endlichdimensionale Darstellungen
V,W einer Liegrupe G ist auch die in 1.5.4 erklärte Operation durch Kon-
jugation von G auf HomR(V,W ) stetig, und die abgeleitete Operation der
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Liealgebra wird für x ∈ LieG und f ∈ HomR(V,W ) dadurch gegeben, daß
für alle v ∈ V gilt

(xf)(v) = x(f(v))− f(xv)

Man prüft diese Formel zum Beispiel mit der Formel am Ende von 2.5.6,
oder durch Berechnung und Einschränkung des Differentials der Operation
von G×G auf dem Hom-Raum.

Lemma 2.5.19. Sind V,W Darstellungen einer Liealgebra g über einem
Körper k, so wird der Homomorphismenraum Homk(V,W ) eine Darstel-
lung durch die Vorschrift (xf)(v) = x(f(v)) − f(xv) ∀x ∈ g, v ∈ V und
f ∈ Homk(V,W ), und mit dieser Operation von g auf dem Homomorphis-
menraum gilt

Modg
k(V,W ) = Homk(V,W )g

Beweis. Die erste Behauptung rechnet man stur nach, bei der Zweiten sind
beide Seiten {f ∈ Homk(V,W ) | f(xv) = xf(v) ∀x ∈ g, v ∈ V }.

Satz 2.5.20 (Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren). Sei G
eine zusammenhängende Liegruppe mit Liealgebra LieG = g und seien V,W
stetige Darstellungen von G in endlichdimensionalen reellen Vektorräumen.
So gilt:

1. Ein Teilraum U ⊂ V ist stabil unter unserer zusammenhängenden Lie-
gruppe G genau dann, wenn er stabil ist unter ihrer Liealgebra.

2. Die Homomorphismen zwischen den gegebenen Darstellungen unserer
Liegruppe stimmen überein mit den Homomorphismen zwischen den
abgeleiteten Darstellungen ihrer Liealgebra, in Formeln

ModGR(V,W ) = Modg
R(V,W )

Beweis. 1. Jeder G-stabile Teilraum ist offensichtlich auch g-stabil. Jeder g-
stabile Teilraum ist aber auch (exp g)-stabil wegen der Kommutativität des
Diagramms in 2.4.1. Damit ist er aber G-stabil, denn jede zusammenhängen-
de Liegruppe wird vom Bild ihrer Exponentialabbildung erzeugt nach dem
Beweis von 2.4.6.

2. Nach 2.5.17, angewendet auf die Darstellung HomR(V,W ), stimmen die In-
varianten der Gruppe auf dem Hom-Raum überein mit den Invarianten der
Liealgebra. Erstere sind jedoch offensichtlich gerade die Homomorphismen
von Darstellungen der Gruppe und letztere nach 2.5.19 genau die Homomor-
phismen von Darstellungen der Liealgebra.
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Korollar 2.5.21. Gegeben eine zusammenhängende Liegruppe liefert das
Differenzieren auf den Isomorphieklassen eine Einbettung{

Einfache endlichdimensionale reelle
Darstellungen unserer Liegruppe

}
↪→

{
Einfache Darstellungen

ihrer Liealgebra

}
Beweis. Einfache Darstellungen bleiben einfach beim Übergang zur Lieal-
gebra nach Teil 1 des vorhergehenden Satzes, und nichtisomorphe bleiben
nichtisomorph nach Teil 3.

Korollar 2.5.22. Für jede zusammenhängende Liegruppe liefert das Diffe-
renzieren gefolgt von der kanonischen Erweiterung auf die Komplexifizierung
eine Einbettung von Isomorphieklassen

Einfache endlichdimensionale
komplexe Darstellungen

unserer Liegruppe

 ↪→


Einfache Darstellungen
ihrer komplexifizierten

Liealgebra


Beweis. Bleibt dem Leser überlassen.

2.6 Einfache Darstellungen der Drehgruppe

Satz 2.6.1 (Einfache Darstellungen der Drehgruppe). Die einfachen
komplexen Darstellungen der Drehgruppe werden klassifiziert durch ihre Di-
mension. Genauer liefert die Dimension eine Bijektion{

Einfache endlichdimensionale komplexe
Darstellungen der Drehgruppe SO(3)

}
∼→ {1, 3, 5, . . .}

Bemerkung 2.6.2. Die einfache Darstellung der Dimension 1 ist die triviale
Darstellung, die einfache Darstellung der Dimension 3 die Standarddarstel-
lung. Der Satz gilt im übrigen analog auch für die einfachen reellen Darstel-
lungen der Drehgruppe. Wir beginnen den Beweis mit der Klassifikation der
einfachen komplexen Darstellungen der Spingruppe SU(2).

Satz 2.6.3 (Einfache Darstellungen der Spingruppe). Bis auf Isomor-
phismus gibt es in jeder Dimension genau eine irreduzible komplexe Darstel-
lung der Gruppe SU(2).

Beweis. Natürlich operiert die SU(2) auf der komplexen Ebene C2. Damit
operiert unsere Gruppe auch auf dem Raum aller Abbildungen f : C2 → C,
der so eine komplexe Darstellung wird. In Formeln wird diese Operation
gegeben durch

(gf)(x) = f(g−1x) ∀x ∈ C2, g ∈ SU(2)
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Der Teilraum V (m) = C[X, Y ]m ⊂ C[X,Y ] aller polynomialen Abbildun-
gen vom Grad m ist in diesem Abbildungsraum eine Unterdarstellung der
Dimension (m + 1) und die Operation von SU(2) auf dieser Unterdarstel-
lung ist offensichtlich stetig. Um nachzuweisen, daß sie auch irreduzibel ist,
berechnen wir die Operation ihrer Liealgebra

su(2) = {A ∈M(2× 2; C) | trA = 0, Ā = −A>}

oder noch besser ihrer Komplexifizierung, die von der Einbettung in kano-
nischer Weise identifiziert wird mit sl(2; C). Nun ist ja unsere Operation
von SU(2) auf V (m) die Restriktion einer stetigen Operation von GL(2; C)
auf V (m), und die abgeleitete Operation von A ∈ gl(2; C) auf f ∈ V (m)
geschieht durch

Af = lim
t→0

(exp tA)f − f
t

Für v ∈ C2 folgt wegen der Linearität des Auswertens an der Stelle v und
nach Ignorieren von Termen höherer Ordnung in t notwendig

(Af)(v) = lim
t→0

f(exp(−tA)v)− f(v)

t
= lim

t→0

f(v − tAv)− f(v)

t

Das bedeutet jedoch gerade das Anwenden des Vektorfelds v 7→ −Av auf
unsere Funktion f, und bezeichnet aij den Eintrag der Matrix A in der i-ten
Zeile und j-ten Spalte, so bedeutet es das Anwenden des Differentialoperators
(−a11X−a12Y )∂x+(−a21X−a22Y )∂y auf unser Polynom f ∈ C[X, Y ]. Diese
Operation von gl(2; C) ist nun aber bereits komplexlinear. Identifizieren wir
also su(2)⊗R C mit sl(2; C), so operieren die Elemente

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
vermittels der Differentialoperatoren −X∂x + Y ∂y,−Y ∂x und −X∂y. Insbe-
sondere bilden die Vektoren Y m, XY m−1, . . . , Xm eine Basis von V (m) aus
Eigenvektoren von h zu den Eigenwerten m,m−2, . . . ,−m und e und f indu-
zieren Isomorphismen zwischen Eigenräumen zu benachbarten Eigenwerten,
so daß unsere Darstellung für die komplexifizierte Liealgebra in der Tat ir-
reduzibel ist. Um zu zeigen, daß unsere Gruppe keine anderen irreduziblen
komplexen Darstellungen besitzt, reicht es nach 2.5.22, dasselbe für ihre kom-
plexifizierte Liealgebra zu prüfen. Das zeigen wir sogar über allgemeineren
Grundkörpern als Satz 2.6.4.

Satz 2.6.4 (Einfache Darstellungen von sl(2,C)). 1. Zu jeder posi-
tiven endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus genau eine
einfache Darstellung der Liealgebra sl(2,C).
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2. Ist ẽ, h̃, f̃ eine Basis von sl(2,C) mit [h̃, ẽ] = 2ẽ und [h̃, f̃ ] = −2f̃ , so
zerfällt jede einfache Darstellung L = L(m) der Dimension m+1 unter
h̃ in eindimensionale Eigenräume

L = Lm ⊕ Lm−2 ⊕ . . .⊕ L2−m ⊕ L−m

zu den Eigenwerten m,m − 2, . . . , 2 −m,−m und aus Lj 6= 0 6= Lj+2

folgt f̃ : Lj+2
∼→ Lj sowie ẽ : Lj

∼→ Lj+2.

Bemerkung 2.6.5. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3
sind die triviale Darstellung C, die Standarddarstellung C2 und die “adjun-
gierte Darstellung”, die wir in ?? einführen. Der Satz gilt mit demselben
Beweis über jedem Körper der Charakteristik Null, in positiver Charakteris-
tik sind die Verhältnisse jedoch komplizierter.

Beweis. Wir müssen (1) zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstel-
lung konstruieren und (2) zeigen, daß je zwei einfache Darstellungen dersel-
ben (endlichen) Dimension isomorph sind. Wir beginnen mit (2). Die Lieal-
gebra sl(2,C) hat die Basis

e =

0@0 1
0 0

1A, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h, e] = 2e,
[h, f ] = −2f, [e, f ] = h. Sei nun ρ : sl(2,C)→ gl(V ) irgendeine Darstellung.
Bezeichne Vµ = ker(ρ(h)−µ) den Eigenraum von ρ(h) zum Eigenwert µ ∈ C.
So gilt

eVµ ⊂ Vµ+2 und fVµ ⊂ Vµ−2,

denn aus hv = µv folgt hev = ehv + [h, e]v = eµv + 2ev = (µ + 2)ev und
der zweite Fall folgt ähnlich aus [h, f ] = −2f. Ist V endlichdimensional und
V 6= 0, so gibt es sicher λ ∈ C mit Vλ 6= 0 aber Vλ+2 = 0. Für v ∈ Vλ gilt
dann ev = 0 und hv = λv. Man prüft per Induktion, daß folgt

hf iv = (λ− 2i)f iv für alle i ≥ 0,
ef iv = i(λ− i+ 1)f i−1v für alle i ≥ 1.

Insbesondere ist der von den f iv mit i ≥ 0 aufgespannte Teilraum eine Unter-
darstellung. Ist V zusätzlich einfach und v 6= 0, so müssen die f iv demnach
ganz V aufspannen. Gilt f iv 6= 0, so sind v, fv . . . , f iv Eigenvektoren von
h zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und damit linear unabhängig. Da
wir V endlichdimensional angenommen hatten, gibt es folglich d ≥ 1 mit
fdv = 0. Wählen wir d kleinstmöglich, so ist v, fv, . . . , fd−1v eine Basis von
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V, also d = dimV.Weiter folgt aus fdv = 0 auch 0 = efdv = d(λ−d+1)fd−1v
und mithin λ = d− 1, da wir ja d 6= 0 und fd−1v 6= 0 vorausgesetzt hatten.
Damit haben wir gezeigt, daß je zwei einfache Darstellungen von sl(2,C)
derselben endlichen Dimension d isomorph sind, da nämlich die Matrizen
von ρ(e), ρ(f) und ρ(h) in der Basis v, fv, . . . , fd−1v nur von d abhängen.
Um nun (1) die Existenz einer irreduziblen Darstellung von sl(2, k) in jeder
Dimension zu zeigen, brauchen wir nur zu prüfen, daß die im Eindeutigkeits-
beweis hergeleiteten Formeln in der Tat eine Darstellung liefern, d.h. daß
für jedes d der Vektorraum mit der Basis v0, v1, . . . , vd−1 und der Operation
gegeben durch fvi = vi+1 bzw. fvd−1 = 0, evi = i(d − i)vi−1 bzw. ev0 = 0
und hvi = (d− 1− 2i)vi eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2,C) ist.
Diese Rechnung scheint mir jedoch unerfreulich und wenig nahrhaft. Etwas
eleganter prüft man mithilfe der Produktregel für formale partielle Ableitun-
gen leicht, daß die Abbildung ρ : sl(2, k) → gl(k[X, Y ]) gegeben durch die
Vorschrift

ρ(e) = X∂y
ρ(f) = Y ∂x
ρ(h) = X∂x − Y ∂y

eine Darstellung der Liealgebra sl(2, k) ist. Diese Darstellung ist nicht einfach,
die Polynome von festem Totalgrad m bilden vielmehr eine Unterdarstellung
L(m) = k[X, Y ]m der Dimension d = m + 1 mit Basis wi = Y iXm−i für i =
0, . . . ,m. In dieser Basis wird die Operation von sl(2, k) auf L(m) beschrieben
durch die Formeln

ewi = iwi−1

fwi = (m− i)wi+1

hwi = (m− 2i)wi

wo wir w−1 = wm+1 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach für
char k = 0, denn jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 6= U ⊂ L(m)
enthält notwendig einen Eigenvektor zu h, also eines der wi, und daraus
folgt sofort U = L(m). Damit haben wir nun auch in etwas übersichtlicherer
Weise zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Die
expliziten Formeln gefallen mir noch besser bei Parametrisierung der Basis
nach den Eigenwerten von h. Setzen wir genauer wi = um−2i, so erhalten
wir für L(m) eine Basis bestehend aus um, um−2, . . . , u−m und die Operation
unserer Liealgebra wird gegeben durch die Formeln

euj = ((m− j)/2)uj+2

fuj = ((m+ j)/2)uj−2

huj = juj

Der Rest des Satzes folgt mit 2.6.7.

51



Übung 2.6.6. Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von sl(2,C) und
sind weder Null noch Eins Eigenwerte von h = diag(1,−1), in Formeln V0 =
V1 = 0, so folgt bereits V = 0.

Übung 2.6.7. Ist weiter ẽ, h̃, f̃ eine Basis von sl(2,C) mit [h̃, ẽ] = 2ẽ und
[h̃, f̃ ] = −2f̃ , so zeige man [ẽ, f̃ ] = ch̃ für einen von Null verschiedenen
Skalar c.

Beweis von 2.6.1. Wir erinnern uns an die stetige Surjektion SU(2) � SO(3)
mit Kern {+1,−1} aus 2.2.4. Das Zurückholen mit dieser Surjektion liefert
nach ?? und ?? eine Bijektion zwischen Isomorphieklassen einfacher Darstel-
lungen der Drehgruppe und den Isomorphieklassen einfacher Darstellungen
der Spingruppe, auf denen das Negative der Einheitsmatrix trivial operiert.
Das sind aber offensichtlich genau die Darstellungen V (m) = C[X,Y ]m für
gerades m alias die einfachen Darstellungen ungerader Dimension.
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3 Weiteres zu Liegruppen

3.1 Muß woanders hin

Bemerkung 3.1.1. Hier sind die Darstellungen ungerader Dimension von reel-
lem Typ und die Darstellungen gerader Dimension von quaternionalem Typ.
In der Tat gibt es in jeder Dimension bis auf Isomorphismus nur eine irre-
duzible Darstellung, also ist jede einfache komplexe Darstellung isomorph zu
ihrer kontragredienten Darstellung und es gibt keine einfachen Darstellungen
von komplexem Typ. Den Darstellungen ungerader Dimension bleibt also gar
nichts anderes übrig als reell zu sein. Die einfache zweidimensionale komplexe
Darstellung andererseits ist von quaterionalem Typ nach ??. Folglich kommt
auch ihr Tensorprodukt V (2)⊗C V (2n+ 1) ∼= V (2)⊗R V (2n+ 1)R mit jeder
einfachen Darstellung ungerader Dimension her von einer Darstellung über
H und folglich besitzt auch dieses Tensorprodukt einen schieflinearen äquiva-
rianten Automorphismus J mit J2 = − id . Dasselbe gilt dann auch für seine
isotypischen Komponenten, und mit ?? erkennen wir so, daß alle einfachen
Darstellung gerader Dimension von quaterionalem Typ sind.

Lemma 3.1.2. Ist G eine kompakte Liegruppe, so ist jeder Liealgebrenho-
momorphismus su(2) → LieG das Differential eines Homomorphismus von
Liegruppen SU(2)→ G.

Bemerkung 3.1.3. Das ist ein Spezialfall eines allgemeinen Resultats, nach
dem für je zwei Liegruppen H,G mit H einfach zusammenhängend das Dif-
ferential eine Bijektion Grpto(H,G)

∼→ AlgR(LieH,LieG) liefert. Wir geben
hier für den oben angegebenen Spezialfall einen eigenständigen Beweis.

Beweis. Da jede kompakte Liegruppe nach ?? eine treue unitäre endlichdi-
mensionale Darstellung besitzt, reicht es aus zu zeigen, daß jeder Liealgebren-
homomorphismus su(2)→ u(n) das Differential eines Homomorphismus von
Liegruppen SU(2) → U(n) ist. Wir wissen aber aus ??, daß sich in der Tat
jede endlichdimensionale unitäre Darstellung der Liealgebra su(2) zu einer
Darstellung der Liegruppe SU(2) integrieren läßt.

Bemerkung 3.1.4. Für die Killingform auf so(3; R) haben wir κ(Ei, Ej) =
−2δij. Folglich ist E2

1 +E2
2 +E2

3 ein skalares Vielfaches des Casimir-Operators.
Auf den C∞-Funktionen auf der Kugelschale wirkt das wie ein skalares Vielfa-
ches des Laplace-Operators, der den Funktionswert an einer Stelle vergleicht
mit dem Durchschnitt der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung. Man
überlege sich das für einen Pol und folgert es aus der Drehinvarianz unseres
Operators für jede Stelle. Die isotypischen Komponenten von C∞(S2) sind
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also die Eigenräume des Laplace-Operators. Diese isotypischen Komponen-
ten bestehen aus polynomialen Funktionen, da diese bereits dicht liegen nach
Stone-Weierstraß etc. Um die Nullgewichtsräume bezüglich der infinitesima-
len Rotation um die z-Achse in den isotypischen Komponenten zu erhalten,
müssen wir also auf die Basis z0, z1, z2, . . . bezüglich der Metrik

〈f, g〉 =
∫
S2 f(z)g(z)dS

=
∫ 1

− 1f(z)g(z) dz√
1−z2

die Gram-Schmid’sche Orthonormalisierung anwenden.

Bemerkung 3.1.5. Die Notation e, h, f für die Standardbasis der Liealgebra
sl(2,C) wie wir sie oben eingeführt hatten ist ein weit verbreiteter Standard.
Manchmal heißt e ein Erzeugungsoperator und f dual ein Vernichtungs-
operator. Eine andere gebräuchliche Notation anstelle von e, h, f ist x, h, y.

Übung 3.1.6. Später. Jede endlichdimensionale Darstellung von sl(2,C) ist
selbstdual, als da heißt isomorph zu ihrer kontragredienten Darstellung.

Beispiel 3.1.7. Sei g eine Liealgebra über dem Körper k. Für eine Linearform
λ ∈ g∗ auf g ist die Abbildung ρλ : g → gl(k), X 7→ λ(X) eine Darstellung
genau dann, wenn λ auf dem von allen Kommutatoren [x, y] erzeugten Un-
tervektoren [g, g] ⊂ g verschwindet. Wir bezeichnen diese Darstellung dann
mit kλ und erhalten so eine Bijektion

(g/[g, g])∗
∼→

{
eindimensionale Darstellungen von g,

bis auf Isomorphismus

}
λ 7→ kλ

Diejenigen Linearformen auf g, die auf [g, g] verschwinden, nennt man auch
die Charaktere von g. Diese Bezeichnung wird jedoch auch noch für viele
andere verwandte aber verschiedene Konzepte benutzt.

Definition 3.1.8. Ist U ⊂ V eine Unterdarstellung, so gibt es genau eine
Darstellung von g auf V/U derart, daß can : V → V/U ein Homomorphismus
von Darstellungen wird. Man nennt V/U die Quotientendarstellung.

Bemerkung 3.1.9. Nehmen wir hier speziell W = k die triviale Darstellung,
so heißt V ∗ = Homk(V, k) die kontragrediente Darstellung zu V. Explizit
wird die Operation von g auf V ∗ gegeben durch die Formel

(xf)(v) = −f(xv) ∀x ∈ g, f ∈ V ∗, v ∈ V

Offensichtlich ist dann die kanonische Abbildung V → (V ∗)∗ ein Homo-
morphismus von Darstellungen. Nehmen wir umgekehrt V = k die triviale
Darstellung, so ist auch die offensichtliche Abbildung W

∼→ Homk(k,W ) ein
Isomorphismus von Darstellungen.
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Übung 3.1.10. Ist λ : g→ k eine eindimensionale Darstellung einer Liealgebra
g, so wird die kontragrediente Darstellung gegeben durch −λ, in Formeln
(kλ)

∗ ∼= k−λ.

3.2 Die adjungierte Darstellung

Beispiel 3.2.1. Die für jede eingebettete Liegruppe in ?? erklärte Abbildung
Ad : G → Aut(LieG) ist eine Darstellung von G, genannt die adjungierte
Darstellung.

Definition 3.2.2. Für jede Liealgebra g betrachtet man die Abbildung

ad = adg : g → End g

x 7→ adx = [x, ]

Ausgeschrieben gilt also (adx)(y) = [x, y] für alle y ∈ g. Die Jacobi-Identität
zeigt, daß wir so einen Homomorphismus von Liealgebren ad : g → gl(g)
erhalten. Man nennt (g, ad) die adjungierte Darstellung von g.

Bemerkung 3.2.3. Ist g die Liealgebra einer Liegruppe G, so ensteht die ad-
jungierte Darstellung der Liealgebra durch Differenzieren aus der adjungier-
ten Darstellung der Liegruppe.

3.3 Invariante Integration

Definition 3.3.1. Ein Haar-Maß oder genauer ein linksinvariantes Haar-
Maß auf einer eingebetteten Liegruppe G ist eine positive Dichte µ auf G im
Sinne von ?? mit µ(xA) = µ(A) für alle x ∈ G und alle topologisch meßbaren
Mengen A ⊂ G.

Satz 3.3.2 (Existenz und Eindeutigkeit des Haar’schen Maßes). Auf
jeder Matrix-Liegruppe gibt es ein Haar’sches Maß, und je zwei Haar’sche
Maße unterscheiden sich um einen konstanten Faktor c > 0.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da sich je zwei positive Dichten offensicht-
lich nur um das Produkt mit einer stetigen positiven Funktion unterscheiden,
die im Fall von zwei Haar-Maßen eben auch linksinvariant und damit kon-
stant sein muß. Um die Existenz zu zeigen, erinnern wir an unsere Einbettung
G ⊂A GL(n; R). Sei k die Dimension von G. Sicher gibt es eine alternierende
k-Form ωe ∈ AltkM(n×n; R), deren Restriktion auf TeG nicht verschwindet.
Wir erklären eine k-Form ω auf GL(n; R) durch die Vorschrift

ωg = (g·)>ω
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in der Notation aus ??. So erhalten wir eine stetige k-Form ω auf GL(n; R)
mit der Eigenschaft (g·)∗ω = ω ∀g ∈ GL(n; R). Die zugehörige nichtnegative
Dichte |ω| auf der eingebetteten k-Mannigfaltigkeit G ist dann positiv und
linksinvariant.

Beispiel 3.3.3. Wir erhalten ein Haar’sches Maß auf GL(n; R), indem wir
das gewöhnliche Lebesgue-Maß von M(n × n; R) einschränken und mit der
Funktion A 7→ | detA|−n multiplizieren.

Bemerkung 3.3.4. Auf einer kompakten Lie-Gruppe G ist jedes Haar-Maß
auch rechtsinvariant, in Formeln µ(Ag) = µ(A) für alle g ∈ G. In der Tat ist
für jedes feste g ∈ Gmit µ auch die Vorschrift A 7→ µ(Ag) ein linksinvariantes
Haar-Maß, also gibt es eine Konstante cg mit µ(A) = cgµ(Ag) für alle A. Für
kompaktes G gilt aber 0 < µ(G) <∞. Setzen wir also in der vorhergehenden
Gleichung A = G, so folgt cg = 1 wie gewünscht.

Bemerkung 3.3.5 ( Integration vektorwertiger Funktionen). Sei (X,µ)
ein Maßraum. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V be-
zeichnen wir mit L1(X;V ) den Raum aller meßbaren Abbildungen f : X →
V derart, daß für eine und damit jede Norm | | auf V die Funktion x 7→ |f(x)|
integrierbar ist. Wie man sich mithilfe einer Wahl von Koordinaten V ∼= Rn

leicht überzeugt, gibt es genau eine Abbildung∫
: L1(X;V ) → V

f 7→
∫
f =

∫
X
f(x)µ(x)

derart, daß für jede Linearform ϕ ∈ V ∗ gilt 〈ϕ|
∫
f〉 =

∫
〈ϕ|f〉, und ist

L : V → W eine lineare Abbildung in einen weiteren endlichdimensionalen
reellen Vektorraum, so gilt

∫
(L ◦ f) = L(

∫
f). Nimmt f nur endlich viele

Werte an, so haben wir∫
X

f(x)µ(x) =
∑
v 6=0

µ(f−1(v)) v

Ganz allgemein gilt darüber hinaus die Abschätzung |
∫
f | ≤

∫
|f |. Diese

Formel ist klar für Stufenfunktionen. Im allgemeinen sieht man sie vielleicht
am leichtesten ein, indem man wieder mit V = Rn arbeitet, f = (f1, . . . , fn)
in jeder Koordinate als L1-Grenzfunktion einer Folge von Stufenfunktionen
schreibt, und dann zum Grenzwert übergeht.

Lemma 3.3.6. Gegeben eine kompakte Matrix-Liegruppe liegen die Matrix-
koeffizienten der reellen bzw. komplexen stetigen endlichdimensionalen Dar-
stellungen dicht im Raum aller stetigen reell- bzw. komplexwertigen Funktio-
nen auf unserer Gruppe, versehen mit der sup-Norm.
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Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstraß ??, da ja die
darstellenden Funktionen eine (unter komplexer Konjugation stabile) Un-
teralgebra von C(G) bilden, die die Punkte trennen muß, da schon die Ma-
trixkoeffizienten der definierenden Darstellung unserer Matrix-Liegruppe die
Punkte trennen.

Satz 3.3.7 (Orthonormalitätsrelationen für Matrixkoeffizienten).
Sei G eine kompakte Matrix-Liegruppe. Bilden die ρλ : G → GL(dλ; C) ein
Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen stetiger einfacher unitärer
Darstellungen von G, so bilden die renormalisierten Matrixkoeffizienten

√
dλ ρλij

eine Hilbert-Basis von L2(G).

Lemma 3.3.8. Ist G ⊂ GL(n; R) eine kompakte Untergruppe, so sind die
Matrixkoeffizienten von G genau die Restriktionen von Polynomen in den
Matrixeinträgen.

Beweis. Das gilt sowohl für Matrixkoeffizienten reeller Darstellungen und
Polynome mit reellen Koeffizienten wie für Matrixkoeffizienten komplexer
Darstellungen und Polynome mit komplexen Koeffizienten. Beide Fälle sind
offensichtlich äquivalent und wir konzentrieren uns der Einfachkeit halber
auf den komplexen Fall. Die fraglichen Restriktionen liegen dicht in C(G)
nach Stone-Weierstraß ?? und sie bilden offensichtlich einen Teilraum im
Raum aller komplexen Matrixkoeffizienten von G, der stabil ist unter Rechts-
und Linkstranslation. Dieser Teilraum ist also eine Summe von Räumen von
Matrixkoeffizienten einfacher Darstellungen, und würde hier eine einfache
Darstellung fehlen, so könnte unser Teilraum wegen der Orthogonalitätsre-
lationen 3.3.7 nicht dicht sein.

Beispiel 3.3.9. Für G = S1 erhalten wir als Spezialfall die Sätze ?? aus der
Theorie der Fouriereihen.

Satz 3.3.10 (Orthonormalitätsrelationen für Charaktere). Die irre-
duziblen Charaktere einer kompakten Matrix-Liegruppe liegen in Bezug auf
die sup-Norm dicht im Raum der stetigen Klassenfunktionen und bilden eine
Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren Klassenfunktionen.

Beweis. Die Abbildung P : C(G) → C(G) mit (Pf)(x) =
∫
f(g−1xg)dg

ist eine Projektion auf den Raum der Klassenfunktionen und ist stetig für
die sup-Norm. Folglich liegen die Projektionen der Matrixkoeffizienten dicht
im Raum der Klassenfunktionen. Die Projektion eines Matrixkoeffizienten
einer irreduziblen Darstellung ist jedoch ein Vielfaches ihres Charakters. Noch
vervollständigen
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3.4 Matrixkoeffizienten

Bemerkung 3.4.1. Sei G eine Gruppe und k ein Körper. Jede Abbildung
f : G→ k ist der Matrixkoeffizient Cϕ,f der rechtsregulären Darstellung von
G auf E = Ens(G, k) für ϕ ∈ E∗ das Auswerten am neutralen Element. In
der Tat rechnen wir

Cϕ,f (g) = ϕ(g̀f) = (g̀f)(e) = f(g).

Ebenso haben wir auch für die linksreguläre Darstellung Cϕ,f = f̂ .

Lemma 3.4.2. Für eine stetige komplexwertige Funktion auf einer topologi-
schen Gruppe sind gleichbedeutend:

1. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihrem Linkstranslaten einen
endlichdimensionalen komplexen Untervektorraum im Raum aller Funk-
tionen auf.

2. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihrem Rechtstranslaten einen
endlichdimensionalen komplexen Untervektorraum im Raum aller Funk-
tionen auf.

3. Unsere Funktion ist ein Matrixkoeffizient einer stetigen endlichdimen-
sionalen Darstellung unserer Gruppe.

Beweis. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung V einer topo-
logischen Gruppe G liefern die Matrixkoeffizienten eine (G×G)-äquivariante
Abbildung V ∗ ⊗ V → C(G). Damit erhalten wir sofort 3 ⇒ 1&2. Ist umge-
kehrt f : G → C stetig und spannt mit ihren Rechtstranslaten einen end-
lichdimensionalen Teilraum von C(G) auf, so finden wir für diesen Teilraum
V eine Basis von gewissen x̀1f, . . . , x̀αf , und da eine Funktion, die an jeder
Stelle verschwindet, schon identisch null ist, finden wir Stellen y1, . . . , yα ∈ G
derart, daß die Auswertungen dort eine Basis des Dualraums V ∗ liefern. Da
die zugehörigen Matrixkoeffizienten g 7→ (g̀x̀if)(yj) = f(yjgxi) alle stetig
sind, muß V eine stetige Darstellung von G sein. Und nun ist f eben der Ma-
trixkoeffizient dieser stetigen endlichdimensionalen Darstellung zum Vektor
f ∈ V und dem Auswerten am neutralen Element ϕ ∈ V ∗. Das zeigt 2⇒ 3.
Spannt schließlich h mit seinen Linkstranslaten einen endlichdimensionalen
Raum auf, so auch f̂ mit seinen Rechtstranslaten, also ist f̂ Matrixkoeffizient
einer endlichdimensionalen Darstellung und dann ist f ein Matrixkoeffizient
der kontragredienten Darstellung.

Bemerkung 3.4.3. Sei G eine topologische Gruppe. Die Matrixkoeffizienten
endlichdimensionaler Darstellungen bilden in C(G) eine Unteralgebra, die
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stabil ist unter der komplexen Konjugation. Ist in der Tat f = Cϕ,v für

v ∈ V, ϕ ∈ V ∗, so haben wir f = Cϕ,v für v ∈ V , ϕ ∈ V
∗
. Spannen wei-

ter f1, . . . , fd und h1, . . . , hs jeweils einen unter Linkstranslation invarianten
Teilraum von C(G) auf, so gilt offensichtlich dasselbe für die Produkte fihj.

Definition 3.4.4. Gegeben eine topologische Gruppe G bezeichne RC(G) ⊂
C(G) den Teilring der darstellenden Funktionen und RR(G) ⊂ C(G; R) darin
den Teilring der reellwertigen darstellenden Funktionen.

Lemma 3.4.5. Gegeben topologische Gruppen G,H definiert der offensicht-
liche Homomorphismus einen Isomorphismus

R(G)⊗R(H)
∼→ R(G×H)

Beweis. Die Injektivität gilt für beliebige Funktionen. Das einzige Problem
ist die Surjektivität. Aber ist eine Funktion auf G×H Matrixkoeffizient einer
stetigen endlichdimensionalen Darstellung

ρ : G×H → GL(n),

so haben wir ja die Matrizengleichung ρ(g, h) = ρ(g, 1)ρ(1, h) und erhalten
sofort die Surjektivität im Lemma.

Lemma 3.4.6. Die Multiplikation auf einer topologischen Gruppe definiert
einen Ringhomomorphismus

R(G)→ R(G×G)

Beweis. Ist ρ : G → GL(n) eine stetige Darstellung, so ist die Matrix ρ(xy)
das Produkt der Matrizen ρ(x) und ρ(y) und ihre Koeffizienten liegen folglich
im Bild von R(G)⊗R(G).

Bemerkung 3.4.7. Für jede topologische Gruppe G ist R(G) ein Gruppen-
objekt in der oppornierten Kategorie zur Kategorie der R-??ringe bzw. C-
??ringe.

Definition 3.4.8 (Tensorprodukt von Darstellungen). Gegeben zwei
Darstellungen V,W einer Gruppe G über einem Körper k macht ihr Tensor-
produkt V ⊗k W zu einer Darstellung vermittels der Regel

g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw

Bemerkung 3.4.9. Natürlich ist V ⊗kW sogar in natürlicher Weise eine Dar-
stellung von G×G. Die Darstellung in der Definition entsteht daraus durch
Einschränken vermittels der diagonalen Einbettung G ↪→ G×G.
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Beispiel 3.4.10. Operiert eine Gruppe auf einem Vektorraum V , so operiert
sie in natürlicher Weise auch auf dem Vektorraum Bil(V ) aller Bilinarformen
auf V . Der natürliche Isomorphismus

Bil(V )
∼→ (V ⊗ V )∗

ist dann ein Isomorphismus von Darstellungen.

Lemma 3.4.11. Sind V,W endlichdimensionale stetige Darstellungen einer
Liegruppe G, so wird die Operation der Liealgebra auf Hom(V,W ) bzw. V ⊗W
gegeben durch die Formel

(Xf)(v) = X(f(v))− f(Xv)
X(v ⊗ w) = (Xv)⊗ w + v ⊗ (Xw)

Bemerkung 3.4.12. Speziell wird die Operation der Liealgebra auf der kon-
tragradienten Darstellung V ∗ gegeben durch (Xf)(v) = −f(Xv).

Beweis. Wir zeigen nur die zweite Formel. Es gilt, das Differential der Ver-
knüpfung

G→ EndV × EndW → End(V ⊗W )

im neutralen Element zu berechnen. Die zweite Abbildung ist bilinear, ihr
Differential wird folglich durch ?? gegeben. Damit ergibt sich als Differential

X 7→ (dρV (X), dρW (X)) 7→ dρV (X)⊗ idW + idV ⊗dρW (X)

3.5 Konvolution

Definition 3.5.1. Sei (X,M) ein Meßraum. Ein komplexes Maß auf X
ist eine Abbildung

µ :M→ C
die sich schreiben läßt als eine endliche Linearkombination mit komplexen
Koeffizienten von endlichen positiven Maßen M → [0,∞). Wir verwenden
für komplexe, reelle, endliche positive bzw. beliebige positive Maße die Be-
zeichnungen

M(X) ⊃ M(X; R) ⊃ M(X; [0,∞)) ⊂ M(X; [0,∞])

Bemerkung 3.5.2. Jede Abbildung von M(X; [0,∞)) in einen reellen bzw.
komplexen Vektorraum, die verträglich ist mit der Addition von Maßen und
der Multiplikation mit nichtnegativen reellen Skalaren, läßt sich auf genau
eine Weise fortsetzen zu einer reell- bzw. komplexlinearen Abbildung auf
M(X; R) bzw. M(X).
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Bemerkung 3.5.3. Bezeichnet X×Y das Produkt zweier Meßräume, versehen
mit der Produkt-σ-Algebra aus ??, so liefert das Bilden des Produktmaßes
eine Abbildung

M(X)⊗C M(Y )→M(X × Y )

Definition 3.5.4. Gegeben eine meßbare Abbildung f : X → Y von Meßräum-
en und ein Maß µ auf X erklärt man das Bildmaß f∗µ auf Y dadurch, daß
man für jede meßbare Menge A ⊂ Y setzt

(f∗µ)(A) = µ(f−1A)

Bemerkung 3.5.5. Diese Definition machen wir für alle zuvor betrachteten
Arten von Maßen. Offensichtlich gilt id∗ µ = µ und für verknüpfbare Abbil-
dungen haben wir (f ◦g)∗ = g∗◦f∗. Offensichtlich ist diese Konstruktion auch
verträglich mit dem Bilden von Produktmaßen, in Formeln gilt für beliebige
meßbare Abbildungen f, g also (f × g)∗(µ⊗ ν) = (f∗µ)⊗ (g∗ν).

Definition 3.5.6. Unter einem Maß auf einem topologischen Raum verste-
hen wir, wenn nichts anderes explizit gesagt wird, stets ein Maß auf der
σ-Algebra der topologisch meßbaren Teilmengen. Wollen wir das besonders
betonen, so sprechen wir von einem topologischen Maß. Gibt es in unse-
rem topologischen Raum eine kompakte Teilmenge K derart, daß unser Maß
verschwindet auf allen zu K disjunkten topologisch meßbaren Mengen, so
sagen wir, unser Maß habe kompakten Träger oder genauer Träger in K.
Die Maße mit kompaktem Träger auf einem topologischen Raum X notieren
wir je nach ihrem Wertebereich mit

Mc(X) ⊃ Mc(X; R) ⊃ Mc(X; [0,∞)) ⊂ Mc(X; [0,∞])

Bemerkung 3.5.7. Jedes komplexe Maß mit kompaktem Träger läßt sich so-
gar darstellen als eine endliche Linearkombination mit komplexen Koeffizi-
enten von endlichen positiven Maßen mit kompaktem Träger. Um das zu
sehen, stellen wir es dar als eine endliche Linearkombination von endlichen
positiven Maßen und schränken dann alle diese Maße ein auf ein geeignetes
Kompaktum. Mit dieser Erkenntnis sieht man leicht, daß 3.5.2 analog auch
für Räume von topologischen Maßen mit kompaktem Träger gilt.

Bemerkung 3.5.8. Bei der Diskussion von Maßen auf Produkten topologi-
scher Räume steht man im allgemeinen vor dem Problem, daß nicht alle
offenen Mengen des Produkts zur Produkt-σ-Algebra gehören müssen. Ein
topologischer Raum heißt separabel genau dann, wenn er eine abzählbare
Basis der Topologie besitzt. Für separable Räume gehören offensichtlich alle
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offenen Mengen des Produkts zur Produkt-σ-Algebra. Sind X und Y sepa-
rable topologische Räume, so liefert das Bilden des Produktmaßes mithilfe
von 3.5.2 bzw. mithilfe der vorhergehenden Bemerkung mithin Abbildungen

M(X)⊗C M(Y ) → M(X × Y )
Mc(X)⊗C Mc(Y ) → Mc(X × Y )

Bemerkung 3.5.9. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y hat das Bild
eines Maßes mit kompaktem Träger auch selbst kompakten Träger und wir
erhalten so eine komplexlineare Abbildung

f∗ : Mc(X)→Mc(Y )

Bemerkung 3.5.10. Gegeben eine separable topologische Gruppe G erklären
wir die Konvolution von Maßen

M(G)×M(G) → M(G)
(µ , ν) 7→ µν

durch die Vorschrift µν = m∗(µ ⊗ ν) für µ ⊗ ν das Produktmaß auf G × G
und m : G×G→ G die Multiplikation. Auf diese Weise wird M(G) ein Ring
mit Teilringen

CG ⊂Mc(G) ⊂M(G)

wobei die erste Einbettung jedem g ∈ G das Dirac-Maß bei g zuordnet.

Bemerkung 3.5.11. Arbeitet man mit lokal kompakten Gruppen, so kann
man die Forderung der Separabilität umgehen und die Theorie für beliebige
lokal kompakte Gruppen entwickeln auf der Basis von sogenannten “Radon-
Maßen”, d.h. geeigneten Linearformen auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Träger. Von unserem Standpunkt der topologischen
Maße aus ist diese Allgemeinheit jedoch schlecht zugänglich und für unsere
Ziele ist sie auch nicht wichtig.

Bemerkung 3.5.12. Ist V eine endlichdimensionale komplexe stetige Darstel-
lung einer Liegruppe G, so läßt sich die Operation des Gruppenrings CG auf
V erweitern zu einer Operation des Rings Mc(G) aller topologischen Maße
mit kompaktem Träger durch die Vorschrift

µv =

∫
µ(g) gv

Bemerkung 3.5.13. Ist G eine Liegruppe und µ ein linksinvariantes oder ein
rechtsinvariantes Haarmaß, so liefert die Multiplikation mit µ eine Einbettung

Cc(G) ↪→Mc(G)
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deren Bild der Teilring der komplexwertigen stetigen Dichten mit kompaktem
Träger auf G ist. Speziell erhalten wir für jede kompakte Liegruppe G durch
das normierte Haarmaß µ eine kanonische Einbettung

C(G) ↪→M(G)

Bemerkung 3.5.14. Wir betrachten das Diagramm

L1(G)
∪ ↘⊕

L∈irrG

(L∗ ⊗C L) L2(G) M(G) →
∏

M∈irrG

EndCM

↘ ∪ ∪
C(G) CG

Die Morphismen zwischen den Spalten sind der Reihe nach die Matrixko-
effizientenabbildung, die Multiplikation mit dem normalisierten Haar’schen
Maß und die Operation von einem Maß auf einer Darstellung. Im Fall ei-
ner endlichen Gruppe sind alle vertikalen Inklusionen Gleichheiten und die
Multiplikation mit dem Haar’schen Maß bedeutet schlicht die Multiplikation
mit |G|−1 auf dem Gruppenring C(G) = CG. Abgesehen davon zeigen wir
nun aber ganz genauso wie in ??, daß die Verknüpfungen in der Horizonta-
len L∗ ⊗C L → EndM Null sind falls M 6∼= L∗ und das (dimL)−1-fache des
kanonischen Isomorphismus falls M ∼= L∗. Da C(G) ⊂ L2(G) ⊂ L1(G) ste-
tige Einbettungen von normierten Vektorräumen sind und da die Operation
stetige Abbildungen L1(G) → EndCM liefert, muß nach den Orthonorma-
litätsrelationen für Matrixkoeffizienten also die orthogonale Projektion auf
den Teilraum L∗ ⊗C L ⊂ L2(G) gerade das (dimL)-fache der Komposition
L2(G)→ EndC L

∗ ∼→ L∗ ⊗C L sein.

Bemerkung 3.5.15. Die Abbildung P : C(G)→ C(G) mit

(Pf)(x) =

∫
f(g−1xg) dg

ist eine Projektion auf den Raum der Klassenfunktionen und ist stetig für die
sup-Norm. Folglich liegen die Projektionen der Matrixkoeffizienten dicht im
Raum der Klassenfunktionen. Die Projektion eines Matrixkoeffizienten einer
irreduziblen Darstellung ist jedoch ein Vielfaches ihres Charakters.

3.6 Liegruppen

Übung 3.6.1. Man zeige, daß alle Elemente einer kompakten Untergruppe
von GL(n,C) diagonalisierbare Matrizen sind, deren sämtliche Eigenwerte
Norm 1 haben.
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Beispiel 3.6.2. Rn ist eine Lie-Gruppe mit der Addition als Verknüpfung.
Dasselbe gilt für jeden endlichdimensionalen reellen Vektorraum.

Beispiel 3.6.3. Offene Teilmengen des Rn tragen stets in natürlicher Weise die
Struktur einer C∞-Mannigfaltigkeit. Mit dieser Struktur ist G = GL(n,R) ⊂
Rn2

eine Lie-Gruppe. Dasselbe gilt für G = GL(n,C) ⊂ R(2n)2 .

3.7 Märchen: Lie-Gruppen und Liealgebren

Satz 3.7.1 (Ein-Parameter-Untergruppen). Sei G eine Lie-Gruppe. Be-
zeichne TeG den Tangentialraum von G im neutralen Element e ∈ G. So
erhalten wir eine Bijektion{

C∞-Gruppenhomomorphismen
ϕ : R→ G

}
∼→ TeG

ϕ 7→ ϕ̇(0)

indem wir jedem C∞-Gruppenhomomorphismus ϕ : R→ G seine Geschwin-
digkeit ϕ̇(0) zum Zeitpunkt Null zuordnen.

Bemerkung 3.7.2. Ein C∞-Gruppenhomomorphismus ϕ : R → G heißt auch
eine Ein-Parameter-Untergruppe von G, deshalb der Name des Satzes.

Beispiel 3.7.3. ?? bestimmt insbesondere die Ein-Parameter-Untergruppen
der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums.

Beispiel 3.7.4. Die Abbildung

R → GL(n,R)

t 7→ exp(tA) = 1 + tA+ t2A2

2!
+ . . .

ist die Ein-Parameter-Untergruppe mit Geschwindigkeitsvektor A zum Zeit-
punkt t = 0, für alle A ∈ M(n × n,R) = Te GL(n,R). Analoges gilt für
GL(n,C) und GL(n,H).

Beispiel 3.7.5. Der Tangentialraum an S1 am neutralen Element 1 ist die
imaginäre Achse, T1S

1 = R i . Die Ein-Parameter-Untergruppen der S1 sind
die Abbildungen R→ S1, t 7→ exp(a i t) mit a ∈ R. Ganz genauso geht es mit
der Gruppe S3.Wir haben als Ein-Parameter-Untergruppen die Abbildungen

R → S3

t 7→ exp(tq)

für q rein imaginär, also q = −q. In der Tat folgt aus q = −q schon

‖ exp(tq)‖2 = exp(tq) · exp(tq)
= exp(tq) · exp(tq)
= exp(tq) exp(−tq)
= 1
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Definition 3.7.6. Für A ∈ TeG bezeichne ϕA : R → G die Einparameter-
untergruppe mit ϕ̇A(0) = A. Wir definieren damit die Exponentialabbildung
im allgemeinen durch die Vorschrift

exp : TeG → G
A 7→ ϕA(1)

Bemerkung 3.7.7. Man sieht leicht ein, daß gilt ϕtA(s) = ϕA(ts), also ϕA(t) =
exp(tA) für alle s, t ∈ R, A ∈ TeG.
Definition 3.7.8. Die Liealgebra LieG der Lie-GruppeG ist der Vektorraum
TeG mit der Lie-Klammer

[A,B] = lim
t→0

1

t2
(ϕA(t)ϕB(t)− ϕB(t)ϕA(t)) ,

wobei die Differenz natürlich nur in einer Karte um das neutrale Element
gebildet werden kann als ein Element des den Definitionsbereich der Karte
umfassenden Vektorraums, der Grenzwert unter der kanonischen Identifi-
kation dieses Vektorraums mit dem Tangentialraum am neutralen Element
jedoch unabhängig ist von der Karte.

Bemerkung 3.7.9. Man prüft leicht, daß g = EndV mit der Lie-Klammer
[X, Y ] = XY − Y X zu einer reellen Liealgebra wird. Unter der Liealgebra

LieG

unserer abgeschlossenen Untergruppe G ⊂A AutV verstehen wir den Vektor-
raum TeGmit der induzierten Lie-Klammer. Um die Bedeutung des Konzepts
einer Liealgebra zu erklären, gebe ich ohne Beweis und sogar ohne vollständi-
ge Definitionen zwei grundlegende Sätze an. Wir notieren die Kategorie der
Liegruppe mit Lgrp und die Kategorie der Liealgebren über einem Körper k
mit Lalgk.

Satz 3.7.10. Seien G,H Liegruppen. Ist G einfach zusammenhängend, so
liefert das Differenzieren eine Bijektion

Lgrp(G,H)
∼→ LalgR(LieG,LieH)

Satz 3.7.11. Jede endlichdimensionale reelle Liealgebra ist isomorph zur Lie-
algebra einer einfach zusammenhängenden Liegruppe.

Diese beiden Sätze kann man entweder auffassen als Korollare oder als Teile
des Beweises eines allgemeinen Resultats, nach dem Funktor

Lie : {Liegruppen} → {endlichdimensionale reelle Liealgebren}

einen volltreuen Linksadjungierten besitzt, der eine Äquivalenz induziert zwi-
schen der Kategorie aller endlichdimensionalen reellen Liealgebren und der
Kategorie aller einfach zusammenhängenden Liegruppen.
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3.8 Bedeutung der Lie-Klammer von Vektorfeldern

Definition 3.8.1. Unter dem Fluss eines Vektorfelds X auf einer Mannig-
faltigkeit W versteht man diejenige differenzierbare Abbildung ϕX : W̃ → W
für geeignetes W̃ ⊂◦ R ×W, die dadurch charakterisiert wird, daß für jedes
q ∈ W die Menge Iq = {t ∈ R | (t, q) ∈ W̃} ein Intervall ist und die Abbil-
dung Iq → W, t 7→ ϕX(t, q) die maximale Integralkurve des Vektorfelds X
durch den Punkt q.

Bemerkung 3.8.2. Wir schreiben statt ϕX(t, q) auch

X tq

für die Stelle, an der der Punkt q landet, wenn er sich für die Zeitspanne t
mit dem Fluß zum Vektorfeld X treiben läßt.

Proposition 3.8.3 (Bedeutung der Lie-Klammer von Vektorfeldern).

Seien X,Y stetig differenzierbare Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge
W eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V. Gegeben p ∈ W gilt
unter der natürlichen Identifikation des Tangentialraums TpW mit dem Vek-
torraum V die Gleichung

[X, Y ]p = limt→0
1

t2
(
Y tX tp−X tY tp

)
Bemerkung 3.8.4. Die Lie-Klammer zweier Vektorfelder mißt also, inwieweit
die zugehörigen Flüsse “kommutieren”, d.h. welchen Unterschied es macht,
ob sich ein gegebener Punkt für ein festes kleines Zeitintervall erst mit dem
einen und dann mit dem anderen Vektorfeld treiben läßt oder umgekehrt.

Beweis. Wir wählen einen Isomorphismus V ∼= Rn und nennen die Koordi-
naten v1, . . . , vn. Wir dürfen p = 0 annehmen. Um nun ?? anzuwenden, be-
trachten wir den Fluß ϕX vonX und entwickeln ψ = (id, ϕX) : W̃ → R×V in
eine Taylorreihe um den Ursprung. Der konstante Term ist dann Null und der
lineare Term ist das Differential, das sich mithilfe der partiellen Ableitungen
als die lineare Abbildung

L = d(0,p)ψ : (t, v) 7→ (t, v + tXp)

entpuppt. Geben wir den entsprechenden Abbildungen zu Y einen Hut, so
folgt L ◦ L̂ = L̂ ◦ L und die Taylorreihe von ψ̂ ◦ ψ − ψ ◦ ψ̂ beginnt erst
mit quadratischen Termen. Es gilt nun, bei diesen quadratischen Termen
zu zeigen, daß der Koeffizient von t2 als V -Komponente gerade [X, Y ]p hat.
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Dazu berechnen wir den quadratischen Teil der Taylorreihe von ψ. Da ψ auf
0×W die Identität induziert, haben wir ∂2ψ

∂vi∂vj
|(0,p) = 0. Weiter ergibt sich

∂ψ

∂t
= (1, X) und

∂2ψ

∂vi∂t
=

(
0,
∂X

∂vi

)
auf der Hyperebene t = 0.

Die zweite partielle Ableitung nach der Zeit müssen wir zum Glück nicht
explizit kennen, wir setzen deshalb einfach ∂2ψ

∂t2
= (0, c) ∈ R × V für ihren

Wert bei (0, p) = (0, 0). Der quadratische Teil der Taylorreihe von ψ ergibt
sich damit zu

Q : (t, v) 7→
(

0,
∂X

∂vi

∣∣∣∣
p

vit+
c

2
t2

)
Der Koeffizient von t2 in der V -Komponente von (L +Q) ◦ (L̂ + Q̂) ist also
der Koeffizient von t2 in der V -Komponente von L ◦ Q̂ + Q ◦ L̂ und ergibt
sich zu

ĉ

2
+
∑ ∂X

∂vi
Yi +

c

2

wobei wir das Auswerten von Vektorfeldern und ihren partiellen Ableitungen
und Komponenten an p nicht mehr explizit notiert haben. In der Differenz
ergibt sich also

∑
Xi

∂Y
∂vi
− Yi ∂X∂vi

wie gewünscht.

Satz 3.8.5. Gegeben ein C∞-Vektorfeld auf einer C∞-Mannigfaltigkeit, das
an einer festen Stelle nicht verschwindet, finden wir stets Koordinaten um
besagte Stelle derart, daß unser Feld in diesen Koordinaten die Gestalt ∂/∂x1

hat.

Beweis. Noch einfügen und an Analysis anschließen.

Proposition 3.8.6 (über kommutierende Vektorfelder). Zwei Vektor-
felder auf einer Mannigfaltigkeit kommutieren genau dann, wenn ihre Flüsse
kommutieren.

Beweis. Kommutieren die Flüsse, so auch die Vektorfelder nach 3.8.3. Kom-
mutieren umgekehrt die Vektorfelder und wählen wir Koordinaten so, daß
das erste Vektorfeld gerade ∂

∂x1
wird, so hat das zweite Vektorfeld die Ge-

stalt a2
∂
∂x2

+ . . . + an
∂
∂xn

wobei a2, . . . , an konstant sind in x1. Der Fluß des
zweiten Feldes ist also invariant unter Verschiebung in die x1-Richtung, d.h.
unter dem Fluss des ersten Feldes.

Übung 3.8.7. Gegeben paarweise kommutierende Vektorfelder, die an einer
gegebenen Stelle linear unabhängig sind, finden wir stets eine Karte um diese
Stelle, in der unsere Vektorfelder die Gestalt ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xr
haben.
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3.9 Tannaka-Krein-Dualität

Satz 3.9.1. Sei G ⊂ GL(n; R) eine kompakte Untergruppe. So gibt es Poly-
nome in den Matrixeinträgen f1, . . . , fr ∈ R[Xij] mit

G = {A ∈M(n× n; R) | fν(A) = 0 für ν = 1, . . . , r}

Bemerkung 3.9.2. Dieser Satz ist eine erste Formulierung der Erkenntnis, daß
kompakte Liegruppen recht eigentlich algebraische Objekte sind.

Beweis. Wir betrachten wie in ?? die Zariski-Topologie auf M(n × n; R)
und müssen in den dort eingeführten Notationen nur zeigen G = Ḡ, wobei
sich der Abschluß auf die Zariski-Topologie von M(n× n; R) bezieht. In der
Tat bedeutet diese Gleichung gerade, daß G die Nullstellenmenge seines Ver-
schwindungsideals ist, in Formeln G = Z(I(G)), und da das Verschwindungs-
ideal I(G) von G endlich erzeugt sein muß in R[Xij] nach dem Hilbert’schen
Basissatz, sagen wir von Erzeugern f1, . . . , fr, folgt G = Z(f1, . . . , fr).

Warum aber ist G Zariski-abgeschlossen? Zunächst einmal zeigen wir da-
zu, daß mit einer metrisch kompakten Untergruppe G ⊂ GL(n; R) auch
ihr Zariski-Abschluß Ḡ eine metrisch kompakte Untergruppe von GL(n; R)
ist. Indem wir ein invariantes Skalarprodukt wählen, dürfen wir ja ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit G ⊂ O(n) annehmen, woraus folgt Ḡ ⊂ O(n).
Folglich ist Ḡ auch metrisch kompakt. Weiter ist mit G auch Ḡ stabil unter
dem Transponieren von Matrizen und enthält folglich mit jedem Element
auch sein Inverses. Und schließlich impliziert A ∈ G sofort A · G ⊂ G und
A · Ḡ ⊂ Ḡ und dann folgt aus B ∈ Ḡ bereits G · B ⊂ G und so Ḡ · B ⊂ Ḡ
und wir erkennen, daß Ḡ unter der Matrixmultiplikation abgeschlossen ist.
Mithin ist Ḡ ⊂ GL(n; R) auch eine metrisch kompakte Untergruppe. Nach
?? haben wir nun

R[Xij]/I(G)
∼→ R(Ḡ; R)

‖ ↓
R[Xij]/I(G)

∼→ R(G; R)

und die Restriktion von Ḡ auf G induziert eine Bijektion zwischen den Räum-
en der Matrixkoeffizienten auf beiden Gruppen. Dasselbe folgt für komplex-
wertige Matrixkoeffizienten. Nun ist aber eine Darstellung V derart, daß die
Matrixkoeffizienten Abbildung V ∗ ⊗C V → C(G) injektiv ist, nach ?? be-
reits irreduzibel. Es folgt, daß die Restriktion von Ḡ auf G eine Bijektion
zwischen den Isomorphieklassen einfacher stetiger Darstellungen von unse-
ren beiden Gruppen liefern muß. Damit folgt, daß unter unserer Restriktion
R(Ḡ)

∼→ R(G) auch mit den normierten invarianten Integralen auf Ḡ bzw. G
verträglich sein muß. Dann muß aus Stetigkeintsgründen auch die Restrikti-
on C(Ḡ)→ C(G) mit den normierten invarianten Integralen verträglich sein,
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und das ist der gewünschte Widerspruch, denn es gibt sicher f : Ḡ→ R nicht
null und nichtnegativ mit f |G = 0.

3.10 Quotientenkonstruktion

Satz 3.10.1 (Quotientenkonstruktion). Sei G eine Liegruppe und H ⊂ G
eine abgeschlossene Untergruppe.

1. Versehen mit der finalen Struktur eines R-geringten Raums für die
Projektion π : G � G/H wird G/H eine C∞- Mannigfaltigkeit.

2. Wir erhalten so die einzige Struktur einer C∞-Mannigfaltigkeit auf der
Menge G/H derart, daß π : G � G/H eine C∞-Abbildung ist mit
surjektivem Differential an jeder Stelle.

3. Jeder Punkt von G/H besitzt eine offene Umgebung U derart, daß π
über U einen C∞-Schnitt besitzt. Für jeden solchen Schnitt s : U → G
ist die Abbildung U × H → G, (x, h) 7→ s(x)h eine offene Einbettung
von C∞-Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Nach ?? ist der Quotient mit seiner Quotiententopologie schon ein-
mal Hausdorff. Wir wählen nun ein Vektorraumkomplement V ⊂ LieG von
LieH und betrachten die Abbildung

ϕ : V ×H → G
(X, h) 7→ (expX)h

Sicher ist ihr Differential in (0, 1) bijektiv, folglich gibt es offene Umgebungen
A ⊂◦ V von Null und B ⊂◦ H von 1 derart, daß ϕ eine offene Einbettung von
C∞-Mannigfaltigkeiten

ϕ : A×B ↪→ G

induziert. Nun ist ganz allgemein ϕ(X1, h1) = ϕ(X2, h2) gleichbedeutend zu
exp(X2)

−1 exp(X1) = h2h
−1
1 . Sicher können wir A so verkleinern, daß für

X1, X2 ∈ A gilt

exp(X2)
−1 exp(X1) ∈ H ⇒ exp(X2)

−1 exp(X1) ∈ B

Dann folgt aber für X1, X2 ∈ A und beliebige h1, h2 ∈ H aus ϕ(X1, h1) =
ϕ(X2, h2) erst h = h2h

−1
1 ∈ B und dann wegen exp(X1) = exp(X2)h weiter

h = h2h
−1
1 = 1 und X1 = X2. Mithin induziert ϕ für das so verkleinerte A

eine Injektion
ϕ : A×H ↪→ G
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Mit Rechtsverschiebung durch h ∈ H erkennen wir, daß ihr Differential an
jeder Stelle bijektiv ist. Folglich ist diese Injektion eine offene Einbettung
von C∞-Mannigfaltigkeiten und liefert wegen ?? auch eine offene Einbettung
von R-geringten Räumen A ↪→ G/H. Verknüpfen wir diese Einbettung mit
den Automorphismen (g·) : G/H → G/H, so erkennen wir, daß G/H in
der Tat eine C∞-Mannigfaltigkeit ist und folgern auch die dritte Aussage
des Satzes sofort. Es bleibt, Teil 2 zu zeigen. Daß für unsere Struktur auf
G/H das Differential stets surjektiv ist, folgt aus 3. Bezeichnet umgekehrt
X die Menge G/H mit einer Struktur von C∞-Mannigfaltigkeiten so daß
π : G → X eine C∞-Abbildung ist und dgπ surjektiv für alle g ∈ G, so
induziert unsere Injektion ϕ : A × H ↪→ G eine injektive C∞-Abbildung
A ↪→ X mit surjektivem Differential an jeder Stelle. Eine Abbildung von
Mannigfaltigkeiten ohne Rand mit surjektivem Differntial an jeder Stelle ist
aber notwendig offen, und ist unsere Abbildung auch noch injektiv, so muß
ihr Differential an jeder Stelle bijektiv sein. Folglich ist A ↪→ X eine Karte
und es folgt X = G/H.

Proposition 3.10.2. Sei G ein Liegruppe und H ⊂ G eine zusammenhängen-
de abgeschlossene Untergruppe. So gibt es auf G/H genau zwei G-invariante
Orientierungen.

Beweis. Wir wählen eine Orientierung auf TeH(G/H). Für jedes g ∈ G liefert
Verschieben mit g eine Orientierung auf TgH(G/H). Diese Orientierung hängt
nur von der Nebenklasse gH ab, da Verschieben mit h ∈ H die Orientierung
auf TeH(G/H) erhält. Mithilfe lokaler Schnitte der Projektion G � G/H
erkennt man leicht, daß unsere Orientierungen auch stetig vom Faßpunkt
abhängen.

3.11 Abelsche Liegruppen

Lemma 3.11.1. Für eine zusammenhängende Liegruppe G sind gleichbedeu-
tend: (1) Die Liegruppe G ist abelsch, (2) ihre Liealgebra LieG ist abelsch
und (3) die Exponentialabbildung definiert einen Gruppenhomomorphismus
LieG→ G.

Beweis. Wir beginnen mit 1 ⇔ 2 und bemerken dazu, daß für jede zusam-
menhängende Liegruppe gilt

G abelsch ⇔ Int g = id : G→ G ∀ g ∈ G
⇔ Ad g = id : LieG→ LieG ∀ g ∈ G
⇔ adX = 0 : LieG→ LieG ∀ X ∈ LieG
⇔ [X, Y ] = 0 ∀X, Y ∈ LieG
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wobei wir zweimal verwnden, daß ein Homomorphismus von einer zusam-
menhängenden Liegruppe in eine weitere Liegruppe bereits durch sein Dif-
ferential beim neutralen Element eindeutig festgelegt wird. Für 1 ⇒ 3 be-
merken wir, daß für abelsches G und X, Y ∈ LieG beliebig ja auch t 7→
exp(tX) exp(tY ) ein Gruppenhomomorphismus R → G ist, und berechnen
wir seine Geschwindigkeit bei t = 0, so folgt exp(tX) exp(tY ) = exp(t(X +
Y )) für alle t ∈ R und damit exp(X + Y ) = exp(X) exp(Y ). Für 3 ⇒ 1 be-
achten wir, daß exp(LieG) unter unseren Voraussetzungen eine Untergruppe
von G sein muß, die offen ist, da sie eine offene Umgebung des neutralen Ele-
ments umfaßt. Wegen G zusammenhängend folgt daraus exp surjektiv und
G abelsch.

Proposition 3.11.2 (Abelsche Liegruppen). Jede zusammenhängende
abelsche Liegruppe ist isomorph zu genau einer Gruppe der Gestalt

S1 × . . .× S1 × R× . . .× R

Beweis. SeiG unsere Liegruppe. Nach ?? induziert die Exponentialabbildung
einen Diffeomorphismus

LieG/ ker(exp)
∼→ G

und ker(exp) ⊂ LieG ist eine diskrete Untergruppe. Nun kann man 3.11.5
anwenden.

Bemerkung 3.11.3. Eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist diskret
genau dann, wenn es eine Umgebung des neutralen Elements gibt, die unsere
Untergruppe nur im neutralen Element trifft. Eine diskrete Untergruppe der
additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sicher
abgeschlossen, da für eine beliebig vorgegebene Norm jede Cauchy-Folge in
unserer diskreten Untergruppe bis auf endlich viele Glieder konstant sein
muß.

Übung 3.11.4. Eine diskrete Untergruppe einer Hausdorff’schen topologi-
schen Gruppe ist stets abgeschlossen.

Satz 3.11.5 (Gitter in reellen Vektorräumen). Eine Untergruppe der
additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist diskret
genau dann, wenn sie als Untergruppe von linear unabhängigen Vektoren
unseres Raums erzeugt wird.

Beweis. Wir versehen unseren endlichdimensionalen reellen Vektorraum V
mit einem Skalarprodukt ( , ) und argumentieren durch Induktion über die
Dimension. Sicher trifft unsere Untergruppe L ⊂ V jedes Kompaktum in

71



einer endlichen Menge. Ist L trivial, so ist der Satz klar. Sonst finden wir in
L\0 einen Vektor v kürzester Länge. Wir bezeichnen dann mit p : V � v⊥

die orthogonale Projektion und behaupten, daß p(L) auch diskret ist. Sonst
finden wir nämlich in p(L)\0 Vektoren von beliebig kleiner Länge. Gegeben
a ∈ p(L) hat jedoch sein Urbild in L die Gestalt

p−1(a) ∩ L = a+ cv + Zv mit |c| ≤ 1/2

Insbesondere hat a+ cv die quadrierte Länge ‖a+ cv‖2 = ‖a‖2 + 1
4
‖v‖2, und

für 0 < ‖a‖ < 1
2

erhielten wir Vektoren in L\0, die noch kürzer wären als v.
Dieser Widerspruch zeigt, daß p(L) diskret liegen muß. Nach Induktionsan-
nahme finden wir also linear unabhängige v̄1, . . . , v̄r ∈ v⊥, die p(L) erzeugen.
Sind vi ∈ L Urbilder der v̄i, so sind v, v1, . . . , vr linear unabhängig in V und
erzeugen L.

Lemma 3.11.6. Seien K ⊃ N eine kompakte Liegruppe und eine abgeschlos-
sene normale Untergruppe. Sind N und K/N Tori, so ist auch K ein Torus.

Beweis. Wäre K nicht zusammenhängend, so könnte auch K/N nicht zu-
sammenhängend sein. Also ist K zusammenhängend und wir müssen nur
zeigen, daß seine Liealgebra abelsch ist. Nun gibt es aber auf LieK ein K-
invariantes Skalarprodukt, und das liefert eine Zerlegung von LieK in ein
Produkt von Unteralgebren

LieK = LieN ⊕ (LieN)⊥

Die Projektion definiert nun aber offensichtlich einen Isomorphismus von
Liealgebren (LieN)⊥

∼→ Lie(K/N) woraus folgt, daß LieK abelsch ist.

Definition 3.11.7. Eine topologische Gruppe heißt topologisch zyklisch
genau dann, wenn es ein Element darin gibt, dessen Erzeugnis dicht liegt.
Solch ein Element heißt dann ein topologischer Erzeuger.

Bemerkung 3.11.8. Jede topologisch zyklische Hausdorffsche Gruppe ist kom-
mutativ. Ist allgemeiner G eine Hausdorffsche topologische Gruppe und A ⊂
G eine abelsche Untergruppe, so ist auch ihr Anschluß Ā abelsch. In der Tat
folgt aus aba−1b−1 = 1 für alle a, b ∈ A dasselbe zunächst für alle a ∈ A, b ∈ Ā
und dann für alle a, b ∈ Ā.

Satz 3.11.9 (Topologisch zyklische Liegruppen). Eine Liegruppe ist
topologisch zyklisch genau dann, wenn sie isomorph ist zu Z oder zu einem
Produkt einer endlichen zyklischen Gruppe mit einem kompakten Torus. Eine
kompakte Liegruppe ist topologisch zyklisch genau dann, wenn sie abelsch ist
mit zyklischer Komponentengruppe.
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Beweis. Zunächst zeigen wir, daß jeder kompakte Torus topologisch zyklisch
ist. Genauer zeigen wir, daß für a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk gleichbedeutend sind:

(1) ā ∈ Rk/Zk ist kein topologischer Erzeuger;

(2) Die Elemente 1, a1, . . . , ak sind linear abhängig über Q;

(3) Es gibt ϕ : Rk/Zk � R/Z einen surjektiven stetigen Gruppenhomo-
morphismus mit ϕ(ā) = 0̄.

Hier ist (3) ⇒ (1) offensichtlich und (1) ⇒ (3) ergibt sich, da der Quotient
nach dem Abschluß des Erzeugnisses von ā ja nach 3.11.2 ein nichttrivialer
Torus sein muß. Weiter muß jeder Morphismus wie in (3) die Gestalt

(b1, . . . , bk) 7→ n1b1 + . . .+ nkbk

haben für geeignete n1, . . . , nk ∈ Z, nicht alle Null wegen der Surjektivität,
und ϕ(ā) = 0̄ bedeutet dann n1a1 + . . .+nkak = n0 für ein n0 ∈ Z und damit
(2). Dasselbe Argument zeigt aber auch (2)⇒ (3). Damit ist in der Tat jeder
kompakte Torus topologisch zyklisch. Es ist dann auch klar, daß alle im Satz
angegebenen Gruppen topologisch zyklisch sind. Ist umgekehrt G topologisch
zyklisch und G◦ seine 1-Zusammenhangskomponente und betrachten wir die
kurze exakte Sequenz

G◦ ↪→ G � G/G◦

so ist offensichtlich G/G◦ zyklisch und aus G/G◦ ∼= Z folgt G◦ = 1. Haben
wir dahingegen G/G0 ∼= Z/mZ für m ≥ 1, so ist G0 ein Torus, und wählen
wir ein Urbild g ∈ G von 1̄ ∈ Z/mZ und suchen a ∈ G0 mit am = gm, so
liefert 1̄ 7→ a−1g eine Spaltung ?? unserer Sequenz.
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4 Kompakte Liegruppen

4.1 Maximale Tori

Bemerkung 4.1.1. Eine kompakte zusammenhängende abelsche Liegruppe
heißt ein Torus oder genauer ein kompakter Torus. Nach 3.11.2 ist jeder
Torus isomorph zu einem Produkt von endlich vielen Kopien der Kreislinie
S1. Unter einem Torus in einer topologischen Gruppe verstehen wir stets eine
Untergruppe, die mit der induzierten Topologie ein Torus ist. Unter einem
maximalen Torus verstehen wir einen Torus, der nicht in einem anderen
Torus echt enthalten ist.

Satz 4.1.2 (über maximale Tori). In einer kompakten zusammenhängen-
den Liegruppe gehört jedes Element zu einem maximalen Torus und je zwei
maximale Tori sind konjugiert.

Beweis. Seien G ⊃ T unsere zusammenhängende kompakte Liegruppe und
ein maximaler Torus. Wir zeigen im folgenden

G =
⋃
g∈G

gTg−1

Der Satz folgt, denn ist dann S ⊂ G ein weiterer maximaler Torus, so finden
wir insbesondere für jeden topologischen Erzeuger s ∈ S ein g ∈ G mit
s ∈ gTg−1 und damit S ⊂ gTg−1 und so S = gTg−1. Es bleibt also wie
oben in Formelsprache behauptet zu zeigen, daß die Konjugierten eines festen
maximalen Torus bereits die ganze Gruppe überdecken. Das zeigen wir durch
vollständige Induktion über die Dimension unserer Gruppe. Ist Z ⊂ G das
Zentrum und Z◦ seine Einszusammenhangskomponente, so ist sicher TZ◦

ein Torus und es folgt T ⊃ Z◦. Nach 3.11.6 ist dann auch T/Z◦ ⊂ G/Z◦ ein
maximaler Torus, und ist Z◦ nicht trivial, so folgt unsere Behauptung aus
der Induktionsvoraussetzung. Wir dürfen also Z◦ trivial alias Z diskret und
damit endlich annehmen. Unter dieser Voraussetzung behaupten wir nun⋃

g∈G

g(T − Z)g−1 = G− Z (∗)

Haben wir das gezeigt, so gehen wir auf beiden Seiten zum Abschluß über
und sind fertig, da

⋃
g∈G gTg

−1 stets abgeschlossen ist als Bild einer stetigen
Abbildung G × T → G. Besteht G nur aus einem Punkt, so ist diese letzte
Behauptung (∗) eh klar. Als zusammenhängende Liegruppe mit diskretem
Zentrum hat sonst G mindestens die Dimension zwei und insbesondere ist
mit G auch G− Z zusammenhängend. Es reicht also, wenn wir zeigen, daß⋃

g∈G

g(T − Z)g−1
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sowohl offen als auch abgeschlossen ist in G−Z. Daß es abgeschlossen ist in
G− Z erkennen wir daraus, daß ja gilt⋃

g∈G

g(T − Z)g−1 =
⋃
g∈G

gTg−1 − Z

Um zu zeigen, daß es auch offen ist, müssen wir nur für jeden Punkt t ∈
T − Z nachweisen, daß eine ganze Umgebung zu

⋃
g∈G g(T − Z)g−1 gehört.

Da t nicht zum Zentrum von G gehört, dürfen wir auf die Einszusammen-
hangskomponente seines Zentralisators K = ZG(t)◦ die Induktionsvorausset-
zung anwenden und finden K =

⋃
g∈K gTg

−1 und natürlich auch K − Z =⋃
g∈K g(T − Z)g−1. Nun betrachten wir die Abbildung

G× (K − Z) → G
(g , k) 7→ gkg−1

und sind fertig mit dem Umkehrsatz, wenn wir nur zeigen können, daß sie
an der Stelle (1, t) surjektives Differential hat. Gleichbedeutend können wir
natürlich zeigen, daß die Abbildung G × K → G, (g, k) 7→ t−1gtkg−1 an
der Stelle (1, 1) surjektives Differential hat. Nun ist aber dieses Differential
gerade die Abbildung

LieG× LieK → LieG
(x , y) 7→ (Ad t−1)(x) + y − x

und nach 2.4.4 wissen wir um die Gleichung

LieK = ker(Ad t− id) = ker(Ad t−1 − id)

Andererseits ist Ad t und ebenso (Ad t)−1 − id über C diagonalisierbar, und
für jeden diagonalisierbaren Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
reellen oder komplexen Vektorraums V gilt V = ker f ⊕ im f . Das zeigt die
Surjektivität des Differentials.

Korollar 4.1.3. In einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe ist das
Zentrum der Schnitt aller maximalen Tori.

Beweis. Jedes Element des Zentrums liegt in einem maximalen Torus, also
in jedem dazu konjugierten Torus, also in jedem maximalen Torus. Liegt
umgekehrt ein Element in jedem maximalen Torus, so kommutiert es mit
jedem Element jedes maximalen Torus.

Proposition 4.1.4. In einer zusammenhängenden kompakten Liegruppe ist
der Zentralisator eines Torus stets zusammenhängend.
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Beweis. Sei G unsere Gruppe, S ⊂ G unser Torus und x ∈ ZG(S) ein Ele-
ment seines Zentralisators. Sicher ist B = 〈x, S〉 abelsch und kompakt und
B/B◦ ist topologisch erzeugt von x und mithin zyklisch. Damit ist aber B
topologisch zyklisch nach 3.11.9 und liegt folglich in einem maximalen Torus
von G. Wir folgern, daß ZG(S) die Vereinigung aller maximalen Tori von G
ist, die S enthalten.

Korollar 4.1.5. In einer zusammenhängenden kompakten Liegruppe ist der
Zentralisator eines Elements der Liealgebra stets zusammenhängend.

Beweis. Der Zentralisator eines Elements der Liealgebra fällt zusammen mit
dem Zentralisator der Gerade durch besagtes Element, dann auch mit dem
Zentralisator ihres Bildes unter der Exponentialabbildung, und dann schließ-
lich auch mit dem Zentralisator des Abschlusses dieses Bildes. Dieser Ab-
schluß aber ist eine kompakte abelsche Liegruppe, als da heißt ein Torus.

4.2 Starrheit von Tori und die Weylgruppe

Bemerkung 4.2.1. Die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen von ei-
ner topologischen Gruppe G nach S1 notieren wir mit

X(G) = Grpto(G,S1)

Offensichtlich bildet X(G) eine Untergruppe der Einheitengruppe des Rings
Top(G,C) mit seiner punktweisen Verknüpfung. Wir notieren jedoch die Ver-
knüpfung in X(G) additiv in der Hoffnung, daß das anschaulicher wirkt, und
schreiben Elemente λ ∈ X(G) in der Form eλ, wenn wir sie als komplexwer-
tige Funktionen auffassen und insbesondere, wenn wir sie als komplexwertige
Funktionen addieren wollen, so daß also im Ring Top(G,C) gilt eλ+µ = eλ eµ .
Gegeben ein stetiger Homomorphismus topologischer Gruppen ϕ : G → H
induziert das Verknüpfen mit ϕ natürlich einen Homomorphismus von addi-
tiven Gruppen

X(H)→ X(G)

Lemma 4.2.2. Ist G eine topologische Gruppe und H ein Torus, so induziert
die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

Grpto(G,H)
∼→ Ab(X(H), X(G))

Beweis. Gilt die Aussage für zwei Tori H1 und H2, so auch für ihr Produkt
H = H1 × H2. Es reicht also, den Fall H ∼= S1 zu prüfen, und der ist
evident.
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Sollte auch zeigen für H beliebige kompakte abelsche Liegruppe. Dann X
kontravariante Äquivalenz von Kategorien. Verallgemeinerung Pontrjagin-
Dualität.

Proposition 4.2.3 (Starrheit von Tori). Seien S und T kompakte Tori
und ϕ : X → Grp(S, T ) eine durch einen zusammenhängenden topologischen
Raum X parametrisierte Familie von Gruppenhomomorphismen, die stetig
ist in dem Sinne, daß die induzierte Abbildung X × S → T stetig ist. So ist
ϕ konstant.

Bemerkung 4.2.4. Die Proposition gilt mit demselben Beweis für beliebige
kompakte abelsche Liegruppen, aber der Fall von Tori ist im Weiteren be-
sonders wichtig.

Beweis. Gegeben x ∈ X bezeichnen wir den zugehörigen Homomorphismus
mit ϕx : S → T. Für beliebige s ∈ S, t ∈ T ist natürlich

Xst = {x ∈ X | ϕx(s) = t}

abgeschlossen in X. Für n ≥ 1 und eine beliebige Gruppe G betrachten wir
nun die Menge G[n] = {g ∈ G | gn = 1} aller Elemente, deren Ordnung n
teilt. In unserem Fall sind S[n] und T [n] endlich und jeder Gruppenhomo-
morphismus schickt natürlich S[n] nach T [n]. Gegeben s ∈ S[n] und t ∈ T [n]
ist also Xst auch offen in X. Da X zusammenhängend ist, haben wir mithin
ϕx(s) = ϕy(s) ∀x, y ∈ X, s ∈ S[n]. Da das nun für alle n ≥ 1 gilt und da
die Vereinigung der S[n] dicht liegt in S, folgt ϕx = ϕy ∀x, y ∈ X.

Korollar 4.2.5. Für jeden Torus S in einer topologischen Gruppe G liegt die
Einszusammenhangskomponente des Normalisators bereit im Zentralisator,
in Formeln

(NGS)◦ ⊂ ZGS

Beweis. Wir wenden die vorhergehende Proposition 4.2.3 an auf die Abbil-
dung ϕ : (NGS)◦ → Grp(S, S), g 7→ int g und folgern int g konstant, also
int g = int e = idS für alle g ∈ (NGS)◦.

Proposition 4.2.6. Der Zentralisator eines maximalen Torus in einer kom-
pakten Liegruppe hat als Einszusammenhangskomponente genau den besagten
Torus selbst. Ist unsere kompakte Liegruppe zusammenhängend, so ist jeder
maximale Torus sogar sein eigener Zentralisator.

Beweis. Sei G unsere kompakte Liegruppe und T ⊂ G ein maximaler Torus.
In Formeln behauptet die Proposition ZG(T )◦ = T . Sicher reicht es zu zeigen
LieZG(T ) = LieT . Für jedes x ∈ LieZG(T ) ist aber R × T → G, (a, t) 7→
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exp(ax)t ein Gruppenhomomorphismus, und hätten wir x 6∈ LieT , so wäre
das Bild dieses Gruppenhomomorphismus eine zusammenhängende abelsche
Untergruppe von G, die T echt umfaßt. Der Abschluß dieses Bildes wäre dann
auch noch kompakt und damit ein Torus, der T echt umfaßt, im Widerspruch
zur Wahl von T . Ist G zusammenhängend, so ist der Zentralisator jedes Torus
zusammenhängend nach 4.1.4.

Korollar 4.2.7. Ist G eine kompakte Liegruppe und T ⊂ G ein maximaler
Torus, so ist die Weylgruppe W = (NGT )/T endlich.

Bweis. Wir wissen (NGT )◦ = (ZGT )◦ = T nach 4.2.5 und 4.2.6, folglich ist
(ZGT )/T diskret. Diese Gruppe ist jedoch auch kompakt.

4.3 Kompakte Liegruppen vom Rang Eins

Übung 4.3.1. Die maximalen abelschen Unteralgebren der Liealgebra einer
kompakten Liegruppe sind genau die Liealgebren der maximalen Tori.

Satz 4.3.2. Jede kompakte zusammenhängende Liegruppe mit eindimensio-
nalem maximalen Torus ist isomorph zu SO(3), SU(2) oder S1.

Beweis. Sei G unsere Gruppe. Wir nehmen dimG > 1 an und müssen zeigen,
daß G isomorph ist zu SO(3) oder zu SU(2). Wir folgern zunächst dimG = 3.
Sei dazu T ⊂ G ein maximaler Torus und g = LieCG die komplexifizierte
Liealgebra. Die komplexe Konjugation induziert eine schieflineare Involution
c : g→ g, deren Invarianten genau die ursprüngliche Liealgebra LieG selber
sind. Jetzt zerlegen wir g unter dem Torus als

g =
⊕

α∈X(T )

gα

Man prüft sofort [gα, gβ] ⊂ gα+β, da die Lieklammer stets einen Homo-
morphismus von Darstellungen g ⊗C g → g liefert. Man prüft auch sofort
c(gα) = g−α, denn für x ∈ gα und alle t ∈ T haben wir notwendig

(Ad t)(c(x)) = c(Ad t)x
= c(α(t)x)
= α(t)−1c(x)

Da LieT ⊂ LieG wegen 4.3.1 eine maximale kommutative Unteralgebra ist,
haben wir weiter g0 = LieC T . Ist die Dimension unserer Gruppe größer als
Eins, so gibt es folglich mindestens ein α ∈ X(T ) mit gα 6= 0. Jetzt wählen
wir einen Erzeuger γ der Charaktergruppe X(T ) unseres maximalen Torus
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und m > 0 kleinstmöglich mit gmγ 6= 0. Wählen wir dann x ∈ gmγ von Null
verschieden, so haben wir [x, c(x)] 6= 0, da sonst die c-Invarianten in Cx ⊕
Cc(x) eine zweidimensionale abelsche Unteralgebra von LieG aufspannten im
Widerspruch zu 4.3.1. Also ist [x, c(x)] eine Basis von g0. Jetzt betrachten
wir in g den Untervektorraum

V = Cc(x)⊕
⊕
n≥0

gnγ

Er ist offensichtlich stabil unter adx und ad c(x), folglich hat ad[x, c(x)] und
damit ad(H) für alle H ∈ LieC T Spur Null auf V . Bezeichnen wir der Ein-
fachheit halber das Differential von γ auch mit γ : LieT → C, so erhalten
wir für alle H ∈ LieT damit

0 = tr(adH : V → V ) = −mγ(H) +
∑
n≥0

nγ(H) dimC(gnγ)

und daraus folgt sofort dim gmγ = 1 und dim gnγ = 0 für n ≥ 0 mit n 6=
m. Wenden wir dieselbe Überlegung mit −γ an statt mit γ, so erhalten
wir dimC g = 3 wie gewünscht. Wir erhalten zusätzlich, daß LieG triviales
Zentrum hat, da wir mit LieT ja eine eindimensionale maximale abelsche
Unteralgebra kennen, die nicht zentral ist. Die adjungierte Darstellung

G→ GL(LieG)

hat also injektives Tangential, und wählen wir ein invariantes Skalarprodukt
auf LieG, so hat durch Dimensionsvergleich der induzierte Homomorphismus

G→ SO(LieG)

bijektives Tangential beim neutralen Element und ist folglich eine stetige
Surjektion mit diskretem, also endlichem Kern. Ist sie ein Isomorphismus, so
sind wir fertig. Sonst hat G mehr irreduzible Darstellungen als SO(3), we-
gen der Klassifikation der Darstellungen der Liealgebra also eine irreduzible
Darstellung gerader Dimension. Darin ist die von exp(LieG) erzeugte Unter-
gruppe aber nach ?? isomorph zu SU(2) und wir erhalten so einen stetigen
Gruppenhomomorphismus G → SU(2). Dieser muß bijektiv sein, da sonst
G mehr einfache Darstellungen besitzen müßte als SU(2), und die einfachen
Darstellungen der SU(2) liefern bereits alle einfachen endlichdimensionalen
Darstellungen seiner komplexifizierten Liealgebra.
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4.4 Klassifikation kompakter Liegruppen, Schrott

Satz 4.4.1. Jede kompakte Untergruppe einer GL(n,R) ist eine Unterman-
nigfaltigkeit ohne Rand des Rn·n und kann beschrieben werden als die si-
multane Nullstellenmenge einer endlichen Familie von Polynomen in den
Matrixeinträgen.

Bemerkung 4.4.2. In Formeln gibt es also für jede kompakte Untergruppe
K ⊂ GL(n,R) Polynome f1, . . . , fr ∈ R[Xij]

n
i,j=1 in den n2 Veränderlichen

Xij derart, daß gilt K = {A ∈M(n×n,R) | f1(A) = . . . = fr(A) = 0}. Zum
Beispiel ist die orthogonale Gruppe O(n) = {A ∈ GL(n,R) | AA> = E} die
simultane Nullstellenmenge der n2 Polynome

Xr1X1s +Xr2X2s + . . .+XrnXns − δrs für 1 ≤ r, s ≤ n.

Bemerkung 4.4.3. Für diejenigen, die bereits etwas über Spiegelungsruppen
Bescheid wissen, sei hier kurz der Zusammenhang angerissen. Bezeichne S1 =
{z ∈ C | |z| = 1} den Einheitskreis.

Satz 4.4.4. Sei K ⊂ GL(n,R) eine kompakte Untergruppe.

1. Jede zusammnenhängende kommutative Untergruppe von K läßt sich
zu einer maximalen zusammenhängenden kommutativen Untergruppe
von K vergrößern.

2. Je zwei maximale kommutative zusammenhängende Untergruppen T ⊂
K sind zueinander konjugiert und es existieren für sie stetige Gruppe-
nisomorphismen S1× . . .×S1 ∼→ T . Man nennt diese Untergruppen die
maximalen Tori von K.

3. In der abelschen Gruppe Top(T, S1) aller stetigen Abbildungen von T
nach S1 ist die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen eine end-
lich erzeugte Untergruppe X(T ) ∼= Z× . . .× Z.

4. Bezeichnet N = NK(T ) den Normalisator von T in K, so operiert
N auf X(T ) und sein Bild ist eine endliche Gitterspiegelungsgruppe
W ⊂ Ab×(X(T )).

5. Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion
Kompakte zusammen-
-hängende Liegruppen,
bis auf Isomorphismus

 ∼→


Endliche Gitterspiegelungsgrup-
-pen mit stabiler Wurzelwahl,

bis auf Isomorphismus
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4.5 Klassifikation kompakter Liegruppen

Definition 4.5.1. Unter einer Gitterspiegelung verstehen wir einen Au-
tomorphismus einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe derart, daß
sein Quadrat die Identität ist und die Untergruppe der Elemente, die auf
ihr Negatives gehen, unendlich zyklisch. Unter einer Wurzel zu einer Gitter-
spiegelung verstehen wir ein Element unserer abelschen Gruppe derart, daß
sich jeder Punkt von seinem Spiegelbild um ein ganzzahliges Vielfaches des
besagten Elements unterscheidet.

Bemerkung 4.5.2. Ist s : X → X eine Gitterspiegelung und α ∈ X eine
Wurzel dazu, so gibt es natürlich genau eine Linearform α∨ : X → Z mit

sλ = λ− 〈α∨, λ〉α ∀λ ∈ X

Diese Linearform α∨ heißt die Kowurzel zur Wurzel α. Natürlich gilt stets
〈α∨, α〉 = 2. Weiter ist das Negative einer Wurzel zu einer Spiegelung stets
wieder eine Wurzel zu derselben Spiegelung, und zu jeder Spiegelung gibt
es mindestens zwei und höchstens vier Wurzeln: Genauer sind die beiden
Erzeuger der unendlich zyklischen Gruppe X−s aller Vektoren λ ∈ X mit
sλ = −λ stets mögliche Wurzeln, und nehmen die zugehörigen Kowurzeln
auf X nur gerade Werte an, so sind die Doppelten besagter Erzeuger auch
noch mögliche Wurzeln. Damit sind aber auch bereits alle Möglichkeiten aus-
geschöpft. Im übrigen ist die Transponierte einer Gitterspiegelung stets auch
eine Gitterspiegelung und jedes Paar von Wurzel und Kowurzel zu unserer
Spiegelung ist ein Paar von Kowurzel und Wurzel zu ihrer Transponierten.

Definition 4.5.3. Eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine endli-
che Gruppe von Automorphismen eines Gitters, die von Spiegelungen erzeugt
wird. Eine stabile Wahl von Wurzeln für eine endliche Gitterspiegelungs-
gruppe ist eine Teilmenge unseres Gitters, die (1) stabil ist unter unserer
Spiegelungsgruppe, die (2) aus Wurzeln zu Spiegelungen unserer Spiegelungs-
gruppe besteht und die (3) zu jeder Spiegelung unserer Spiegelungsgruppe ge-
nau zwei Wurzeln enthält, die dann natürlich zueinander invers sein müssen.

Satz 4.5.4 (Klassifikation kompakter Liegruppen). Ordnen wir jeder
kompakten Liegruppe die Weylgruppe eines maximalen Torus zu mit ihrer
Operation auf der Charaktergruppe des maximalen Torus und dem Wurzel-
system darin, so erhalten wir eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

Zusammenhängende
kompakte Liegruppen

}
∼→

{
Endliche Gitterspiegelungsgruppen

mit stabiler Wurzelwahl

}
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Bemerkung 4.5.5. Im folgenden zeigen wir zunächst nur, daß die im Satz
erklärte Abbildungsvorschrift auch da landet wo sie landen soll. Genauer
zeigt die Proposition 4.5.7, daß jede Wurzel des Wurzelsystems auch Wurzel
zu genau einer Spiegelung auf der Charaktergruppe des maximalen Torus ist,
die durch ein Element der Weylgruppe gegeben wird. Dann zeigt 4.5.8, daß
die Spiegelungen zu Wurzeln die Weylgruppe erzeugen. Und schließlich zeigt
??, daß keine anderen Elemente der Weylgruppe als Spiegelungen auf der
Charaktergruppe des maximalen Torus operieren.

Satz 4.5.6 (Homomorphismen und Weylgruppen). 1. Unter einem
surjektiven Homomorphismus von kompakten Liegruppen ist das Bild
jedes maximalen Torus wieder ein maximaler Torus.

2. Sind unsere Gruppen zusammenhängend und ist der Kern unseres Ho-
momorphismus zentral, so ist auch das Urbild jedes maximalen Torus
wieder ein maximaler Torus und das Urbild des Normalisators der Nor-
malisator des Urbilds und wir erhalten einen Isomorphismus zwischen
den zugehörigen Weylgruppen.

Beweis. Sei ϕ : G � H unser surjektiver Homomorphismus. Ist S ⊂ H ein
maximaler Torus, so finden wir dazu einen topologischen Erzeuger s ∈ S
und dazu nach 4.1.2 ein Urbild in der Einszusammehangskomponente t ∈ G◦
und darüber einen maximalen Torus T ⊂ G mit t ∈ T . Dann haben wir
offensichtlich ϕ(T ) = S. Gilt zusätzlich kerϕ ⊂ Z(G), so folgt kerϕ ⊂ T
nach 4.1.3 und ϕ−1(S) = T und ϕ−1(NH(S)) = NG(ϕ−1(S)) = NG(T ) und
damit der behauptete Isomorphismus von Weylgruppen.

Proposition 4.5.7 (Wurzeln und ihre Spiegelungen). Seien G ⊃ T
eine zusammenhängende kompakte Liegruppe mit maximalem Torus, R ⊂
X(T ) das Wurzelsystem im Charaktergitter von T und W = W (G, T ) die
Weylgruppe. Für jede Wurzel α ∈ R gilt:

1. Der Wurzelraum ist eindimensional und außer ihrem Negativen ist kein
Vielfaches unserer Wurzel eine Wurzel, in Formeln Zα ∩R = {±α};

2. Es gibt genau ein s = sα ∈ W derart, daß s auf X als Spiegelung
operiert mit s(α) = −α.

3. Es gibt in G genau eine zusammenhängende abgeschlossene Untergrup-
pe Gα vom Rang Eins mit LieC(Gα) ⊃ (LieCG)α.

4. Es gibt genau ein α∨ : X → Z mit s(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ X(T ).
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Beweis. 1. Wir betrachten den Torus S = (kerα)◦ ⊂ T und bilden das
kommutative Diagramm

T
� � //

����

ZG(S)

����
T/S � � // ZG(S)/S

Die ober Horizontale ist offensichtlich die Einbettung eines maximalen Torus,
und wegen 4.5.6 gilt dasselbe für die untere Horizontale. Wegen (LieCG)α ⊂
LieC ZG(S) ist andererseits die obere und dann auch die untere Horizon-
tale keine Bijektion. Nach der Klassifikation der Gruppen vom Rang Eins
4.3.2 gibt es also einen Homomorphismus SU(2) → ZG(S)/S mit bijekti-
vem Differential im neutralen Element. Die komplexifizierte Liealgebra des
Zentralisators ergibt sich andererseits mit 2.4.5 zu

LieC ZG(S) =
⊕

ker dβ⊃ker dα

(LieCG)β

und die komplexifizierte Liealgebra des Quotienten ZG(S)/S erhalten wir,
indem wir in dieser Summe (LieCG)0 = LieC T ersetzen durch den eindimen-
sionalen Raum LieC(T/S). Aus dem Vergleich dieser beiden Beschreibungen
von LieC ZG(S)/S als Darstellung von T folgt sofort 1.

2. Ein mögliches s erhält man, indem man das nichttriviale Element der Weyl-
gruppe von ZG(S)◦/S unter unserem Homomorphismus ZG(S)◦ � ZG(S)◦/S
mit 4.5.6 in die Weylgruppe von ZG(S)◦ zurückholt. In der Tat haben wir ja
eine kurze exakte Sequenz

X(T/S) ↪→ X(T ) � X(S)

Unser s operiert per definitionem vorne durch −1, und da es einen Repräsen-
tanten in ZG(S) hat, muß es hinten als die Identität operieren. Sein Quadrat
ist also unipotent und von endlicher Ordnung und muß damit die Identität
sein. Das zeigt, daß s als Gitterspiegelung auf X(T ) operiert. Die Eindeu-
tigkeit folgt ähnlich, da das Produkt von zwei möglichen Wahlen unipotent
und von endlicher Ordnung sein muß.

3. Sicher muß LieC(Gα) stabil sein unter der komplexen Konjugation und muß
folglich mit (LieCG)α auch (LieCG)−α enthalten und damit die von diesem
Raum und (LieCG)α erzeugte Unteralgebra gα ⊂ LieZG(S). Diese Unteralge-
bra ist nach 1 und 2 von der Dimension höchstens drei, und sie muß surjektiv
und folglich vermittels eines Isomorphismus auf LieC ZG(S)/S gehen. Unsere
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Unteralgebra ist offensichtlich auch stabil unter der komplexen Konjugati-
on, folglich schneidet sie LieZG(S) in einer Unteralgebra gR

α, die unter der
Projektion isomorph auf LieZG(S)/S alias su(2) abgebildet wird. Invertie-
ren wir diesen Isomorphismus, so erhalten wir einen Homomorphismus von
Liealgebren

su(2) ↪→ LieZG(S)

mit Bild gR
α, der sich nach 3.1.2 integrieren läßt zu einem Homomorphismus

von Liegruppen
SU(2)→ ZG(S)

Das Bild dieses Homomorphismus ist dann eine Untergruppe Gα mit den
gewünschten Eigenschaften. Deren Eindeutigkeit geht aus dem Beweis hervor.

4. Wir betrachten nun die Sequenz

SU(2) � Gα ↪→ ZG(S)◦ � ZG(S)◦/S

und den maximalen Torus T ⊂ ZG(S)◦ und können in allen anderen Grup-
pen unserer Sequenz maximale Tori so wählen, daß alle Morphismen die
gewählten maximalen Tori jeweils ineinander abbilden. Nach 4.5.6 induzie-
ren die Abbildungen unserer ersten drei Gruppen nach ZG(S)◦/S jeweils
einen Isomorphismus von Weylgruppen, und zwar liegt jedes Urbild eines
Elements aus dem Normalisator des maximalen Torus T/S jeweils im Nor-
malisator des entsprechenden maximalen Torus. Eine der beiden Parame-
trisierungen des gewählten maximalen Torus der SU(2) definiert nun einen
Homomorphismus α∨ : S1 → T mit 〈α, α∨〉 = 2, und für diesen Homomor-
phismus gilt s(α∨) = −α∨, weil das ja bereits in der SU(2) geprüft werden
kann und dort offensichtlich richtig ist. Wir wissen nun, daß s eine Spiege-
lung ist, die die Wurzel α auf ihr Negatives abbildet. Für alle λ ∈ X(T )
folgt daraus bereits sλ − λ = qα für ein geeignetes q ∈ Q. Wenden wir
auf diese Gleichung die Linearform α∨ an, so folgt mit s(α∨) = −α∨ sofort
−2〈λ, α∨〉 = 〈sλ−λ, α∨〉 = 〈qα, α∨〉 = 2q und wir erhalten q = −〈λ, α∨〉 ∈ Z
und s(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α.

Proposition 4.5.8. Die Weylgruppe einer kompakten zusammenhängenden
Liegruppe wird von den Spiegelungen zu Wurzeln erzeugt.

Beweis. Seien G ⊃ T unsere kompakte Gruppe und der maximale Torus,
zu dem wir die Weylgruppe bilden. Die Spiegelungen sα ∈ W zu Wurzeln
α ∈ R operieren auch auf LieT als Spiegelungen und erzeugen eine endliche
Spiegelungsgruppe in GL(LieT ) mit Spiegelebenen ker(dα). Unsere Spiege-
lungsgruppe operiert auf der Menge der Alkoven in LieT transitiv nach all-
gemeinen Resultaten über Spiegelungsgruppen ??. Natürlich muß jedes Ele-
ment der Weylgruppe Alkoven in Alkoven überführen. Um zu zeigen, daß
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die Spiegelungen zu Wurzeln bereits die Weylgruppe erzeugen, muß also nur
gezeigt werden, daß ein Element der Weylgruppe, das einen Alkoven festhält,
bereits die Identität sein muß. Aber bildet ein Element der Weylgruppe einen
Alkoven auf sich selber ab, so hat es in diesem Alkoven auch einen Fixpunkt,
sagen wir den Schwerpunkt einer Bahn der Untergruppe, die von besagtem
Element erzeugt wird. Unser Element der Weylgruppe wird also repräsen-
tiert im Zentralisator eines Elements X ∈ LieT , auf dem das Differential
keiner Wurzel verschwindet. Für jeden Punkt X ∈ LieT , der vom Differen-
tial keiner Wurzel anulliert wird, gilt aber LieC ZG(X) = LieC T und damit
LieZG(X) = LieT. Weil nun nach 4.1.5 der Zentralisator eines Elements
der Liealgebra stets zusammmenhängend ist, folgt ZG(X) = T und unser
Element der Weylgruppe war die Identität.

4.6 Wohin?

Satz 4.6.1. Gegeben eine zusammenhängende kompakte Liegruppe G und
ein maximaler Torus T ⊂ G induziert die Einbettung unseres Torus einen
Homöomorphismus zwischen dem Raum der Bahnen der Weylgruppe auf dem
Torus und dem Raum der Konjugationsklassen in unserer Gruppe

T/W
∼→ Conj(G)

Beweis. Die Surjektivität unserer Abbildung folgt sofort aus ??. Um die
Injektivität zu zeigen, nehmen wir an, es gebe t, s ∈ T und g ∈ G mit
gTg−1 = s. Dann sind T und gTg−1 zwei Tori in ZG(s), also gibt es h ∈ ZG(s)
mit T = hgTg−1h−1 und wir haben y = hg ∈ NG(T ) gefunden mit yty−1 = s.
Um schließlich zu zeigen, daß unsere Abbildung ein Homöomorphismus ist,
müssen wir nach ?? nur nachweisen, daß die Konjugationsklassen in einer
Hausdorffschen kompakten Gruppe einen Hausdorffraum bilden. Das folgt
jedoch aus ??.

Bemerkung 4.6.2 (Casimir). Ist G eine kompakte Liegruppe, so gibt es ins-
besondere auf der adjungierten Darstellung g = LieG ein invariantes Skalar-
produkt g× g→ R. Wir können es als Homomorphismus von Darstellungen
g⊗Rg � R auffassen und auch als Isomorphismus von Darstellungen g

∼−→ g∗

und erhalten durch Dualisieren der ersten Interpretation und Invertieren der
zweiten Homomorphismen von Darstellungen

R ↪→ g∗ ⊗R g∗ → g⊗R g

Ist (xi)
n
i=1 eine Orthonormalbasis von g, so bildet dieser Homomorphismus

die 1 ∈ R ab auf den Tensor x1 ⊗ x1 + . . . + xn ⊗ xn, der mithin unter G
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invariant ist. Ist allgemeiner (xi)
n
i=1 irgendeine Basis und (yi)

n
i=1 die in Be-

zug auf unser Skalarprodukt duale Basis, so können wir unseren invarianten
Tensor schreiben als x1 ⊗ y1 + . . . + xn ⊗ yn. Ist nun V eine Darstellung
von G in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum, so erhalten wir
einen Endomorphismus von V , den sogenannten Casimir-Operator durch
die Vorschrift

cV (v) = x1y1v = . . .+ xnynv

In der Tat führt unser Homomorphismus von eben zu einem Homomorphis-
mus V → g⊗R g⊗R V und nun müssen wir nur erinnern, daß die Operation
von g auf V auch einen Homomorphismus von Darstellungen g ⊗R V → V
liefert.

4.7 Einfache Darstellungen

Satz 4.7.1 (Klassifikation der einfachen Darstellungen). Seien G ⊃ T
eine zusammenhängende kompakte Liegruppe und ein maximaler Torus. Sei
W = W (G, T ) die Weylgruppe und sei auf dem Gewichtegitter X(T ) eine
positiv definite W -invariante Z-wertige Bilinearform gewählt. So haben wir
eine von dieser Wahl unabhängige Bijektion

endlichdimensionale
stetige komplexe einfache

Darstellungen von G

 ∼→ X(T )/W

V 7→
{

die Menge der
längsten Gewichte von V

}
Bemerkung 4.7.2. Wir folgern diesen Satz aus der Weyl’schen Integrations-
formel, die wir gleich im Anschluß formulieren aber erst zu Ende dieses Ab-
schnitts beweisen.

Satz 4.7.3. Seien G ⊃ T eine zusammenhängende kompakte Liegruppe und
ein maximaler Torus. Erklären wir die Funktion j : T → R durch j(t) =
det(id−AdG/T (t)), so gilt für alle stetigen Klassenfunktionen f : G→ C die
Weyl’sche Integrationsformel∫

G

f(g)µG(g) =

∫
T

j(t)

|W |
f(t)µT (t)

Bemerkung 4.7.4. Hier bezeichnet AdG/T (t) die von der adjungierten Dar-
stellung auf dem Quotienten LieG/LieT induzierte Abbildung. Der Beweis
der Integrationsformel wird zu Ende dieses Abschnitts gegeben.
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Bemerkung 4.7.5. Wir schreiben die Gruppenstruktur des Gewichtegitters
X(T ) additiv in der Hoffnung, daß das der Anschauung hilft. Fassen wir
Elemente λ ∈ X(T ) dahingegen als konkrete Funktionen T → C auf, so
schreiben wir eλ, so daß also gilt eλ eµ = eλ+µ 6= eλ + eµ für λ, µ ∈ X(T ).
Unsere Funktion j erhält in diesen Notationen die Gestalt

j =
∏
α∈R

(1− eα)

Wir wählen nun ein System positiver Wurzeln und betrachten ihre Halb-
summe ρ. Im größeren Gruppenring C[1

2
〈R〉] des halbierten Wurzelgitters

behaupten wir nun, daß wir eine Art Wurzel von j auch als Summe schrei-
ben können:

Lemma 4.7.6 (Weyl’sche Nennerformel).∏
α∈R+

(eα/2− e−α/2) =
∑
w∈W

(−1)l(w) ewρ

Beweis. Beide Seiten ändern ihr Vorzeichen unter Anwendung einer einfa-
chen Spiegelung. Die linke Seite setzt sich zusammen aus Summanden eλ

mit λ ∈ ρ − |R+〉. Es reicht also zu zeigen, daß von diesen λ nur ρ selbst
im Inneren der dominanten Weylkammer liegt. Die fraglichen λ sind aber,
soweit sie im Abschluß der dominanten Weylkammer liegen, allesamt kürzer
als ρ für ein und jedes unter der Weylgruppe invariante Skalarprodukt, mit
demselben Argument wie im Beweis von ??. Wegen ?? kommt also nur λ = ρ
in Frage.

Beweis von 4.7.1. Wir betrachten die zum Fixpunkt ρ verschobene dot-Operation
der Weylgruppe auf X(T ) und bilden für λ ∈ X(T ) im Gruppenring des Ge-
wichtegitters den Ausdruck

A(λ) =
∑
w∈W

(−1)l(w) ew·λ

Multiplizieren wir beide Seiten der Weyl’schen Nennerformel mit e−ρ, so er-
gibt sich die Identität ∏

α∈R+

(1− e−α) = A(0)

Nun ist der Gruppenring des Gewichtegitters ein Ring von Laurentpolyno-
men in endlich vielen Veränderlichen und damit insbesondere ein Integritäts-
bereich und sogar ein faktorieller Ring. Die 1 − e−α für α ∈ R+ sind darin
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paarweise teilerfremd, wie der Leser zum Beispiel durch Übergang zu einem
geeigneten größeren Gitter prüfen mag. Die Identität

(1− eα)(1 + eα + . . . enα) = (1− e(n+1)α)

zeigt dann, daß A(0) im bereits im Gruppenring des Gewichtegitters Z[X]
jedes A(λ) teilt. Wir können mithin für alle dominanten ganzen λ im Grup-
penring des Gewichtegitters den Quotienten

χλ = A(λ)/A(0)

bilden. Er ist sogar invariant unter der Weylgruppe, denn rechnen wir in
einem geeignet vergrößerten Gruppenring und erweitern unseren Bruch mit
eρ, so werden Nenner und Zähler unter der Weylgruppe antiinvariant. Wir
interpretieren unsere Quotienten nun als unter der Weylgruppe invariante
Funktionen auf T und dehnen sie aus zu Klassenfunktionen χλ auf G. So
erhalten wir ein Orthonormalsystem von Klassenfunktionen, denn mit der
Weyl’schen Integrationsformel 4.7.3 ergibt sich∫

G

χλχν µ
G =

∫
T

A(λ)A(ν)

A(0)A(0)

j

|W |
µT =

1

|W |

∫
T

A(λ)A(ν) µT = δλν

Andererseits hat A(λ)/A(0) Leitterm eλ und daraus folgt, daß die Restrik-
tionen der Funktionen χλ eine Basis des Rings R(T )W der W -invarianten
darstellenden Funktionen auf dem Torus T bilden. Ist nun V eine endlich-
dimensionale Darstellung von G, so können wir ihren Charakter darstellen
als

χV =
∑
ν

nνχν

mit nν ∈ C fast alle Null. Schreiben wir χν =
∑
aτ,ν eτ , so folgt Z 3 dimVτ =∑

nνaτ,ν . Da die aτ,ν eine Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
bilden, erhalten wir sogar nν ∈ Z. Ist also V irreduzibel, so gilt ja 〈χV , χV 〉 =
1 und daraus folgt sofort χV = χλ für ein wohlbestimmtes dominantes ganzes
Gewicht λ, das dann natürlich das höchste Gewicht von V sein muß, und wir
erhalten für V auch gleich die sogenannte Weyl’sche Charakterformel

χV |T =

∑
(−1)l(w) ew·λ∑
(−1)l(w) ew·0

Das zeigt sofort, daß je zwei einfache Darstellungen mit demselben höchsten
Gewicht isomorph sind. Da weiter die Charaktere dicht liegen müssen im
Raum der Klassenfunktionen, zeigt es auch, daß es zu jedem dominanten
Gewicht eine einfache Darstellung gibt, die dies höchste Gewicht hat.
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Beweis der Weyl’schen Integrationsformel. Zunächst einmal wählen wir be-
liebige nirgends verschwindende differenzierbare Volumenformen ωG/T , ωT

und ωG auf G/T, T und G. Dann interessieren wir uns für die Abbildung

G/T × T ϕ→ G
(gT , t) 7→ gtg−1

Sicher gibt es eine C∞-Funktion c : G/T × T → R mit

ϕ∗ωG = c ωG/T ∧ ωT

Falls ωG invariant ist unter Konjugation und ωG/T invariant unter Links-
translation, was wir beides von jetzt an annehmen wollen, so hängt offen-
sichtlich c nur von der zweiten Koordinate ab und kann geschrieben werden
als c(gT, t) = c(t). In der Tat haben wir ja ϕ ◦ (h·) = (inth) ◦ ϕ für alle
h ∈ G. Jetzt nehmen wir zusätzlich ωG und ωT auch noch invariant unter
Linkstranslation an und betrachten für gegebenes t ∈ T die Verknüpfung

G× T → G/T × T → G/T × T ϕ→ G → G

(g, τ) 7→ (ḡ, τ) 7→ (ḡ, tτ) 7→ gtτg−1 7→ t−1gtτg−1

TeG× TeT → TēG/T × TeT → TēG/T × TtT → TtG → TeG

Das Differential TeG × TeT → TeG unserer Verknüpfung ist gegeben durch
(X, Y ) 7→ Ad(t−1)X + Y − X. Wählen wir irgendeine lineare Linksinverse
TeG → TeT zur offensichtlichen Einbettung, so erhalten wir einen Isomor-
phismus TeG

∼→ TēG/T×TeT . Indem wir notfalls ωG noch durch einen Skalar
abändern, dürfen wir annehmen, daß sich unter diesem Isomorphismus ωGe
und ω

G/T
ē ∧ ωTe entsprechen. Lassen wir nun bei unserer Sequenz von linea-

ren Abbildungen oben in der untersten Zeile den ersten Pfeil vorne weg und
hängen hinten den neu konstruierten Isomorphismus an, so ergibt sich eine
Sequenz

TēG/T × TeT → TēG/T × TtT
dϕ→ TtG → TeG → TēG/T × TeT

c(t)ω
G/T
ē ∧ ωTe ← c(t)ω

G/T
ē ∧ ωTt ← ωGt ← ωGe ← ω

G/T
ē ∧ ωTe

und die Determinante der Verknüpfung ergibt sich aus der allgemeinen Re-
gel für Determinaten von Block-Dreiecksmatrizen zu det(AdG/T (t−1) − id).
Ohne die Wahl einer Spaltung von TeT ↪→ TeG hätten wir hier auch mit dem
kanonischen Isomorphismus

∧max(V ) =
∧max U ⊗

∧max(V/U) aus ?? arbei-
ten können. In jedem Fall zeigt unsere Sequenz für diese Wahlen von ωG, ωT

und ωG/T die Formel c(t) = det(AdG/T (t−1)− id). Wählen wir nun Orientie-
rungen auf G, T und G/T , so erhalten wir für f : G → C stetig eine Kette
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von Gleichheiten “bis auf von f unabhängige multiplikative Konstanten” der
Gestalt ∫

G

f(g)µG(g)
.
=

∫
→
G

fωG
.
=

∫
−→
G/T×

→
T

ϕ∗(fωG)

wo der Punkt über den Gleichheitszeichen andeutet, daß unsere Gleichungen
eben nur bis auf von f unabhängige multiplikative Konstanten gelten. Für f
eine Klassenfunktion erhalten wir weiter

.
=

∫
→
T

cfωT
.
=

∫
T

c(t)f(t)µT (t)
.
=

∫
T

j(t)f(t)µT (t)

Damit ist bereits gezeigt, daß die Weyl’sche Integrationsformel gilt bis auf ei-
ne von der zu integrierenden Funktion f unabhängige multiplikative Konstan-
teK. Um diese KonstanteK auch noch zu bestimmen, testen wir auf der kon-
stanten Funktion f = 1 und müsssen damit nur noch zeigen,

∫
T
j(t)µT (t) =

|W |. Dazu erinnern wir uns an die Identität j(t) = A(0)A(0), die sich aus
der Weyl’schen Nennerformel ergibt.
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[BtD85] Bröcker and Tammo tom Dieck, Representations of compact Lie
groups, Graduate Texts in Mathematics, vol. 98, Springer, 1985.

[Lan74] Serge Lang, Algebra, Addison-Wesley, 1974.
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