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1 Allgemeine Theorie von Lie-Algebren

1.1 Definitionen und Beispiele

Bemerkung 1.1.1. Wir wiederholen zunéchst die Definition aus 7?7, wo auch
die Motivation fiir das Studium dieser Struktur zu finden ist.

Definition 1.1.2. Eine Lie-Algebra iiber einem Korper k ist ein k-Vektor-
raum g mitsamt einer k-bilinearen Abbildung, der Lie-Klammer

gxg — g
(z,y) = [z,9]

derart, daf§ gilt:
Antisymmetrie: [z,2] =0 Vz € g;
Jacobi-Identitit: [a:, [y,zH + [z, [x,y]] + [y, [z,xﬂ =0 Vz,y,z€g.

Definition 1.1.3. Unter einer k- Algebra versteht man ganz allgemein einen
k-Vektorraum A mit einer k-bilinearen Abbildung A x A — A, der Ver-
kniipfung oder Multiplikation.

Bemerkung 1.1.4. Eine Lie-Algebra ist ein spezieller Typ von Algebra, be-
nannt nach dem Mathematiker Sophus Lie (1842-1899). Andere Typen von
Algebren werden fiir uns auch eine wichtige Rolle spielen.

Definition 1.1.5. Sei A eine k-Algebra mit Verkniipfung

AXA — A
(z,y) +— x-y

Die Algebra A heifit assoziativ genau dann, wenn gilt (z - y) -2z = x - (y -
z) Vx,y,z € A. Sie heifft unitér genau dann, wenn es ein Element 1 € A
gibt mit 1-z =x-1 =2 Vz € A. Sie heifit kommutativ genau dann, wenn
gilt x-y=y-x Var,ye€ A.

Definition 1.1.6. Seien A, B zwei k-Algebren. Ein k-Algebren-Homo-
morphismus von A nach B ist eine k-lineare Abbildung ¢ : A — B derart,
daB gilt p(z - y) = o(z) - ¢(y) Va,y € A. Ist ¢ zusitzlich ein Isomor-
phismus von Vektorrdumen, so heifit ¢ ein k-Algebren-Isomorphismus.
Sind A und B unitdr mit Eins-Elementen 1, € A und 1p € B, so heifit
ein Algebrenhomomorphismus ¢ : A — B unitir genau dann, wenn gilt
¢(14) = 1p. Wenn man von einem Algebrenhomomorphismus zwischen zwei
unitiaren k-Algebren spricht, so meint man fast immer einen unitidren Alge-
brenhomomorphismus und hat nur vergessen, das explizit dazuzusagen.
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Bemerkung 1.1.7. Seien g, ¢’ zwei Lie-Algebren. Ein Lie-Algebren-Homo-
morphismus ¢ : g — ¢’ ist also eine lineare Abbildung ¢ mit

o([z,y]) = [p(x), p(y)] Y,y €9

Bemerkung 1.1.8. Eine unitéire assoziative k-Algebra A trégt insbesonde-
re sowohl die Struktur eines unitdren Rings als auch die Struktur eines k-
Vektorraums, und diese beiden Strukturen sind vertrdglich in einem Sinn,
den die Definition prézisiert.

Beispiele 1.1.9. Der Polynomring k[ X7, - - - , X,,] ist eine assoziative, kommu-
tative und unitédre k-Algebra. Ist V' ein k-Vektorraum, so ist sein Endomor-
phismenring A = End V' mit der Verkniipfung (f,g) — f o g eine assoziati-
ve unitéare k-Algebra. Die quadratischen n x n-Matrizen mit der Matrix-
Multiplikation bilden fiir jedes n > 0 eine assoziative unitére k-Algebra
M(n x n, k).

Bemerkung 1.1.10. Gegeben Algebren Ay, ..., A, definiert man ihr Produkt
als die Algebra A; x...x A, mit der komponentenweisen Verkniipfung. Jedes
Produkt von Lie-Algebren (bzw. assoziativen Algebren etc.) ist wieder eine
Lie-Algebra (bzw. assoziativ etc.).

Beispiele 1.1.11 (Assoziative Algebren als Lie-Algebren). Ist A eine
assoziative Algebra unter der Verkniipfung (x,y) — x -y, so wird A eine
Lie-Algebra L(A) unter der Verkniipfung (z,y) — [z,y] =z -y —y - x wie
man leicht nachrechnet. Man nennt deshalb die Lie-Klammer auch oft den
Kommutator. Fafit man End V' bzw. M(n X n, k) in dieser Weise als Lie-
Algebren auf, so bezeichnet man sie meist mit gl(V') bzw. gl(n, k) fiir general
linear Lie algebra.

Ubung 1.1.12. Ist g eine Lie-Algebra, so erhalten wir einen Homomorphismus
von Lie-Algebren ad : g — gl(g) vermittels der Vorschrift (ad z)(y) = [z, y].

Definition 1.1.13. Sei A eine Algebra mit Verkniipfung (x,y) — x -y. Eine
Unteralgebra ist ein Untervektorraum U C A derart, daf§ gilt z,y € U =
x-yel.

Bemerkung 1.1.14. Eine Unteralgebra einer (assoziativen, kommutativen oder
Lie-) Algebra ist mit der induzierten Verkniipfung selbst eine (assoziative,
kommutative oder Lie-) Algebra. Jeder Schnitt von Unteralgebren ist selbst
eine Unteralgebra.

Bemerkung 1.1.15. Bei assoziativen unitdren Algebren benutzt man meist
eine etwas andere Konvention und fordert von einer Unteralgebra zusétzlich,
daf} sie unitér ist, d.h. die Eins der grolen Algebra enthélt. Wann der Begriff
der Unteralgebra in welcher Bedeutung gemeint ist, mufl aus dem Kontext
erschlossen werden.



Beispiel 1.1.16. k[X]| C k[X,Y] ist eine (unitére) Unteralgebra.

Beispiel 1.1.17. Gegeben eine quadratische Matrix A bezeichne tr A € k ihre
Spur (fiir englisch und franzosisch trace). Man definiert die spezielle lineare
Lie-Algebra als

sl(n, k) ={A € gl(n, k)| tr A =0}

Dieser Raum ist in der Tat eine Unteralgebra, genauer eine Unter-Lie-Algebra
von gl(n, k), die Formel tr[z,y| = tr(zy — yz) = 0 gilt sogar fiir alle z,y €
gl(n, k). Nattrlich ist unser sl(n, k) hier keine Unteralgebra der assoziativen
Algebra M(n x n, k).

Beispiel 1.1.18. Sind V, W ein Vektorrdume und ist f : V x V — W eine
bilineare Abbildung, so wird

oV, f) ={x€gl(V) | flzu,v) + f(u,2zv) =0 Yu,v €V}

eine Unteralgebra von gl(V'), wie man leicht nachrechnet.

Beispiel 1.1.19. Ist speziell V = k*" und f : V x V — k die Bilinearform,
die gegeben wird durch die Matrix (% {) mit I der n x n-Einheitsmatrix, so
bezeichnet man o(V, f) mit sp(2n, k) und nennt das die symplektische Lie-
Algebra. Jede nichtausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen Vektorraum hat in einer geeigneten Basis die obige
Matrix, [?, ?].

Beispiel 1.1.20. Ist V. = k" und f : V x V — k die Bilinearform gegeben
durch die Einheitsmatrix, so bezeichnet man o(V, f) mit so(n, k) und nennt
das die orthogonale Lie-Algebra. Diese Lie-Algebra besteht also genau
aus allen schiefsymmetrischen Matrizen. Uber C oder allgemeiner einem al-
gebraisch abgeschlossenen Koérper einer von 2 verschiedenen Charakteristik
hat jede nichtentartete symmetrische Bilinearform in einer geeigneten Ba-
sis diese Matrix, siehe [?]. Fiir spétere Rechnungen ist jedoch eine andere
Darstellung bequemer, in der die Bilinearform je nachdem ob n gerade oder
ungerade ist gegeben wird durch die Matrizen

100

(?é)bzw. 0 0 [
071 0

Beispiel 1.1.21. Die oberen Dreiecksmatrizen, die echten oberen Dreiecksma-
trizen, und die Diagonalmatrizen bilden Unteralgebren von gl(n, k).

Beispiel 1.1.22. Eine Lie-Algebra g heifit abelsch genau dann, wenn all ih-
re Kommutatoren verschwinden, in Formeln [z,y] = 0 Vz,y € g. Jeder
Vektorraum g wird so eine Lie-Algebra. Die Diagonalmatrizen bilden eine
abelsche Unteralgebra von gl(n, k).



Definition 1.1.23. Wir nennen eine Lie-Algebra irreduzibel genau dann,
wenn sie nicht null ist und jeder von Null verschiedene Lie-Algebren-Homo-
morphismus von besagter Lie-Algebra in eine weitere Lie-Algebra injektiv
ist. Eine Lie-Algebra g heifit einfach genau dann, wenn sie irreduzibel ist
aber nicht abelsch.

Ubung 1.1.24. Man finde fiir die Lie-Algebra s[(2, C) eine Basis e, h, f derart,
daB gilt [h,e] = 2e, [h, f] = —2f und [e, f] = h. Man zeige, dafi die Lie-
Algebra sl(2, C) einfach ist.

Bemerkung 1.1.25. Eine Lie-Algebra ist in anderen Worten irreduzibel genau
dann, wenn sie keinen “echten Quotienten” im Sinne von 1.3.5 besitzt, und
jede irreduzible Lie-Algebra ist entweder einfach oder aber abelsch und ein-
dimensional. Die Terminologie “einfache Lie-Algebra” ist allgemein iiblich,
die Terminologie “irreduzible Lie-Algebra” jedoch nicht. Ein wichtiges Ziel
der Vorlesung ist die gleich folgende Klassifikation der einfachen endlichdi-
mensionalen komplexen Lie-Algebren.

Satz 1.1.26 (Killing-Klassifikation). Jede einfache endlichdimensionale
komplexe Lie-Algebra ist isomorph zu genau einer der Lie-Algebren

s(ln+1,C) n>1
so(2n+1,C) n>2
sp(2n,C) n>3
s0(2n,C) n >4

oder einer der finf Ausnahme-Algebren eg, e7, es, f4, g2, die nicht so leicht
explizit anzugeben sind. Umgekehrt sind auch alle hier aufgezihlten Lie-
Algebren einfach.

Bemerkung 1.1.27. Es wird erst spater klar werden, warum wir die Lie-
Algebren so(n,C) in zwei Serien fiir gerades und ungerades n aufteilen. Die
Lie-Algebren der ersten vier Serien heiflen klassisch, die anderen fiinf die
Ausnahme-Algebren. Die Einschrinkungen an n haben als Grund die so-
genannten Ausnahme-Isomorphismen s0(3) = sp(2) = sl(2), sp(4) =
50(5), 50(2) = C ist abelsch, so(4) = s[(2) x sl(2) ist auch nicht einfach und
s0(6) = sl(4).

Bemerkung 1.1.28. Eine endlichdimensionale komplexe Lie-Algebra, die iso-

morph ist zu einem endlichen Produkt einfacher Lie-Algebren heifit eine hal-
beinfache komplexe Lie-Algebra. Das Bilden der komplexifizierten Lie-



Algebra liefert eine Bijektion

zusammenhangende
kompakte Lie-Gruppen
mit trivialem Zentrum,
bis auf Isomorphismus
K — (Lie K) @g C

halbeinfache
= komplexe Lie-Algebren,
bis auf Isomorphismus

Insbesondere ist die Killing-Klassifikation ein wesentlicher Schritt zur Klas-
sifikation der zusammenhéngenden kompakten Lie-Gruppen. Sie ist im Ubri-
gen auch ein wesentlicher Schritt zur Klassifikation der einfachen endlichen
Gruppen.

Bemerkung 1.1.29. Ist ganz allgemein F' die Matrix einer Bilinearform f
auf k", also f(z,y) = 2'Fy wenn wir Elemente von k™ als Spaltenvektoren
auffassen, so liegt M € gl(n, k) in so(k", f) genau dann, wenn gilt (Mz)'Fy =
—x'F(My) fiir alle z,y in k" alias M'F = —F M.

Beispiel 1.1.30. Wir bestimmen die Dimension von sp(2n, k). Hier nehmen
wir £ = (% !) in 1.1.29 und eine Matrix M = (2 B) liegt folglich in sp(2n, k)
genau dann, wenn gilt

eo) G3) - -03) @E0)
(o —n) - (S 5)

also C'* = C, B! = B und —A' = D. Die Dimension der symplektischen
Lie-Algebra ist damit dimy sp(2n, k) = n(n + 1) + n* = 2n* + n.

also

Ubung 1.1.31. Eine Derivation § einer Algebra A ist eine lineare Abbildung
d: A — Aderart, daB gilt 6(a-b) =4d(a)-b+a-6(b) Va,b e A. Man zeige,
daf die Derivationen einer Algebra A eine Unteralgebra von gl(A) bilden.

Ubung 1.1.32. Man zeige, dafBl es bis auf Isomorphismus genau zwei zweidi-
mensionale komplexe Lie-Algebren gibt.

1.2 Darstellungen von Lie-Algebren

Bemerkung 1.2.1. In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriffsbildun-
gen noch einmal wiederholt, die wir bereits in 7?7 im Zusammenhang mit
Matrix-Liegruppen eingefiihrt und motiviert hatten.



Definition 1.2.2. Sei k ein Korper. Eine Darstellung einer Liealgebra g
iiber k ist ein Paar (V) p) bestehend aus einem k-Vektorraum V' und einem
Homomorphismus von Liealgebren p : g — gl(V).

Bemerkung 1.2.3. Gegeben eine Darstellung einer Liealgebra schreiben wir
statt (p(z))(v) meist zv und geben in dieser Notation noch eine Variante
der obigen Definition. Gegeben Vektorrdume U, V, W koénnen wir ja ganz
allgemein die Menge aller linearen Abbildungen U — Hom(V, W) in offen-
sichtlicher Weise identifizieren mit der Menge aller bilinearen Abbildungen
U xV — W. Insbesondere entspricht jede lineare Abbildung p : g — End (V')
eineindeutig einer bilinearen Abbildung g x V' — V. Man priift nun leicht,
daBl hier p eine Darstellung der Liealgebra g ist genau dann, wenn fiir die
zugehorige Abbildung g x V' — V| (z,v) — (p(x))(v) in der abkiirzenden
Schreibweise (p(x))(v) = zv gilt

z(yv) —y(av) = [z,ylv Ve,yegveV

Eine bilineare Abbildung g x V' — V mit dieser Eigenschaft nennen wir
auch eine Operation der Liealgebra g auf dem Vektorraum V. Wir werden
in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv) mit zyv
abkiirzen.

Ubung 1.2.4. Sei V ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht V
zu einer Darstellung von gl(V'), der Standarddarstellung von gl(V'). Im
Fall eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sie das Differential
der offensichtlichen Darstellung der Matrix-Liegruppe G = GL(V) durch
Automorphismen von V.

Beispiel 1.2.5. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation xv = 0 fiir alle
x € gund v € V macht jeden Vektorraum V' zu einer Darstellung von g. Den
Grundkorper k versehen mit der trivialen Operation nennt man die triviale
Darstellung, den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die
Nulldarstellung unserer Liealgebra.

Definition 1.2.6. Fiir eine Darstellung V einer Liealgebra g setzen wir
Vi={veV|zw=0 Vreg}
und nennen die Elemente von V¢ die g-invarianten Vektoren von V.

Definition 1.2.7. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen zwei Dar-
stellungen einer Liealgebra g heiffit ein Homomorphismus von Darstel-
lungen genau dann, wenn gilt p(zv) = xzp(v) Vv € V, x € g. Wir notieren



die Menge aller solchen Homomorphismen Mod®(V, W) oder, wenn wir den
Grundkorper explizit machen wollen,

Mod®(V, W)

Zwei Darstellungen heiflen isomorph genau dann, wenn es zwischen ihnen
einen Homomorphismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

Lemma 1.2.8. Sind V, W Darstellungen einer Liealgebra g tiber einem Korper
k, so wird der Homomorphismenraum Homy(V, W) eine Darstellung von
g durch die Vorschrift (zf)(v) = z(f(v)) — f(zv) Vo € g, v € V und
f € Homy(V, W), und mit dieser Operation von g auf dem Homomorphis-

menraum qilt
Mod}(V, W) = Homy(V, W)*

Beweis. Die erste Behauptung rechnet man stur nach, bei der Zweiten sind
beide Seiten {f € Homy(V, W) | f(zv) =z f(v) Vze€gveV}. O

Definition 1.2.9. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V' einer Lieal-
gebra g heifit eine Unterdarstellung genau dann wenn gilt zv € U Vz € g,
v € U. Wir sagen in diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine
von V' verschiedene Unterdarstellung U C V heifit eine echte Unterdar-
stellung von V.

Bemerkung 1.2.10. Gegeben eine Darstellung V' sind natiirlich ganz V' und
der Nullraum Unterdarstellungen. Ist ¢ : V' — W ein Homomorphismus
von Darstellungen, so ist das Bild einer Unterdarstellung von V' eine Un-
terdarstellung von W und das Urbild einer Unterdarstellung von W eine
Unterdarstellung von V. Insbesondere ist ker ¢ eine Unterdarstellung von V'
und im ¢ eine Unterdarstellung von V.

Definition 1.2.11. Eine Darstellung einer Liealgebra heifit einfach oder
irreduzibel genau dann, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte Un-
terdarstellung die Nulldarstellung ist.

Satz 1.2.12 (Einfache Darstellungen von s((2; k)). Sei k ein Korper der
Charakteristik Null.

1. Zu jeder positiven endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus
genau eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2; k).

2. Ist &, h, f eine Basis von sl(2;k) mit [h,&] = 2¢ und [h, f] = —2f, so
zerfillt jede einfache Darstellung L = L(m) der Dimension m+1 unter
h in eindimensionale Eigenrdume

L=L,®Lyo®...8Ls,,, ®L_,,
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zu den Eigenwerten m,m —2,...,2 —m,—m und aus L; # 0 # Lj o
folgt f: Lijyo = Lj sowie é : Lj = Ljo.

Bemerkung 1.2.13. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3
sind die triviale Darstellung k, die Standarddarstellung k£? und die “adjungier-
te Darstellung”, die wir in ?? eingefiithrt haben. In positiver Charakteristik
sind die Verhéltnisse komplizierter.

Beweis. Wir behandeln nur den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers
k und {iberlassen die Verallgemeinerung auf beliebige Grundkorper der Cha-
rakteristik Null dem Leser. Wir miissen (1) zu jeder endlichen Dimension

eine einfache Darstellung konstruieren und (2) zeigen, daf je zwei einfache
Darstellungen derselben endlichen Dimension isomorph sind. Wir beginnen

mit (2). Die Licalgebra sl(2; k) hat die Basis

01 1 0 0 0
=00y =6 %) =00)
und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h, e] = 2e,
[h, f] = —=2f, [e, f] = h. Sei nun p : sl(2; k) — gl(V) irgendeine Darstellung.
Bezeichne V), = ker(p(h) — i) den Eigenraum von p(h) zum Eigenwert p € k.
So gilt
eV, CVyp und fV,CV,

denn aus hv = pov folgt hev = ehv + [h,ejv = epv + 2ev = (u + 2)ev und
der zweite Fall folgt dhnlich aus [h, f] = —2f. Ist V endlichdimensional und
V' # 0, so gibt es sicher A € k£ mit V) # 0 aber V), o = 0. Fiir v € V), gilt
dann ev = 0 und hv = Av. Man priift per Induktion, dafl folgt

hfv = (A—2i)fv fiir alle ¢ > 0,
effo = i(A—i+1)f" o firallei > 1.

Insbesondere ist der von den ffv mit ¢ > 0 aufgespannte Teilraum eine Unter-
darstellung. Ist V zusitzlich einfach und v # 0, so miissen die fiv demnach
ganz V aufspannen. Gilt fiv # 0, so sind v, fv..., fv Eigenvektoren von
h zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und damit linear unabhéngig. Da
wir V' endlichdimensional angenommen hatten, gibt es folglich d > 1 mit
fiv = 0. Wihlen wir d kleinstmoglich, so ist v, fv, ..., f¢ v eine Basis von
V, also d = dim V. Weiter folgt aus fév = 0 auch 0 = ef% = d(A—d+1) f v
und mithin A = d — 1, da wir ja d # 0 und f9'v # 0 vorausgesetzt hat-
ten. Damit haben wir gezeigt, dafl je zwei einfache Darstellungen von sl(2; k)
derselben endlichen Dimension d isomorph sind, da namlich die Matrizen
von p(e), p(f) und p(h) in der Basis v, fv, ..., f@ v nur von d abhingen.
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Um nun (1) die Existenz einer irreduziblen Darstellung von s((2; k) in jeder
Dimension zu zeigen, brauchen wir nur zu priifen, dafl die im Eindeutigkeits-
beweis hergeleiteten Formeln in der Tat eine Darstellung liefern, d.h. daf3
fiir jedes d der Vektorraum mit der Basis vy, vy, ...,v4_1 und der Operation
gegeben durch fv; = vy bzw. fog_; = 0, ev; = i(d — i)v;_1 bzw. evy = 0
und hv; = (d — 1 — 2i)v; eine einfache Darstellung der Licalgebra sl(2; k) ist.
Diese Rechnung scheint mir jedoch unerfreulich und wenig nahrhaft. Etwas
eleganter priift man mithilfe der Produktregel fiir formale partielle Ableitun-
gen leicht, dai die Abbildung p : sl(2;k) — gl(k[X,Y]) gegeben durch die
Vorschrift

ple) = X0,

p(f) = Yo,

p(h) = X0,—-Y0,

eine Darstellung der Liealgebra sl(2; k) ist. Diese Darstellung ist nicht einfach,
die Polynome von festem Totalgrad m bilden vielmehr eine Unterdarstellung
L(m) = k[X,Y]™ der Dimension d = m + 1 mit Basis w; = Y'X™ " fiir ¢ =
0,...,m. In dieser Basis wird die Operation von sl(2; k) auf L(m) beschrieben
durch die Formeln

ecw; = ?;'ll)l',l
fwi = (m—i)win
hw; = (m —2i)w;

WO Wir w_y = w11 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach,
denn jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 # U C L(m) enthélt
notwendig einen Eigenvektor zu h, also eines der w;, und daraus folgt sofort
U = L(m). Damit haben wir nun auch in etwas iibersichtlicherer Weise zu
jeder endlichen Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Die explizi-
ten Formeln gefallen mir noch besser bei Parametrisierung der Basis nach
den Eigenwerten von h. Setzen wir genauer w; = u,,_2;, so erhalten wir fiir
L(m) eine Basis bestehend aus w,, ty,_s2, . .., u_,, und die Operation unserer
Liealgebra wird gegeben durch die Formeln

eu; = ((m—5)/2uss
Juj = ((m+7)/2)uj
hUj = jUj

Der Rest des Satzes folgt mit 1.2.15. O

Ubung 1.2.14. Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von sl(2; k) und
sind weder Null noch Eins Eigenwerte von h = diag(1, —1), in Formeln Vj =
Vi =0, so folgt bereits V = 0.

Ubung 1.2.15. Man zeige: Ist ¢, h
und [h, f] = =2f, so gilt [é, f] = ¢

, f eine Basis von s[(2; k) mit [h,e] = 2¢
h fiir einen Skalar ¢ # 0.
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Die einfachen endlichdimensionalen Darstellungen von s((2; k) in zwei
Basen. Die nach rechts weisenden Pfeile stellen jeweils die Operation von e
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Die Operation auf dem von den v; = f'v aufgespannten Teilraum, in
derselben Weise zu interpretieren wie die obenstehenden Darstellungen.
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1.3 Nilpotente und auflésbare Lie-Algebren

Satz 1.3.1 (iiber Lie-Algebren von nilpotenten Endomorphismen).

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem beliebigen Kérper
und g C gl(V') eine Unteralgebra, die aus nilpotenten Endomorphismen von
V' besteht. So gilt:

1. Ist V # 0, so gibt es in V' einen Vektor v # 0 mit gv = 0.

2. Es gibt in 'V eine Kette von Unterrdumen 0 =VoC Vi C...CVy=V
mit dimV; =1 und gV; C V1 firi=1,...,d.

3. Es gibt eine Basis von V, beziiglich derer die Matrizen von Elementen
unserer Lie-Algebra g alle echte obere Dreiecksmatrizen sind.

Beweis. 1. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Ist x € gl(V') ein nilpoten-
ter Endomorphismus von V, so ist auch ad x € End(gl(V')) nilpotent. In der
Tat ist (ad z)"(y) fiir alle y € gl(V') eine Linearkombination von Ausdriicken
der Gestalt z'yz"~". Aus 2" = 0 folgt also (ad z)?" = 0. Wir zeigen nun das
Lemma durch Induktion iiber die Dimension von g. Sei also dimg > 1 und
sei L C g eine maximale echte Unteralgebra L # g. Unter der adjungierten
Operation von L auf g ist L C g eine Unterdarstellung. Wir bilden die Quoti-
entendarstellung g/L und erhalten so einen Lie-Algebren-Homomorphismus
ad : L — End(g/L). Nach unserer Vorbemerkung besteht adL aus nilpo-
tenten Endomorphismen von g/L, es gibt also nach Induktionsannahme ein
7 € g/L, T # 0 mit (adL)(T) = 0, oder in anderen Worten x € g — L mit
[L,x] C L. Das bedeutet hinwiederum, dafl L + kx eine Unteralgebra von g
ist, die L echt umfafit. Da L als maximal angenommen war, gilt notwendig
L + kx = g. Nun betrachten wir W = {v € V | Lv = 0}, benutzen die
Induktionsannahme ein zweites Mal und folgern W # 0. Aus [L, z] C L folgt
weiter W C W, und da x nach Annahme nilpotent ist, gibt esv € W, v # 0
mit xv = 0 und damit gv = 0.

2. Sei allgemeiner p : g — gl(V) eine endlichdimensionale Darstellung einer
beliebigen Lie-Algebra durch nilpotente Endomorphismen. Wir zeigen durch
Induktion iiber die Dimension von V, daf} es eine Kette 0 =V C V; C ... C
Vi =V von Unterrdumen gibt mit dimV; =iund gV; C V,_; flri =1,...,d.
Im Fall V' = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir einen Vektor v € V, v # 0
mit p(g)v = 0. Wir setzen V; = kv und betrachten die Quotientendarstellung
V' = V/Vi und die kanonische Projektion can : V' — V/Vj. Mit Induktion
finden wir dort eine Kette 0 = Vj C V/ C ... C V;_; = V' wie gewiinscht.
Wir setzen V; = can™'(V/_ ;) und sind fertig.
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3. Das ist nur eine Formulierung von 2 in Koordinaten. [

Definition 1.3.2. Sei A eine k-Algebra mit Verkniipfung (z,y) — = - y.
Ein Untervektorraum I C A heifit ein Ideal von A genau dann, wenn gilt
A-ITCclTudl-ACI.

Bemerkung 1.3.3. Jedes Ideal ist eine Unteralgebra. Null und A sind stets
Ideale von A. Die Summe von Idealen ist ein Ideal. Der Schnitt von Idealen
ist ein Ideal. Das von einer Teilmenge T" C A erzeugte Ideal ist definiert
als das kleinste Ideal, das T enthélt, also als der Schnitt aller Ideale, die T’
enthalten. Die Ideale in einem Produkt A; x...x A,, von Algebren sind genau
die Produkte I; x ... x I,, von Idealen der Faktoren.

Bemerkung 1.3.4. Ein Ideal I C A einer assoziativen unitédren Algebra mit
I # A ist natiirlich keine Unteralgebra im Sinne der bei der Behandlung
von assoziativen unitdren Algebren iiblichen Konvention, nach der von einer
Unteralgebra zusétzlich gefordert wird, dafl sie das Einselement der grofien
Algebra enthalt.

Lemma 1.3.5. 1. Ist A eine Algebra und I C A ein Ideal, so ¢ibt es
auf dem Quotientenvektorraum A/I genau eine bilineare Verknipfung
derart, daf$ die kanonische Projektion can : A — A/I ein Homomor-
phismus von Algebren ist.

2. Der Kern eines Algebrenhomomorphismus ist stets ein Ideal.

3. Ist ¢ : A — B ein Algebrenhomomorphismus und I C A ein Ideal mit
o(I) =0, so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus ¢ : A/I —
B mit ¢ o can = .

Bewess. Standard. O

Ubung 1.3.6. Das Urbild eines Ideals unter einem Algebrenhomomorphismus
ist wieder ein Ideal. Das Bild eines Ideal unter einem surjektiven Algebren-
homomorphismus ist wieder ein Ideal.

1.3.7. Die Ideale einer Lie-Algebra g sind genau die Unterdarstellungen der
adjungierten Darstellung. Eine Lie-Algebra ist also einfach genau dann, wenn
sie nicht abelsch ist und ihre adjungierte Darstellung einfach ist.

1.3.8. Der Kern von ady ist 3(g) = {z € g | [z,y] =0 Vy € g} und heifit
das Zentrum von g. Natiirlich ist 3(g) ein Ideal von g.

Definition 1.3.9. Fiir zwei Untervektorrdume U, V einer Lie-Algebra g be-
zeichne [U, V] C g den Untervektorraum, der von allen Kommutatoren [, y]
mit z € U, y € V aufgespannt wird.
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Bemerkung 1.3.10. Diese Notation verletzt unsere allgemeinen Konventionen
??.nach denen [U,V] eigentlich die Menge aller Kommutatoren [z,y] mit
x € U, y € V bezeichnen miifite. Fiir diese Menge brauchen wir jedoch in
der Lietheorie keine eigene Notation, weshalb wir die allgemein vereinbarte
Schreibweise ([U, V])x zu [U, V] abkiirzen.

Bemerkung 1.3.11. Sind I, J Ideale einer Lie-Algebra, so ist auch [/, J] ein
Ideal, wie man nachrechnet unter Verwendung der Jacobi-Identitét. Fiir jede
Lie-Algebra g ist insbesondere [g, g] C g stets ein Ideal. Es heifit die deri-
vierte Lie-Algebra und ist das kleinste Ideal I C g derart, dafl der Quotient
g/ abelsch ist.

Definition 1.3.12. Man definiert fiir jede Lie-Algebra g induktiv zwei Folgen
von Idealen wie folgt:

1. die absteigende Zentralreihe g° =g, g' = [g,9],...,9"" = [g,¢];

2. die abgeleitete Reihe g = g,g") = [g,g],...,g""Y = [g@, g®].
Definition 1.3.13. Sei g eine Lie-Algebra.

1. g heifit nilpotent genau dann, wenn gilt g° = 0 fiir 7 > 0.

2. g heiBt auflésbar genau dann, wenn gilt g = 0 fiir i > 0.

Bemerkung 1.3.14. Natiirlich gilt g C g’, jede nilpotente Lie-Algebra ist al-
so auflosbar. Die echten oberen Dreiecksmatrizen bilden eine nilpotente Lie-
Algebra, die oberen Dreiecksmatrizen eine auflosbare Lie-Algebra. Jede Un-
teralgebra und jeder Quotient einer nilpotenten bzw. auflésbaren Lie-Algebra
ist nilpotent bzw. auflosbar. Ist genauer ¢ : g — g’ ein Homomorphismus von
Lie-Algebren, so erkennt man induktiv ¢(g°) = ((g))" und ¢(g?) = (p(g))®
fiir alle 7.

Bemerkung 1.3.15. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' ist jede
Unteralgebra g C gl(V), die aus nilpotenten Endomorphismen von V' besteht,
bereits nilpotent als Lie-Algebra, da sie sich namlich nach 1.3.1 identifizie-
ren 148t mit einer Unteralgebra der Lie-Algebra der echten oberen (d x d)-
Dreiecksmatrizen fiir d = dim V.

Bemerkung 1.3.16. Der Begriff “auflésbar” kommt her von einem analogen
Begriff fiir Gruppen, der hinwiederum seinen Ursprung in der Galoistheorie
hat, genauer in der Frage nach der Auflésbarkeit von polynomialen Gleichun-
gen durch “Ausdriicke in hoheren Wurzeln”.

Definition 1.3.17. Ein Element = einer Lie-Algebra heifit ad-nilpotent
genau dann, wenn ad x als Endomorphismus unserer Lie-Algebra nilpotent
ist.
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Satz 1.3.18 (von Engel). Fine endlichdimensionale Lie-Algebra ist nilpo-
tent genau dann, wenn jedes threr Elemente ad-nilpotent ist.

Beweis. = bleibt dem Leser iiberlassen. Wir zeigen < . Bezeichne g unsere
Lie-Algebra. 1.3.13 sagt uns schon mal, dafl ad g C gl(g) eine nilpotente Lie-
Algebra ist. Dann folgern wir 0 = (adg)’ = ad(g’) = ¢’ C ker(ad) =
3(g) = g™ =0 O

A

Ubung 1.3.19. Sei A eine assoziative Algebra. Man zeige fiir alle z,y €
und n € N die Formel (adz)"(y) = Y, (1) (=1)"‘ziya"".

)

Ubung 1.3.20. (1) Gegeben ein Homomorphismus ¢ : g — g’ von Lie-
Algebren ist g auflosbar genau dann, wenn ker ¢ und im ¢ auflésbar sind.
(2) Sind I, J zwei auflosbare Ideale in einer Lie-Algebra g, so ist auch ihre
Summe I+ J C g ein auflosbares Ideal. Man betrachte dazu zum Beispiel die
Surjektion I4+J — (I+J)/J. (3) Ist g eine endlichdimensionale Lie-Algebra,
so gibt es in g ein grofites auflosbares Ideal, das Radikal rad g von g.

Ubung 1.3.21. Man zeige, daf8 die Lie-Algebra sl(n, k) einfach ist. (Hinweis:
Besteht ein Ideal von gl(n, k) nicht nur aus Diagonalmatrizen, so umfafit es
sl(n, k). In der Tat muB es sicher ein E;; mit ¢ # j enthalten, wie man erkennt
durch Anwenden der ad(Ejy). Dann enthélt es auch [E;;, Ej;] = E; — E;; und
dann alle By, = [Ej; — Ej;, By fur k # 4, j sowie alle Ey; fiir k # 4, j. Dann
enthélt es aber in derselben Weise auch alle Ey,; fiir k # [ und alle Ey, — Ey;.)

Satz 1.3.22 (von Lie, abstrakte Form). Jede einfache endlichdimensio-
nale Darstellung einer komplexen aufiésbaren Liealgebra ist eindimensional.

Satz 1.3.23 (von Lie, konkrete Form). Sei V' ein von Null verschiedener
endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und g C gl(V') eine aufldsbare
Unteralgebra. So gibt es einen simultanen Eigenvektor v fir alle Endomor-
phismen aus g, in Formeln gibt es also ein v € V mit v # 0 und gv C Co.

Bemerkung 1.3.24. Beide Sétze gelten mit demselben Beweis iiber jedem
algebraisch abgeschlossenen Grundkorper der Charakteristik Null. In von
Null verschiedener Charakteristik sind sie jedoch im allgemeinen falsch. Zum
Beispiel ist die Lie-Algebra s[(2) in Charakteristik zwei auflosbar, ja sogar
nilpotent, und dennoch ist ihre Standarddarstellung k? einfach.

Beweis. Die beiden Sétze sind offensichtlich dquivalent. Wir zeigen hier die
konkrete Form und fithren den Beweis durch Induktion iiber dim g. Der Fall
dimg = 0 ist klar. Sei also dimg > 0. Dann gibt es in g ein Ideal I C g
der Kodimension 1: In der Tat ist g/[g, g] eine abelsche Lie-Algebra, jeder
Teilraum darin ist also ein Ideal. Aus dimg > 0 und g auflosbar folgt aber
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g # |g, g], folglich gibt es in g/[g, g] einen Teilraum der Kodimension 1 und
das Urbild in g eines solchen Teilraums ist dann unser gesuchtes Ideal I.
Nach Induktionsnahme finden wir v € V mit v # 0 und v C Cv. Man sieht
leicht, dafi die Funktion A : I — C gegeben durch zv = A(x)v linear sein
mufl. Wir betrachten den zugehorigen simultanen Eigenraum V) = {w € V' |
zw = ANz)w Va € I}, der v enthdlt und deshalb von Null verschieden ist.
Nach dem anschlieBenden allgemeinen Lemma 1.3.23 gilt gV, C V). Jetzt
wahlen wir y € g mit g = [ + Cy und jeder Eigenvektor v von y in V) muf
dann simultaner Eigenvektor fiir alle Endomorphismen aus g sein. O

Lemma 1.3.25. Sei V' eine endlichdimensionale Darstellung einer komple-
xen Lie-Algebra g und set I C g ein Ideal. So ist fir alle Linearformen
A € I* der simultane Eigenraum V) = {w € V | 2w = AN(z)w Yz € I} eine
Unterdarstellung.

Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, daf§ gilt xyw = A(z)(yw) Vz € I,
y € g, w € V). Sicher gilt stets

ryw = yrw+ [z, ylw

Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen A([z,y]) = 0 Vo € I, y € g.
Gegeben y € g und w € V) nicht null sei dazu n > 0 die grofite Zahl
derart, da8 die Vektoren w, yw, y*w, ..., y"w linear unabhingig sind. Sei W
der von w, yw, . ..,y"w aufgespannte Teilraum von V. Sicher ist W invariant
unter y. Auflerdem ist W auch invariant unter I, genauer zeigt man durch
Induktion iiber i, daf§ alle W; = span(w, yw, . ..,y"w) unter I invariant sind,
und noch genauer folgert man aus zy'w = y(zy' ' w) + [z, y]y" w fiir alle
x € I induktiv
ry'w € y'law + Wi,

Fiir alle x € I ist also die Matrix von x : W — W in der Basis der y‘w eine
obere Dreiecksmatrix mit lauter Eintragen A(x) auf der Diagonalen und hat
folglich die Spur tr(z|w) = (dim W)A(x). Wenden wir diese Erkenntnis an
auf [z,y] und bemerken, daf die Spur des Kommutators von zwei linearen
Selbstabbildungen eines endlichdimensionalen Raums W stets verschwindet,
so folgt (dim W)A([z,y]) = tr([z, y]|lw) = 0 und damit A([z,y]) = 0 fiir alle
xel. ]

Korollar 1.3.26. Sei V' eine endlichdimensionale Darstellung einer komple-
xen auflosbaren Lie-Algebra g. So gilt:
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1. Es gibt in' V' eine Kette 0 = Vo C V3 C ... C Vg =V won Unterdarstel-
lungen mit dim V; = i.

2. FEs gibt eine Basis von V, beziiglich derer die Matrizen von Elementen
aus g alle obere Dreiecksmatrizen sind.

Beweis. Man argumentiert wie fiir die Aussagen 2 und 3 von 1.3.1. O]

Korollar 1.3.27. Die derivierte Lie-Algebra einer endlichdimensionalen auf-
losbaren komplexen Lie-Algebra ist nilpotent.

Beweis. Sei g unsere auflosbare Lie-Algebra. Nach dem vorhergehenden Ko-
rollar besteht beziiglich einer geeigneten Basis von g die Unteralgebra ad g C
gl(g) aus oberen Dreiecksmatrizen, mithin besteht [adg,adg] = ad(]g, g])
aus echten oberen Dreiecksmatrizen und ist nilpotent. Da der Kern von
ad : [g,9] — gl(g) im Zentrum von [g, g] liegt, ist damit auch [g, g] selbst
nilpotent. O]

1.4 Das Auflosbarkeitskriterium von Cartan

Satz 1.4.1 (Auflosbarkeitskriterium von Cartan). Sei V' ein endlichdi-
mensionaler komplezer Vektorraum und g C gl(V') eine Unteralgebra. Genau
dann ist g ist auflosbar, wenn gilt tr(xy) =0 Vx € [g, 9],y € g.

Bemerkung 1.4.2. Ist g auflésbar, so liegt es nach 7?7 bei geeigneter Basiswahl
bereits in den oberen Dreiecksmatrizen. Das zeigt die eine Richtung. Der
Beweis der anderen Richtung braucht einige Vorbereitungen und wird erst
am Ende dieses Abschnitts vor 1.4.13 gegeben.

Lemma 1.4.3 (Jordan-Zerlegung). Sei V' ein endlichdimensionaler kom-
plexer Vektorraum und x € EndV ein Endomorphismus von V. So gibt es
genau eine Zerleqgung r = x5 + T, mit x5 diagonalisierbar, x, nilpotent und
Ty = TnTs.

Bemerkung 1.4.4. Der untere Index s bei x4 steht fiir “semisimple”, die deut-
sche Ubersetzung dafiir ist “halbeinfach”. Ein Endomorphismus a eines Vek-
torraums V' iiber einem Korper k heifit ganz allgemein halbeinfach genau
dann, wenn er iiber einem algebraischen Abschlufl von k£ diagonalisierbar ist.
In der Situation des Lemmas heiflen z¢ bzw. z,, der halbeinfache bzw. der
nilpotente Anteil von .

Beweis (Skizze). Man findet ein mogliches x5 durch die Vorschrift, dafl sein
Eigenraum zum Eigenwert A genau der Hauptraum

Hau(x; \) = U ker(x — A\)"

n>0
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von x zum Eigenwert A\ sein soll. O]

Bemerkung 1.4.5. Hier lassen sich z; und =z, sogar als Polynome in x ohne
konstanten Term ausdriicken, d.h. es gibt P,Q € TC|[T] mit x5y = P(z) und
r, = Q(x). In der Tat, falls N so groB ist, dafl gilt Hau(x; \) = ker(z — \)
fiir alle A, so erhélt man ein mogliches P aus dem chinesischen Restsatz als
simultane Losung der Kongruenzen P = A (mod (T — \)V) fiir alle Eigen-
werte A von z und fiir A = 0, und ein mogliches @ ist dann 7" — P(T'). Ich
mag jedoch die Argumentation mit diesen Polynomen nicht besonders und
ziehe den expliziten Beweis der folgenden drei Aussagen vor, die die einzigen
Konsequenzen sind, die wir im folgenden benétigen werden.

Lemma 1.4.6 (Funktorialitit der Jordan-Zerlegung). Sei gegeben ein
kommutatives Diagramm endlichdimensionaler komplexer Vektorrdume der
Gestalt

v o oow
T Ly
v o ow

Sind x = xg + x, und y = ys + yn die Jordan-Zerlegungen von x und y, so
kommutieren auch die Diagramme

v o ow v Low
T | L ys Ty | I Yn
v o Low v o ow

Beweis. Aus fox =yo f folgt f(Hau(x;\)) C Hau(y; A) fir alle A € C. O

Bemerkung 1.4.7. Stabilisiert speziell ein Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums einen vorgegebenen Teilraum, so stabilisieren nach
1.4.6 auch sein halbeinfacher und sein nilpotenter Anteil besagten Teilraum.

Lemma 1.4.8. Gegeben ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum V
und ein Endomorphismus x -V — V' haben wir stets

imx D im xg

Beweis. Das Bild von zg genau die Summe der Hauptrdume zu von Null
verschiedenen Eigenwerten und das Bild von x umfafit offensichtlich diese
Summe. Alternativ erkennt man imx O im(zY) fiir hinreichend groBes N

N N nach der binomischen Formel und

durch Entwicklung von z;' = (x — )
Ausklammern von z, und die Behauptung folgt wegen im z; = im z. O]
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Lemma 1.4.9. Ist x = x5 + z, die Jordan-Zerleqgung von v € EndV, so
ist adx = ad(xs) + ad(xy) die Jordan-Zerlegung von ad x € End(gl(V)). In
Formeln gilt also

ad(zs) = (adx)s und ad(z,) = (adx),

Beweis. In der Tat gilt [ad zs,ad z,] = ad[zs, z,] = 0, auBerdem ist adz,
nilpotent nach dem Beginn des Beweises von 1.3.1, und wir miissen nur noch
zeigen, daf} ad xs diagonalisierbar ist. Aber identifizieren wir End V' mit ei-
ner Algebra von quadratischen Matrizen vermittels einer Basis vy, ..., v, aus
Eigenvektoren von xg, sagen wir xsv; = A;v;, so werden die Standardmatri-
zen F;; mit einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte Eigenvektoren zu
ad x4, genauver gilt (ad zs)(E;;) = (A\; — \;) Ej;. Folglich ist mit x, auch ad g
diagonalisierbar. O

Bemerkung 1.4.10. Der Beweis des Auflosbarkeitskriteriums beruht auf dem
anschliefenden technischen Lemma.

Lemma 1.4.11. Sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Sei-
en gegeben zwei Teilrdume seines Endomorphismenraums EndV D B D A
und sei T'={x € EndV | (adz)(B) C A}. Erfillt ein x € T die Bedingung
tr(zz) =0 fir alle z € T, so ist x nilpotent.

Beweis. Sei x = xs+x, die Jordan-Zerlegung von z. So ist ad x = ad xs+ad =,
die Jordan-Zerlegung von ad z und aus (adz)(B) C A folgt mit 1.4.8 schon
(ad zs) B C A, als da heiflt, alle Eigenrdume von (ad xs) : B — B zu von Null
verschiedenen Eigenwerten liegen bereits in A.

Rest des Beweises tm komplexen Fall. Wahlen wir nun in V' eine Basis aus Ei-
genvektoren von g und definieren z € End V' durch die Bedingung, dafl seine
Matrix in dieser Basis komplex konjugiert ist zur Matrix von x4, so haben wir

Eig(ad z; \) = Eig(ad z4; A) fiir alle A € C und mithin auch (ad 2)(B) C A.
Aus tr(zz) = 0 folgt dann aber sofort z5 = 0. O

Bemerkung 1.4.12. Dieser Beweis des Lemmas ist zwar schnell, aber er hin-
terlaflt bei mir einen schalen Nachgeschmack, da er nicht fiir einen beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Grundkoérper k£ der Charakteristik Null funktio-
niert. Ich gebe deshalb noch eine Alternative.

Rest des Beweises im Allgemeinen. Sei vy, ..., v, eine Basis von V aus Ei-
genvektoren von x4, sagen wir xsv; = \;v; fiir geeignete \; € k. Sei F C k der
von den )\; aufgespannte Q-Untervektorraum. Es gilt zu zeigen £ = 0. Sei
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sonst f : F — Q eine nicht-verschwindende Q-lineare Abbildung. Wir be-
trachten den Endomorphismus z von V, der definiert wird durch zv; = f(\;)v;

fiir ¢ = 1,...,n. Zunéchst zeigen wir z € T. Natiirlich haben wir
(ad2)(Ey) = (f(N) = F(A)E;
= SO\ = \)Ey

fiir alle i und j, also Eig(ad z; u) = @), Eig(ad z5; A) und insbesondere
(ad z)(B) C A. Nun ist offensichtlich tr(zz) = > " | A\;f(\;). Aus der An-
nahme tr(zz) = 0 folgt mithin f(tr(zz)) = Y i, f(A\;)* = 0 und damit
f(Ai) =0 Viim Widerspruch zu unserer Annahme f # 0. O

Beweis von 7?7. Wir zeigen nun die schwierige Implikation aus dem Car-
tan’schen Auflosbarkeitskriterium. Es reicht zu zeigen, da8 [g, g] nilpotent
ist. Mit 1.3.1 reicht es sogar zu zeigen, daf alle Elemente x € [g, g] nilpotent
sind als Endomorphismen von V. Nach Lemma 1.4.11 miissen wir dazu nur
zeigen, daf gilt tr(xzz) = 0 fir alle z € End V' mit [z,g] C [g,g]. Schreiben
wir aber x = Y [¢;, d;], so ist

tr(zz) = Y _tr(le;, di)z) =Y tr(eild;, 2]) =0

nach Annahme, da ja gilt ¢; € g und [d;, 2] € [g,g] fiir alle . Hier haben
wir verwendet, dafl fiir drei Endomorphismen z, v, z eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums stets gilt tr(zyz) = tr(zzy) = tr(yzz), also tr([z,y|z) =
tr(zly, z]). O

Definition 1.4.13. Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebra iiber einem
Korper k. Die Killingform von g ist die Bilinearform x = kg : g x g — k
auf unserer Lie-Algebra, die gegeben wird durch die Vorschrift

r(z,y) = tr((ad z)(ady))

Bemerkung 1.4.14. Sicher ist £ symmetrisch, k(z,y) = k(y,x). Weiter gilt
offensichtlich x([z,y], 2) = k(z, [y, 2]) Vz,y,z € g. Letztere Eigenschaft ist
so wichtig, daf} sie einen eigenen Namen hat.

Definition 1.4.15. Eine Bilinearform b : g x g — k auf einer Lie-Algebra g
heifit invariant genau dann, wenn gilt b([z,y|, 2) = b(z, [y, 2]) Vz,y,z € g.

Bemerkung 1.4.16. Man nennt diese Eigenschaft manchmal auch die “As-
soziativitdat” von b. Sie hat jedoch nur oberflichlich mit Assoziativitdt im
iiblichen Sinne zu tun, vielmehr werden wir spéter sehen, dafl unsere Ei-
genschaft bedeutet, dafl das Element b € (g ® g)* invariant ist unter der
natiirlichen Operation der Lie-Algebra g auf diesem Raum.
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Korollar 1.4.17 (Auflésbarkeitskriterium). Fine Lie-Algebra g iber ei-
nem Korper der Charakteristik Null ist auflésbar genau dann, wenn in Bezug
auf die Killing-Form gilt g L [g, g].

Beweis. Das Cartan-Kriterium 77?7 zeigt uns, dal unsere Bedingung gleich-
bedeutend ist zur Auflésbarkeit von adg, und die kurze exakte Sequenz
Z(g) — g — ad g zeigt dann, daf sie auch gleichbedeutend ist zur Auflésbar-
keit von g. 0

Ubung 1.4.18. Die Killingform einer endlichdimensionalen nilpotenten Lie-
Algebra ist Null.
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2 Komplexe halbeinfache Lie-Algebren

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 2.1.1. Eine Lie-Algebra iiber einem Koérper der Charakteristik
Null heifit halbeinfach genau dann, wenn sie endlichdimensional ist und
kein von Null verschiedenes abelsches Ideal besitzt.

Definition 2.1.2. Eine Lie-Algebra heifit reduktiv genau dann, wenn ihre
adjungierte Darstellung in eine direkte Summe von einfachen Unterdarstel-
lungen zerfallt. In anderen Worten ist also eine Lie-Algebra reduktiv genau
dann, sie als eine Summe von irreduziblen Idealen geschrieben werden kann.

Ubung 2.1.3. Eine endlichdimensionale komplexe Lie-Algebra ist halbeinfach
genau dann, wenn sie kein von Null verschiedenes auflésbares Ideal besitzt.

Bemerkung 2.1.4. Eine endlichdimensionale Lie-Algebra ist reduktiv genau
dann, wenn jedes auflosbare Ideal bereits in ihrem Zentrum liegt. Das werden
Sie als Ubung 2.2.16 aus dem Satz von Weyl folgern.

Satz 2.1.5 (Charakterisierung halbeinfacher Lie-Algebren). Fir eine
endlichdimensionale komplexe Lie-Algebra sind gleichbedeutend:

1. Unsere Lie-Algebra ist halbeinfach.

2. Unsere Lie-Algebra ist isomorph zu einem Produkt von einfachen Lie-
Algebren.

3. Unsere Lie-Algebra ist die direkte Summe ihrer im Sinne von Lie-
Algebren einfachen Ideale.

4. Unsere Lie-Algebra hat eine nicht ausgeartete Killingform, d.h. die Kil-
lingform induziert einen Isomorphismus unserer Lie-Algebra mit ihrem
Dualraum.

Bemerkung 2.1.6. Wir schicken dem Beweis eine Erginzung zur Killingform
voraus.

Lemma 2.1.7. Die Killingform eines Ideals einer endlichdimensionalen Lie-
Algebra stimmt stets iiberein mit der Einschrinkung der Killingform der gan-
zen Lie-Algebra auf besagtes Ideal.

Bewers. Ist g unsere Liealgebra und I C g unser Ideal, so behauptet dies
Lemma die Formel
R = /fg’ I
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Sind ganz allgemein I C g Vektorrdume und ist @ : g — g eine lineare
Abbildung mit a(g) C I, so gilt tr(a) = tr(al;) fiir a|; die Einschrankung
al; : I — I von a auf I. Das Lemma ergibt sich mit a = (adz)(ady) fiir
x,y €. L]

Beweis von 2.1.5. 1 = 4. Sei g eine beliebige komplexe endlichdimensionale
Lie-Algebra. Das Radikal der Killingform x = x4 bezeichnen wir mit

radk ={r €g|r(zx,y) =0 Vyeg}

Da k invariant ist, mufl rad x C g ein Ideal sein. Nach der Definition ver-
schwindet « auf rad x. Mit 2.1.7 folgt, da die Killingform von rad s ver-
schwindet, nach 1.4.17 ist damit rad x auflésbar. Ist g halbeinfach, so folgt
rad k = 0 und die Killingform ist nicht ausgeartet.

4 = 1. Ist g nicht halbeinfach, so gibt es in g ein abelsches Ideal I # 0.
Es folgt ((adz)(ady))? = 0 fiir x € g, y € I und folglich ist ((adx)(ady))
nilpotent, also x(z,y) = tr((ad z)(ady)) = 0 fur alle x € g, y € I. Damit gilt
0 # I C rad k, und & ist entartet.

1 = 3. Sei I C g ein Ideal. So ist auch I+ = {y € g | k(y,I) = 0} ein Ideal,
da die Killingform invariant ist. Auf dem Ideal I N I+ verschwindet die Kil-
lingform, mithin ist dies Ideal auflésbar. Da g als halbeinfach angenommen
war, folgt I NI+ = 0, also erst recht [I, ] = 0, und mit Dimensionsbetrach-
tungen folgt I @ I+ = g. Jedes Ideal von I bzw. I+ ist damit ein Ideal von
g, also sind auch I und I+ halbeinfach. Mit Induktion sechen wir so, daf} sich
jede halbeinfache Lie-Algebra g schreiben 1a8t als g = I1 & ... & I, wobei die
I, einfache Ideale von g sind. Ist nun I C g ein weiteres einfaches Ideal, so
folgt I =[I,9)=1[I,L]®...®[[, 1] und damit I = [I,],] = I, fur ein v.

3 = 2 = 1 bieten keine Schwierigkeiten. m

Ubung 2.1.8. Jedes Ideal einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra ist eine
Summe von einfachen Idealen. Jeder Quotient einer komplexen halbeinfachen
Lie-Algebra ist eine halbeinfache Lie-Algebra.

Ubung 2.1.9. Jede halbeinfache Lie-Algebra g ist ihre eigene derivierte Lie-
Algebra, in Formeln g = [g, g].

Ubung 2.1.10. Jede reduktive Lie-Algebra laBt sich auf genau eine Weise
zerlegen in die direkte Summe einer halbeinfachen Lie-Algebra und einer
abelschen Lie-Algebra, ndmlich als g = [g, g| ® 3 mit 3 dem Zentrum von g.
Beispiele 2.1.11. Die Lie-Algebra g = 0 ist halbeinfach, da sie kein von Null
verschiedenes abelsches Ideal hat und auch das leere Produkt ihrer einfachen
Ideale ist. Eine von Null verschiedene abelsche Lie-Algebra ist jedoch nicht
halbeinfach, sondern nur reduktiv. Erste substanzielle Beispiele liefert 2.2.17.
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2.2 Der Satz von Weyl

Bemerkung 2.2.1. Fiir Darstellungen V, W einer Lie-Algebra g bezeichnen
wir mit Homg(V, W) den Raum aller Homomorphismen von Darstellungen
und mit Endg(V') = Homg(V, V') den Raum aller Endomorphismen der Dar-
stellung V.

Lemma 2.2.2 (Lemma von Schur). Die einzigen Endomorphismen ei-
ner einfachen endlichdimensionalen Darstellung einer komplexen Lie-Algebra
sind die Multiplikationen mit Skalaren. Ist g unsere Lie-Algebra und V' unsere
einfache Darstellung, so gilt demnach in Formeln

End,V = C idy

Beweis. Sei ¢ € End V. Da eine einfache Darstellung per definitionem nicht
Null ist, hat ¢ mindestens einen Eigenwert A. Aus ¢ € Endy V folgt zusétz-
lich, daf} der zugehorige Eigenraum V), eine Unterdarstellung von V' ist. Falls
V einfach ist, folgt weiter V, = V und damit erhalten wir dann wie gewiinscht
= Aid. O]

Bemerkung 2.2.3. Das Lemma gilt auch, wenn wir statt dimV < oo vor-
aussetzen, dal V' abzédhlbare Dimension hat. Um das zu sehen beachte man,
daB dann F = Endg V' ein Schiefkérper abzéhlbarer Dimension iiber C ist.
Der einzige derartige Schiefkorper ist aber C selber, denn gébe es ¢ € E\C,
so kénnte ¢ nicht algebraisch sein iiber C, also hétten wir eine Einbettung
C(X) — E, X — @ des Korpers der gebrochen rationalen Funktionen iiber C
nach E. Da aber C(X) iiberabzihlbare Dimension hat iiber C, die (X —\)™*
fiir A € C sind némlich linear unabhéngig iiber C, kann das nicht sein.

Bemerkung 2.2.4. Das Lemma gilt nicht, wenn wir C durch R ersetzen. Ein
Gegenbeispiel ist die einfache Darstellung von g = R im reellen Vektorraum
V =C, bei der A € g auf V operiert als die Multiplikation mit Ai. Wir haben
namlich in diesem Fall EndyV = Cid # Rid.

Definition 2.2.5. Eine Darstellung heifit halbeinfach genau dann, wenn sie
eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen ist, wenn also fiir besagte
Darstellung V' in Formeln gilt V' = @,.; V; mit V; einfach. Die Nulldarstel-
lung V' = 0 ist insbesondere halbeinfach als die “leere Summe”.

Bemerkung 2.2.6. Ganz genauso wie in 77 fiir Moduln {iber Ringen zeigt man,
da$ fiir eine Darstellung V' gleichbedeutend sind: (1) V' ist halbeinfach, (2) V'
ist eine (nicht notwendig direkte) Summe von einfachen Unterdarstellungen,
und (3) jede Unterdarstellung von V' besitzt ein Komplement. Ebenso zeigt
man auch, daf jede Unterdarstellung und jeder Quotient einer halbeinfachen
Darstellung halbeinfach sind.
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Beispiel 2.2.7. Die Darstellung C — gl(C?), 1 — (J ) der abelschen Lie-
Algebra C ist nicht halbeinfach. Ganz allgemein ist fiir einen k-Vektorraum
V und a € End(V) die Darstellung £ — gl(V'), 1 — a der abelschen Lie-
Algebra k halbeinfach genau dann, wenn a diagonalisierbar ist iiber k, wenn
also a halbeinfach ist im Sinne von 1.4.4.

Satz 2.2.8 (von Weyl). Jede endlichdimensionale Darstellung einer kom-
plexen halbeinfachen Lie-Algebra ist halbeinfach.

Bemerkung 2.2.9. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst
zu Ende dieses Abschnitts gegeben.

Bemerkung 2.2.10. Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebraund b : gxg —
k eine nichtausgeartete invariante Bilinearform. Fiir jede Darstellung V' von
g definieren wir dann eine lineare Abbildung

Co=CY:V =V

wie folgt: Wir wihlen eine Basis z1, ..., 2, von g, bezeichnen mit x!,... 2"
die beziiglich b duale Basis, charakterisiert durch b(x;, 27) = d,;, und setzen

Cy(v) = inxiv
i=1

Die Abbildung C} héngt nicht von der Wahl der Basis unserer Lie-Algebra g
ab, aber das wird im Folgenden nicht verwendet und der Beweis bleibt dem
Leser iiberlassen.

Lemma 2.2.11. Die Abbildung C, vertauscht mit der Operation von g, in
Formeln gilt also C, € Endg V.

Beweis. Das kann man in Koordinaten nachrechnen wie folgt: Entwickeln
wir fiir y € g die Kommutatoren mit Elementen unserer Basen in der Form
[zi,y] = > aijz; und [y,27] = > bja’, so folgt aus der Invarianz unserer
Bilinearform b([z;,y], 27) = b(z, [y, 2]) sofort a;; = bj; und damit

be(U) - Cb(]J’U) = Z[y7 [L‘Z]ZEZU+ Z Ly [y7 xl]v
= Y —ajrixtv+ Y bz
=0

Ein koordinatenfreier Beweis wird im néchsten Abschnitt gegeben. O]

Bemerkung 2.2.12. Fiir b = k die Killingform einer halbeinfachen Lie-Algebra
g und V eine Darstellung von g heifit C,, : V' — V der Casimir-Operator.
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Man zeige als Ubung, daB der Casimir-Operator der Lie-Algebra s[(2,C) in
einer Basis e, h, f wie in 1.1.24 gegeben wird durch den Ausdruck (ef +
fe)/4+ h*/8 = fe/2 + h(h + 2)/8. Auf der (n + 1)-dimensionalen einfa-
chen Darstellung operiert er durch den Skalar n(n + 2)/8, wie man auf den
extremen Gewichtsrdumen in 77 leicht nachrechnet.

Lemma 2.2.13. 1. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber ei-
nem Korper der Charakteristik Null und g C gl(V') eine halbeinfache
Unteralgebra, so ist (x,y) — tr(zy) eine nichtausgeartete invariante
symmetrische Bilinearform b = by auf g.

2. Fiir die zugehérige Abbildung C = C) gilt tr C = dim g.

Bewers. Sicher ist unsere Bilinarform symmetrisch und invariant, insbeson-
dere ist ihr Radikal ein Ideal. Nach dem Cartan-Kriterium ist ihr Radikal
sogar ein auflosbares Ideal in g, also Null. Teil 2 folgt sofort aus den Defini-
tionen. O

Lemma 2.2.14. Fiir jede endlichdimensionale Darstellung V' einer komple-
xen halbeinfachen Lie-Algebra g gilt V =V® @ gV.

Beweis. Durch Induktion iiber dim V. Sei ohne Beschriankung der Allgemein-
heit V' # V9. Betrachten wir den zu unserer Darstellung gehorigen Lie-
Algebren-Homomorphismus p : g — gl(V), so ist also p(g) # 0. Wir betrach-
ten nun die zur halbeinfachen Unteralgebra p(g) C gl(V') gehorige Abbildung
C :V — V wie in Lemma ??. Natiirlich zerfallt V' in eine direkte Summe von
Hauptréumen unter C, und da gilt C' € Endy V' sind alle Hauptréume von C
Unterdarstellungen. Hatte C' mehr als einen Eigenwert auf V, so kénnten wir
V' als direkte Summe von zwei Unterdarstellungen echt kleinerer Dimension
schreiben und wéren fertig mit Induktion. Wir diirfen also annehmen, da§ C'
nur einen Eigenwert hat, und da gilt tr(C') = dim p(g) # 0 nach Lemma ?7,
kann dieser Eigenwert nicht Null sein. Also gilt V = CV und V¢ = 0 und a
forteriori V =gV = Ve @ gV. m

Beweis des Satzes von Weyl 2.2.8. Es gilt zu zeigen: Jede endlichdimensio-
nale Darstellung V' einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra ist halbein-
fach. Wir kiirzen Home = Hom ab. Ist U C V eine Unterdarstellung, so
liefert die Restriktion von Abbildungen eine Surjektion von Darstellungen
Hom(V,U) - Hom(U, U). Nach Lemma 2.2.14 induziert diese Surjektion ei-
ne Surjektion auf den invarianten Vektoren Hom(V, U)® — Hom(U, U)®. Fir
jedes Urbild f € Hom(V,U)® von idy € Hom(U, U)? gilt dann V = U @ ker f.
Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis. [
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Ubung 2.2.15. Der Casimir-Operator einer halbeinfachen Lie-Algebra ope-
riert als die Identitat auf der adjungierten Darstellung.

Ubung 2.2.16. Eine endlichdimensionale Lie-Algebra ist reduktiv genau dann,
wenn jedes auflosbare Ideal bereits in ihrem Zentrum liegt.

Satz 2.2.17. 1. Besitzt eine komplexe Lie-Algebra eine treue einfache
endlichdimensionale Darstellung, so ist unsere Lie-Algebra reduktiv und
thr Zentrum héchstens eindimensional.

2. Operiert aufSerdem unsere Lie-Algebra auf besagter Darstellung nur
durch Endomorphismen der Spur Null, so ist unsere Lie-Algebra halb-
einfach.

Bemerkung 2.2.18. Folglich ist gl(n, C) reduktiv und sl(n,C) halbeinfach.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung reduktiver Lie-Algebren aus
2.2.16. Sei g unsere Lie-Algebra und I C g ein auflésbares Ideal. Nach dem
Satz von Lie gibt es v € V, v # 0 mit Iv C Cov. Natiirlich finden wir A € I*
mit Xv = A(X)v VX € I. Nach 1.3.23 ist dann V), eine Unterdarstellung
von V, und da sie nicht null ist, folgt V' = V). Das Bild eines auflosbaren
Ideals I C g unter einer einfachen Darstellung p : g — Endc¢cV in einem
endlichdimensionalen Raum V' liegt also stets in der Menge aller Vielfachen
der Einheitsmatrix. Ist unsere Darstellung auch noch treu, so folgt dim 7 < 1
und [/, g] = 0 und im Fall try p(I) = 0 sogar I = 0. O

Bemerkung 2.2.19. Wollen wir nur den zweiten Teil des Satzes zeigen, so
kénnen wir im Beweis sogar I abelsch annehmen und so ohne den Satz von
Lie auskommen.

2.3 Tensorprodukte von Darstellungen

Lemma 2.3.1. Seien V,W zwei Darstellungen einer Lie-Algebra g. Durch
die Vorschrift t(v @ w) = 2zvQ@w +vzw VY € g wirdV @ W zu einer
Darstellung von g, der sogenannten Tensorprodukt-Darstellung.

Bewets. Stures Nachrechnen. O]

Ubung 2.3.2. Sei V eine Darstellung einer Lie-Algebra g. So ist die Operation
gV — V, x®v +— xv ein Homomorphismus von Darstellungen. Weiter ist
auch der Lie-Algebren-Homomorphismus g — End; V' ein Homomorphismus
von Darstellungen, fiir die adjungierte Operation auf g und die durch ?7?
erklarte Operation auf End V.
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Ubung 2.3.3. Diejenigen Vektoren einer Darstellung einer Lie-Algebra a, die
in einem endlichdimensionalen a-stabilen Teilraum liegen, heiflen auch die
a-endlichen Vektoren von V. Man zeige: Ist V' eine Darstellung einer end-
lichdimensionalen Lie-Algebra g und a C g eine Unteralgebra, so bilden die
a-endlichen Vektoren von V' einen g-stabilen Teilraum. Statt g endlichdimen-
sional brauchen wir sogar schwécher nur annehmen, dafl g aus a-endlichen
Vektoren besteht fiir die adjungierte Darstellung.

Ubung 2.3.4. Sind U,V,W Darstellungen einer Lie-Algebra g, so sind die
kanonischen Abbildungen von Vektorrdumen

Hom(U, Hom(V,W)) = Hom(U @ V,W)
U (VeW) = (UV)eW

[somorphismen von Darstellungen. Nimmt man im ersten Isomorphismus auf
beiden Seiten die g-Invarianten, so folgen die “Adjunktionsisomorphismen”
Lin®(U, Hom(V,W)) = Lin®(U ® V,W). Aus diesen Isomorphismen folgert
man die Vertréglichkeit der Lie-Algebrenoperation mit vielen anderen kano-
nischen Abbildungen. Zum Beispiel sind fiir U, V, W, X Darstellungen einer
Lie-Algebra g die kanonischen Abbildungen “Verkniipfen von Abbildungen”
und “Tensorieren von Abbildungen”

Hom(U,V) ® Hom(V,W) — Hom(U, W)
Hom(U,V) ® Hom(W,X) — Hom(U®@ W,V ® X)

stets Homomorphismen von Darstellungen, vergleiche 77.

Koordinatenfreier Beweis zum Casimir-Operator. Wir konnen den Casimir-
Operator Cj, zu einer invarianten nicht ausgearteten Bilinearform b auf un-
serer Lie-Algebra schreiben als die Verkniipfung von Homomorphismen von
Darstellungen

V-gRgV —-gegV -V

wo die einzelnen Abbildungen wie folgt erklart sind: Die erste Abbildung wird
induziert von k — Endi(g) 2 g®g*, 1 — id — > x; ® af, falls aF,... )
die duale Basis ist zu einer Basis zy,...,xz, von g. Die zweite Abbildung
wird induziert von der inversen Abbildung zu g — g*, y — b( ,y), 2 — z.
Da unsere Bilinearform invariant ist, muf3 diese Abbildung ein Homomorphis-
mus von Darstellungen sein. Die dritte Abbildung entsteht durch zweimaliges
Anwenden der Operation g® V — V., x ® v — zv. Als Verkniipfung von Ho-
momorphismen von Darstellungen mufl dann auch C} ein Homomorphismus

von Darstellungen sein. O]
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Ubung 2.3.5. Man zeige, da8 V(m) ® V(n) und Hom(V (m),V(n)) als Dar-
stellungen von sl[(2, C) isomorph sind zu

Vim+n)@V(m+n—-2)®...0V(Im—n|)

(Hinweis: Man betrachte die Dimensionen der h-Eigenrdume.)

Ubung 2.3.6. Ist g eine Lie-Algebra und ) € g ® g ein g-invarianter Tensor,
so definiert €2 fiir beliebige Darstellungen M, N von g einen Endomorphismus
Q€ Endy(M ® N).

2.4 Jordan-Zerlegung in halbeinfachen Lie-Algebren

Bemerkung 2.4.1. In diesem Abschnitt wird die Jordan-Zerlegung in hal-
beinfachen Lie-Algebren eingefiihrt. Gilt es Verwechslungen zu vermeiden,
so nennen wir sie die “absolute Jordan-Zerlegung” im Gegensatz zur “kon-
kreten Jordan-Zerlegung” von Endomorphismen endlichdimensionaler Vek-
torrdume, wie wir sie in 1.4.3 betrachtet hatten. Im Folgenden bezeichnet
r = x5 + x, stets diese konkrete Jordan-Zerlegung von z € End V.

Satz 2.4.2. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra.

1. Jedes x € g besitzt genau eine Zerlegung x = s + n mit ad(s) diago-
nalisierbar, ad(n) nilpotent und [s,n| = 0. Diese Zerlegung nennen wir
im folgenden die absolute Jordan-Zerlegung von = in g.

2. Ist p: g — gl(V) eine endlichdimensionale Darstellung und x = s +n
die absolute Jordan-Zerlegung von x in g, so ist p(x) = p(s) + p(n)
die konkrete Jordan-Zerlegung von p(x) in End V. In Formeln gilt also

p(s) = p(x)s, p(n) = p(z)n.

3. Ist ¢ : g — ¢’ ein Homomorphismus von g in eine weitere halbeinfache
Lie-Algebra g’ und x = s+n die absolute Jordan-Zerlegung von x in g,
so ist p(x) = ¢(s) + ¢(n) die absolute Jordan-Zerlegung von ¢(x) in g'.

Bemerkung 2.4.3. Teil 2 des vorhergehenden Satzes besagt, dafl unsere bei-
den Jordan-Zerlegungen in Zweifelsfdllen {ibereinstimmen. Sobald der Satz
bewiesen ist, diirfen wir es uns also erlauben, ohne weitere Spezifizierung
einfach von der “Jordan-Zerlegung” zu reden.

Bemerkung 2.4.4. Dem eigentlichen Beweis des Satzes schicken wir zwei Lem-
mata voraus.

Lemma 2.4.5. Jedes halbeinfache Ideal einer endlichdimensionalen komple-
xen Lie-Algebra besitzt ein Vektorraumkomplement, das auch ein Ideal ist.
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Bemerkung 2.4.6. Unter einem halbeinfachen Ideal einer Lie-Algebra verste-
hen wir ein Ideal, das als Lie-Algebra halbeinfach ist.

Beweis. Sei D unsere Lie-Algebra und g C D unser halbeinfaches Ideal. Wir
betrachten beziiglich der Killing-Form « von D das orthogonale Komplement
I von g, d.h. den Kern der Abbildung D — g*,z — k(z, ). Soist I C D ein
Ideal und die Killing-Form von D verschwindet identisch auf gN /7. Da gnN [l
ein Ideal von g ist, mufl es nach 2.1.8 halbeinfach sein und mit 2.1.5 folgt
g NI = 0. Dann erhalten wir jedoch mit Dimensionsbetrachtungen sofort
D=gdl. O

Lemma 2.4.7. Sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und
g C gl(V) eine halbeinfache Unteralgebra. Ist x = xs+x, die konkrete Jordan-
Zerlegung in End V' eines Elements x € g, so gilt xg, x, € g.

Beweis. Wir betrachten in gl(V) den Teilraum D = {y € gl(V) | Es gilt
[y, 8] C g und fiir jede g-Unterdarstellung W C V haben wir yW C W sowie
tr(ylw) = 0}. Nach 1.4.9 und 1.4.7 folgt aus y € D schon ys,y, € D. Es
reicht also, D = g zu zeigen. Offensichtlich ist D eine Unteralgebra von gl(V').
Wegen g = [g, g] und da die Spur eines Kommutators stets verschwindet gilt
g C D, und wegen der ersten Bedingung an Elemente von D ist g C D
sogar ein Ideal. Nach 2.4.5 finden wir dann ein Ideal / C D mit D =g & [
und insbesondere [g, I] = 0. Also operiert y € I auf jeder g-Unterdarstellung
W C V durch einen g-Endomorphismus. Fiir W einfach ist also y|w ein
Skalar, und mit tr(y|lw) = 0 folgt y|w = 0. Da V' direkte Summe einfacher
g-Unterdarstellungen ist, folgt weiter y = 0, mithin / =0 und D = g. O]

Beweis von 2.4.2. 1. Man betrachte die konkrete Jordan-Zerlegung adz =
(ad z)s+ (ad z), von ad z in End g. Nach Lemma 2.4.7 angewandt auf ad g C
gl(g) gibt es s,n € g mit ads = (adx)s, adn = (adz),. Das liefert die
Existenz einer absoluten Jordan-Zerlegung x = s + n. Ist andererseits z =
s + n eine absolute Jordan-Zerlegung von z in g, so ist notwendig adx =
ad s + ad n die konkrete Jordan-Zerlegung von ad x in End g. Das zeigt die
Eindeutigkeit.

2. Sei p : g — gl(V) eine endlichdimensionale Darstellung. Sicher kommutiert
das Diagramm

g - plg) — gl(V)
adgz | l | adg p(2)
g — plg) — gl(V)

mit ad,g p(z) als senkrechtem Pfeil in der Mitte. Nach 1.4.6 bleibt das Dia-
gramm kommutativ, wenn wir von allen Vertikalen den halbeinfachen Anteil
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nehmen im Sinne der konkreten Jordan-Zerlegung. Ebenso bleibt es natiirlich
kommutativ, wenn wir iiberall statt x seinen halbeinfachen Anteil s im Sinne
der absoluten Jordan-Zerlegung einsetzen. Die beiden so entstehenden Dia-
gramme haben per definitionem dieselbe linke Vertikale (adgz)s = adgs und
damit auch dieselbe mittlere Vertikale. Das liefert die erste Gleichung einer
Gleichungskette

ad,(g) p(s) = (ady(g) p())s = ad,(g) (p(2)s)

deren zweite Gleichung durch Restriktion daraus folgt, dafl ja der halbein-
fache Anteil der linken Vertikale unseres Diagramms nach unseren allgemei-
nen Uberlegungen in 1.4.9 gegeben wird durch (adg p(z))s = adg(p(z)s). Da
ad,(g) : p(g) — gl(p(g)) eine Injektion ist, folgt aus unserer Gleichungskette
dann wie gewiinscht p(s) = p(z)s.

3. Sei ¢ : g — ¢ ein Homomorphismus von halbeinfachen Lie-Algebren
und sei x € g gegeben mit Jordan-Zerlegung x* = s + n. Betrachten wir
die adjungierte Darstellung ady : g' — gl(g’) von g, so folgt aus 2 ange-
wandt auf p = ady o¢ schon ady ¢(s) halbeinfach sowie ady ¢(n) nilpotent.
Die anderen Bedingungen ¢(z) = ¢(s) + ¢(n) und [¢(s), ¢(n)] = 0 fur die
Jordan-Zerlegung sind aber offensichtlich ebenfalls erfiillt. O

Definition 2.4.8. Ein Element x einer Lie-Algebra g heifit ad-halbeinfach
bzw. ad-nilpotent genau dann, wenn ad z € End g halbeinfach bzw. nilpo-
tent ist. Bei halbeinfachen Lie-Algebren nennen wir diese Elemente auch oft
kiirzer nur halbeinfach bzw. nilpotent. Bei der Jordan-Zerlegung z = s+n
nennt man s bzw. n den halbeinfachen Anteil bzw. den nilpotenten An-
teil von z.

Bemerkung 2.4.9. Wie man schon im Fall g = sl(n, C) sieht, sind “die meis-
ten” Elemente einer halbeinfachen Lie-Algebra halbeinfach. Die nilpotenten
Elemente ihrerseits bilden eine abgeschlossene Teilmenge hoher Kodimension,
den sogenannten nilpotenten Kegel. Wir werden die duferst interessante
Geometrie des nilpotenten Kegels spéter noch ausfiihrlich studieren.

2.5 Wurzelraumzerlegung

Lemma 2.5.1. Sei V' ein Vektorraum und T C EndV ein endlichdimen-
stonaler Untervektorraum seines Endomorphismenraums, der aus diagonali-
sierbaren und paarweise kommutierenden Abbildungen besteht. So besitzt V
unter T" eine “simultane Eigenraumzerlequng”



in die “simultanen Eigenrdume” Vy ={v € V | xv = A(z)v Vzr € T}.

Bemerkung 2.5.2. Das Lemma gilt offensichtlich analog, wenn wir allgemei-
ner eine lineare Abbildung 7' — End V' betrachten, deren Bild die entspre-
chenden Eigenschaften hat. Die Menge P(V) = {A € T* | V), # 0} heift
dann die Menge der Gewichte (franzosisch poids) von V und V) heiit der
Gewichtsraum zu \.

Beweis. Sei xq, ..., x, eine Basis von T. Da x( diagonalisierbar ist, zerfallt V'
in Eigenrdume unter xy. Da die z; fiir « > 1 mit o kommutieren, stabilisieren
sie dessen Eigenrdume. Eine Induktion beendet den Beweis. O]

Beispiel 2.5.3. Wir betrachten in der Lie-Algebra g = gl(n, k) die Unteral-
gebra b C g aller Diagonalmatrizen. So ist das Bild von adg : h — Endg
ein Untervektorraum von paarweise kommutierenden diagonalisierbaren En-
domorphismen von g und das Lemma liefert eine Zerlegung

g= @gA mit gy = {z € g | [h, 2] = A(h)xz Vh € b}
Aeb*

Fir h = diag(hy,...,h,) in b und E;; die Standardmatrix mit einer 1 in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte und Nullen sonst haben wir offensichtlich
[h, Eij| = (h; — hj)E;;. Erkléren wir also €; € h* als diejenige Linearform, die
einer Diagonalmatrix ihren ¢-ten Diagonaleintrag zuordnet, so ergibt sich

[h, E”] = ((81 — €j>(h>)E7,

und damit P(g) = {e; —¢; | 1 <4,7 <n}. Wir haben also go = h und unter
der Annahme char k # 2 sind die anderen Gewichtsraume die Geraden kE;;
mit  # j.

Definition 2.5.4. Eine Unteralgebra h C g einer komplexen halbeinfachen
Lie-Algebra g heifit eine Cartan’sche Unteralgebra genau dann, wenn gilt
(1) b ist abelsch und besteht nur aus halbeinfachen Elementen von g und (2)

b ist maximal beziiglich Inklusion unter allen Unteralgebren von g, die die
erste Bedingung erfiillen.

Ubung 2.5.5. In der Lie-Algebra sl(n,C) bilden die Diagonalmatrizen eine
Cartan’sche Unteralgebra.

Bemerkung 2.5.6. Im allgemeinen versteht man unter einer Cartan’schen Un-
teralgebra einer beliebigen endlichdimensionalen Lie-Algebra eine nilpotente
Unteralgebra, die ihr eigener Normalisator ist. Man kann zeigen, daf3 die
obige Definition im Fall halbeinfacher Lie-Algebren dquivalent ist, siehe [?].
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Bemerkung 2.5.7. Eine Lie-Algebra, die nur aus ad-halbeinfachen Elementen
besteht, ist stets abelsch: Sonst gébe es ndmlich x mit ad z # 0, also gébe es
y # 0und A # 0 mit (ad x)(y) = Ay, es folgte (ad y)(z) # 0 aber (ady)?(x) =
0, und dann koénnte y nicht ad-halbeinfach sein.

Definition 2.5.8 (Wurzelraumzerlegung). Sei g eine komplexe halbein-
fache Lie-Algebra und h C g eine Cartan’sche Unteralgebra. Wir benutzen
die in unserer Theorie iibliche Notation A(h) = (A, h) fiir A € b*, h € h. Nach
25.1 gilt g = Dy 01 mit gy = {z € g [ [h,2] = (A, )z Vh € h}. Wir
setzen

R =R(g,h) ={aeh”[a#0und g, # 0}

und haben also eine Zerlegung

g=100 0P .

aER

Die endliche Teilmenge R C h* heifit das Wurzelsystem (franzosisch sys-
téme de racines, englisch root system) von g beziiglich b, seine Elemente
heiflen die Wurzeln und die g, heiflen die Wurzelrdume.

Bemerkung 2.5.9. Insbesondere ist hier gy, genau der Zentralisator gy =
Zyh) ={zxeg|[h,z]=0 Yhebh}vonbh.

Beispiel 2.5.10. Ist g die Lie-Algebra sl(n,C) und h C g die Unteralgebra
aller Diagonalmatrizen mit Spur Null und bezeichnet ¢; : h — C weiter die
Linearform, die einer Diagonalmatrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet,
so haben wir R(g,h) = {e;, —¢; | i # j} und go = h und g, = CEj;
fir « = ¢; —¢; € R. Man beachte jedoch, daf§ die €4,...,¢e, nicht linear

unabhingig sind in h*, denn b besteht ja nur aus Diagonalmatrizen mit Spur
Null, also dimh =n — 1.

Satz 2.5.11 (iiber die Wurzelraumzerlegung). Sei g eine halbeinfache
kompleze Lie-Algebra, h C g eine Cartan’sche und R = R(g,h) C b* das
Wurzelsystem. Fir jede Wurzel o € R bezeichne g, C g den zugehorigen
Wurzelraum.

1. Unsere Cartan’sche ist ihr eigener Zentralisator, in Formeln go = b.

2. Alle Wurzelrdume sind eindimensional und es gibt sogar fiir jede Wur-
zel a € R einen injektiven Homomorphismus sl(2,C) — g von Lie-
Algebren mit

CE o) = 8ay COY) S goaund CE )5 [8a8-0) Ch.
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3. Das Negative einer Wurzel ist stets eine Wurzel, aber kein anderes Viel-
faches einer Wurzel ist wieder eine Wurzel. In Formeln gilt demnach

CanR={a,—a} Vae€R.
4. Fiir je zwei Wurzeln o, 8 € R mit o + 3 € R gilt [§a, 85) = Ba+p-

Bemerkung 2.5.12. Wir zeigen die verschiedenen Teile dieses Satzes der Reihe
nach, unterbrochen durch einige Lemmata. Teil 4 wird im Beweis von 2.5.16
mit erledigt.

Lemma 2.5.13. 1. Es gilt [gx, 8, C @asp VA, 1 € %
2. Fir die die Killing-Form k von g gilt k(gx,8,) =0 falls X # —p.
3. Die Einschrinkung der Killingform k auf go ist nicht ausgeartet.

Beweis. Aus [h,z] = A(h)x und [h, y] = u(h)y folgt mit der Jacobi-Identitét
[h, [z, y]] = (A(h) + p(h))[z, y]. Das zeigt Teil 1. Aus = € gy, y € g, folgt fiir
jedes v € h* nach dem ersten Teil ((ad x)(ad y))(g,) C Guiarpu- Falls A+p # 0
ist also ((adx)(ady)) nilpotent und es folgt tr((adx)(ady)) = k(x,y) = 0
und damit Teil 2. Fiir z € gq gilt schliefllich schon mal x(z,g9,) =0 VYa € R
nach Teil 2. Gilt auch noch k(z, go) = 0, so folgt k(z, g) = 0 und damit z = 0
nach 2.1.5. [

Beweis von ?7?.1. Sei x € gg und sei x = s + n seine Jordan-Zerlegung in g.
Da nach 1.4.6 auch adgs = (adgx)s und adgn = (adgx), auf h verschwin-
den, enthélt gy mit x auch die halbeinfachen und nilpotenten Anteile s und
n von x, und aufgrund der Maximalitidt von f und da die Summe zweier
kommutierender halbeinfacher Elemente auch selbst wieder halbeinfach ist,
liegt der halbeinfache Anteil s jedes Elements x aus dem Zentralisator von
h sogar schon selbst in h. Damit ist gy nilpotent, denn fiir jedes x € g ist
adx = adn : gg — go nilpotent auf gy und wir kénnen den Satz von Engel
auf die Lie-Algebra go anwenden. Mit dem Satz von Lie oder genauer seinem
Korollar 77 folgt, dafl in einer geeigneten Basis von g alle adgx fiir x € gy
durch obere Dreiecksmatrizen gegeben werden. Ist nun z € go gegeben mit
adg 2 nilpotent, so muf ady z in dieser Basis sogar eine echte obere Dreiecks-
matrix sein. Es folgt (2, go) = 0 und damit z = 0 nach Lemma 2.5.13. Also
besteht gg aus adg-halbeinfachen Elementen, und wir wissen ja bereits seit
dem Anfang des Beweises, daf§ alle adg-halbeinfachen Elemente von go in b
liegen. O

Lemma 2.5.14. Fir jede Wurzel o € R gilt dim[g,,g_o] = 1 und « ver-
schwindet nicht auf der Gerade [gq,9-o] C b.
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Beweis. Sei x € g, y € g— und h € h. So gilt

k(b [z, y]) = w(lh, 2], y) = a(h)r(z, y)

oder anders ausgedriickt [ga, g_o]" D ker a, wo das orthogonale Komplement
beziiglich der Restriktion der Killing-Form auf h zu verstehen ist. Da diese
nach 2.5.13 nicht ausgeartet ist, folgt dim[g,, g o] < 1. Andererseits ist x
nicht entartet auf g, also ist nach 2.5.13 auch « : g, X g_, — k eine nichtent-
artete Paarung, in anderen Worten gibt es fiir jedes x € g,, x # 0einy € g_,
mit k(z,y) # 0. Wahlen wir nun A € h mit a(h) # 0, so folgt aus unserer
Formel vom Beginn des Beweises x(h, [z,y]) # 0, also [z,y] # 0 und damit
[0a; 0_o] # 0. Es bleibt zu zeigen, dal o auf dieser Gerade nicht verschwin-
det. Seien dazu x € g, ¥ € g_ gegeben mit h = [z,y| # 0 aber a(h) = 0.
So wiirden x,y und h eine nilpotente, mithin eine auflésbare Unteralgebra
von g aufspannen, in einer geeigneten Basis von g wiirden nach ?7 also adg z,
adgy, und adg h alle drei durch obere Dreiecksmatrizen dargestellt, und dann
miiite ady h = adg[z, y] nilpotent sein und aus unseren Annahmen an b folg-
te h = 0 im Widerspruch zu «(h) # 0. Folglich verschwindet a nicht auf

[Gas 8-l u

Definition 2.5.15. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und h C g
eine Cartan’sche. Wir definieren fiir jede Wurzel o € R(g, ) die Kowurzel

a’ eh
durch die Bedingungen " € [g, g_o) und {(a, a¥) = 2.

Beweis von 77.263. Aus der Definition folgt sofort (—a)" = —a¥. Natiirlich
finden wir stets z € g, ¥ € g_ mit [z,y] = ¥, und dann gilt [o", x] = 2z,
[a¥,y] = —2y, da ja ganz allgemein gilt [h,z] = a(h)z fiir alle h € h und
dhnlich fiir y. Somit spannen z, ",y eine zu sl(2, C) isomorphe Unteralge-
bra g* von g auf, genauer gibt es einen Isomorphismus von Lie-Algebren
s1(2,C) = g mit

(01

00)|—>x, (00

10)—y und ((1) —01) —at.

Vermittels ady wird g eine endlichdimensionale Darstellung von g*. Nach
der Definition von o ist Ca” & €, 8o darin eine Unterdarstellung, und
diese zerfillt nach 2.2.8 und ?? in g* und ein Komplement V. Da oV auf V
durch eine invertierbare Abbildung operiert, folgt mit 1.2.12 aus V' # 0 schon
g2 # 0, also a/2 € R. Fiir alle Wurzeln o mit der Eigenschaft a/2 ¢ R
gelten also 2 und 3, und damit gelten sie notwendig fiir alle Wurzeln. [

37



Satz 2.5.16 (Eigenschaften des Wurzelsystems). Sei g eine halbeinfa-
che Lie-Algebra, h C g eine Cartan’sche Unteralgebra und R = R(g,h) C b*
das Wurzelsystem. Fiir jede Wurzel a bezeichne oY die zugehérige Kowurzel.

1. Fir alle o, € R gilt {(B,a") € Z und § — ((,a")a € R.
2. Die Menge R aller Wurzeln spannt b* auf.

Beweis. 1. Wir betrachten fiir jede Wurzel § # +a den Teilraum T =
D,cz 9p+ia von g. Er ist eine g*-Unterdarstellung von g, alle Eigenrdume
gp+ia von " sind hochstens eindimensional nach ??, und o operiert auf
9p+ia durch den Eigenwert (3,«") + 2i. Aus der Darstellungstheorie von
s[(2,C) = g* wissen wir nach 1.2.12 aber schon, dafi h = (} _9) alias o
auf einer endlichdimensionalen Darstellung nur ganzzahlige Eigenwerte ha-
ben kann und dafl mit n auch —n ein Eigenwert sein muf. Insbesondere ist
(B,a") ganzzahlig und der Eigenwert —((3,a") kommt auch vor, d.h. der
Wurzelraum gg.4, mit i = —(3, ") ist nicht Null.

FEingeschobener Beweis von 77.4. Da alle Eigenrdume von oV in T eindimen-
sional sind und alle Eigenwerte dieselbe Paritdt haben, mufl 7' sogar eine
einfache Darstellung von g* sein. Aus unserer expliziten Beschreibung die-
ser einfachen Darstellungen in 1.2.12 folgt dann [ga, gs5] = ga+s falls a, S,
a+ 3 € R und damit ?7.4.

2. Es reicht zu zeigen, daB gilt () .z kera = 0. Sei also h € b gegeben mit
a(h) =0 Va € R.Sogilt [h, g,] = 0 fiir alle « € R, und da eh gilt [h, §] =0,
ergibt sich h € 3(g) und damit A = 0, da das Zentrum einer halbeinfachen
Lie-Algebra Null ist. O

Ubung 2.5.17. Die Kowurzeln o spannen b auf. Bezeichnet o den von den
Kowurzeln iiber Q aufgespannten Teilraum von b, so gilt dimg hg = dimc b.
Bezeichnet (h*)g den von den Wurzeln tiber Q aufgespannten Teilraum von
bh*, so gilt dimg(h*)g = dimc h* und das Einschrénken identifiziert (h*)g mit
dem Dualraum (hg)* von hg, so dal wir ohne Mehrdeutigkeiten fiirchten zu
miissen schlicht g schreiben diirfen. Hinweis: 2.5.18.

Ubung 2.5.18. Seien k C K Korper. Sei V' ein K-Vektorraum, R C V ein
endliches Erzeugendensystem von V und L C V* ein endliches Erzeugenden-
system seines Dualraums. Gilt (A, @) € k fiir alle A € L und o € R, so haben
wir dimg(R)y, = dimg V' = dimy (L) fiir die Erzeugnisse von R bzw. L iiber
k und die Einschrankung identifiziert (L); mit dem Dualraum von (R)g.

Ubung 2.5.19. Bezeichne hg den von allen Kowurzeln iiber Q aufgespannten
Teilraum von §. Fiir h,t € b gilt x(h,t) € Q. Weiter ist x positiv definit
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auf hg, also k(h, h) < 0= h = 0. Analoges gilt auch, wenn wir hier Q durch
R ersetzen.
Ubung 2.5.20. Fiir Wurzeln o, 8 € R mit o # +8ist {i € Z | B +ia € R}

ein Intervall in Z.
Ubung 2.5.21. Die Lie-Algebra sp(2n; C) besteht nach 1.1.30 aus allen Block-

matrizen
A B
C D

mit A* = —D, B' = B und C* = C. Darin bilden die Diagonalmatrixen
diag(hy, ..., hn, —h1,..., —h,) eine Cartan’sche h. Bezeichnet ¢; : h — C die
Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden
die ¢; fiir 1 <17 < n eine Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={te;+¢e; |1<ij<n}

Erzeuger der Wurzelrdume sind die Matrizen mit A = =D = E;; fiir i # j
und B =C =0, mit B=E;; + Ej; und C = A = D = 0 sowie analog mit C'
statt B.
Ubung 2.5.22. Die Lie-Algebra so(2n; C) wie sie in 1.1.20 definiert wurde be-
steht aus allen Blockmatrizen derselben Gestalt wie in der vorhergehenden
Ubung mit A* = —D, B = —B und C* = —(C. Darin bilden die Diago-
nalmatrixen diag(hq,...,hy, —h1,...,—h,) eine Cartan’sche h. Bezeichnet
g; : h — C die Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zu-
ordnet, so bilden die ¢; fiir 1 < i < n eine Basis von h* und wir erhalten als
Wurzelsystem

R={te;x¢;|1<i<j<n}
Erzeuger der Wurzelrdume sind die Matrizen mit A = —D = Ej; fiir i # j
und B =C =0, mit B = EF;; — Ej; und C = A = D = 0 sowie analog mit C'
statt B.
Ubung 2.5.23. Die Lie-Algebra so(2n + 1; C) wie sie in 1.1.20 definiert wurde
besteht aus allen Blockmatrizen

a u v
w A B
s C D
mit a = 0,u! = —s, v = —w, A* = —D, Bt = —B und C*' = —C. Eine
Cartan’sche b bilden die Diagonalmatrizen diag(0, hy, ..., hn, —hq,...,—hy)

und erkldren wir Linearformen ¢; : h — C durch die Vorschrift, dafl sie einer
Matrix ihren (i 4+ 1)-ten Diagonaleintrag zuordnen, so so bilden die ¢; fiir
1 <@ < n eine Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem
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3 Spiegelungsgruppen

3.1 Endliche Spiegelungsgruppen

Bemerkung 3.1.1. Unter einem euklidischen Vektorraum verstehen wir
hier und im Folgenden stets einen endlichdimensionalen Vektorraum {iber
einem angeordneten Korper im Sinne von 7?7, der mit einem Skalarprodukt
versehen ist.

Definition 3.1.2. Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Eine orthogonale li-
neare Abbildung s : V' — V heifit eine Spiegelung oder noch priziser eine
orthogonale lineare Spiegelung genau dann, wenn ihre Fixpunktmenge
V' eine Hyperebene ist, in Formeln dim(V/V*) = 1. Wir nennen V* die Spie-
gelhyperebene oder abkiirzend auch die Spiegelebene der Spiegelung s.

Bemerkung 3.1.3. Der Eigenraum zum FEigenwert —1 einer Spiegelung ist
stets eine Gerade, in Formeln dim V™® = 1, und zwar die Gerade aller auf
der Spiegelebene V* senkrechten Vektoren. Ist o € V™% ein Erzeuger dieser
Gerade und notieren wir das Skalarprodukt auf V als (v,w), so wird die
Spiegelung s gegeben durch die Vorschrift

2(1},04)&
(o, )

s(v)=v—

In der Tat definiert diese Formel eine lineare Abbildung, die die auf a senk-
rechte Hyperebene at punktweise festhilt und die o auf —a abbildet.

Definition 3.1.4. Eine endliche euklidische Spiegelungsgruppe ist ei-
ne endliche Gruppe von orthogonalen Automorphismen eines euklidischen
Vektorraums, die von Spiegelungen erzeugt wird.

Beispiel 3.1.5. Wir betrachten in der reellen euklidischen Ebene r Geraden
durch den Ursprung derart, dafl “je zwei benachbarte Geraden denselben
Winkel 7/r einschlieBen”. Diese r Geraden sind die Spiegelebenen einer end-
lichen orthogonalen Spiegelungsgruppe, der sogenannten Diedergruppe D,.
Sie besteht aus den r Spiegelungen an unseren r Geraden sowie den r Dre-
hungen um die Winkel 27v/r fir v =0,1,...,r — 1.

Beispiel 3.1.6. Wir betrachten im R” fiir 1 < ¢ < 57 < n die Hyperebenen
H;,; = {(z1,...,2,) | ; = x;}. Die orthogonale Spiegelung s an der Hy-
perebene H;; kann auch beschrieben werden als die Vertauschung der i-ten
und der j-ten Koordinate, s(...,z;,...,z;,...) = (..., z;,...,2,...), denn
besagte Vertauschung ist orthogonal und H; ; ist die Menge ihrer Fixpunkte.
Diese Spiegelungen erzeugen eine endliche Spiegelungsgruppe, die in offen-
sichtlicher Weise isomorph ist zur symmetrischen Gruppe S,,.
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Beispiel 3.1.7. Die orthogonalen Spiegelungen an denjenigen Ebenen des R?,
die senkrecht stehen auf den Kantenmitten der Kanten eines im Ursprung
zentrierten Tetraeders, erzeugen eine endliche Spiegelungsgruppe, die iso-
morph ist zur Gruppe aller 24 Permutationen der vier Ecken unseres Tetra-
eders.

Beispiel 3.1.8. Die orthogonalen Spiegelungen an den Koordinatenebenen
des R™ erzeugen eine endliche Spiegelungsgruppe mit 2" Elementen.

Definition 3.1.9. Eine Teilmenge eines Vektorraums iiber einem angeordne-
ten Korper heifit konvex genau dann, wenn sie mit je zwei Punkten auch das
ganze dazwischenliegende Geradensegment enthélt. Ist V' unser Vektorraum
und notieren wir fiir Punkte z,y € V das dazwischenliegende Geradenseg-
ment mit [z,y] = {tx + (1 —t)y | 0 < ¢ < 1}, so ist also in Formeln A C V
konvex genau dann, wenn gilt x,y € A = [z,y] C A.

Definition 3.1.10. Sei V ein euklidischer Vektorraum und W C GL(V') eine
endliche orthogonale Spiegelungsgruppe. Die maximalen konvexen Teilmen-
gen im Komplement der Vereinigung aller Spiegelebenen

v— |y v
seW ist
Spiegelung

heiflen die Weylkammern oder Alkoven unserer Spiegelungsgruppe.

Bemerkung 3.1.11. Im Fall £ = R konnen wir die Alkoven auch als die Zu-
sammenhangskomponenten von besagtem Komplement beschreiben, wenn
wir V' mit seiner iiblichen Topologie versehen.

Bemerkung 3.1.12. Wir wollen als néchstes zeigen, dafl jede endliche Spie-
gelungsgruppe frei und transitiv auf der Menge ihrer Alkoven operiert. Die
Transitivitéit ist schnell bewiesen: Nehmen wir der Einfachkeit halber R als
Grundkorper, so finden wir fiir beliebige Vektoren v, w € V ein x € W derart,
daB der Abstand ||v —zw|| kleinstmoglich wird. Dann kénnen v und xw durch
keine Spiegelebene mehr getrennt werden, da ja sonst aus elementargeome-
trischen Griinden v und szw noch ndher aneinander wéren, fiir s die Spie-
gelung an besagter Spiegelebene. Also liegen v und zw fiir jede Spiegelebene
in demselben abgeschlossenen Halbraum und damit im Abschlufl desselben
Alkoven. Die Freiheit der Operation scheint mir weniger offensichtlich. Um
beim Beweis inhaltsreichere Bilder malen zu kénnen, werden wir sie gleich
in der etwas allgemeineren Situation affiner Spiegelungsgruppen zeigen. Wir
fithren diesen Begriff im iiberndchsten Abschnitt ein. Zunédchst miissen wir
jedoch geometrische Vorbereitungen treffen.
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3.2 Alkovengeometrie

Definition 3.2.1. Sei E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Koérper.
Gegeben x,y € F setzen wir

[z,y] = {z+tly—2)|0<t <1}
[z,y) = {e+tly—2)|0<t <1}
(,y] = {z+tly—2z)|0<t <1}
(,y) = {z+tly—2)|0<t <1}

Mengen dieser Gestalt mit x # y nennen wir abgeschlossene bzw. halb-
offene bzw. offene Geradensegmente.

Definition 3.2.2. Ein affiner Teilraum eines affinen Raums heifit eine Hy-
perebene genau dann, wenn sein Richtungsraum die Kodimension Eins hat
im Richtungsraum unseres urspriinglichen affinen Raums.

Definition 3.2.3. Ein System von Hyperebenen in einem affinen Raum iiber
einem angeordneten Korper heifit lokal endlich genau dann, wenn jedes Ge-
radensegment in unserem Raum hochstens endlich viele Hyperebenen unseres
Systems trifft.

Lemma 3.2.4. Ein affiner Raum tber einem angeordneten Korper kann
nicht durch ein lokal endliches System von Hyperebenen tiberdeckt werden.

Beweis. Jeder Punkt x unseres affinen Raums liegt auf hochstens endlich
vielen unserer Hyperebenen. Wenn wir nun mithilfe von ?? einen weiteren
Punkt y auflerhalb dieser endlich vielen Hyperebenen wihlen, so ist das Seg-
ment [z,y] in keiner unserer Hyperebenen enthalten. Da es unendlich viele
Punkte hat, aber nur endlich viele unserer Hyperebenen trifft und zwar in
jeweils nur einem Punkt, gibt es auf [z, y] notwendig Punkte, die in keiner
unserer Hyperebenen enthalten sind. O

Definition 3.2.5. Sei E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Kérper.
Eine Teilmenge unseres affinen Raums heifit konvex genau dann, wenn sie
mit je zwei Punkten auch das ganze dazwischenliegende Geradensegment
enthélt. Fiir jede Hyperebene H C E gibt es in £ — H genau zwei maximale
konvexe Teilmengen, die wir die Halbrdume zu H oder die H-Halbriaume
nennen. Ist A C FE eine nichtleere konvexe Teilmenge und gilt AN H = (),
so liegt A in genau einem Halbraum zu H. Diesen Halbraum bezeichnen
wir mit A und nennen ihn den H-Halbraum von A. Seine Vereinigung
mit der Hyperebene selbst notieren wir H} = H U H und nennen sie den
abgeschlossenen H-Halbraum von A.
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Definition 3.2.6. Fiir jede Hyperebene in einem affinen Raum iiber einem
angeordneten Korper betrachten wir die dreiteilige Partition unseres Raums
in die zwei Halbrdume und die Hyperebene selbst und nennen sie die zu-
gehorige “Hyperebenenpartition”. Gegeben ein lokal endliches System von
Hyperebenen betrachten wir die kleinste Partition unseres affinen Raums,
die grofler ist als diese Hyperebenenpartition fiir jede der Hyperebenen un-
seres Systems. Die Stiicke der so erkldarten Partition heiflen die Facetten
zu unserem lokal endlichen System von Hyperebenen. Als Schnitte konvexer
Teilmengen sind sie offensichtlich konvex und per definitionem sind sie nie
leer.

Definition 3.2.7. Ist £ ein affiner Raum iiber einem angeordneten Kérper,
so nennen wir ganz allgemein eine Teilmenge A C FE eine Facette genau
dann, wenn es ein lokal endliches System von Hyperebenen gibt, zu dem
unser A eine Facette ist. Wir sagen dann auch, dafl besagtes System von Hy-
perebenen “unsere Facette beschreibt”. Ein und dieselbe Facette kann durch
sehr verschiedene lokal endliche Systeme von Hyperebenen beschrieben wer-
den. Ist F ein affiner Raum und A C E eine Facette, so definieren wir ihren
Abschlu A als die Menge aller Punkte € E derart, daf fiir mindestens
einen Punkt y € A die Menge (x,y] ganz in A enthalten ist.

Beispiel 3.2.8. Wegen (x,z] = {z} liegt jede Facette in ihrem AbschluB. In
einem eindimensionalen affinen Raum {iber einem angeordneten Korper sind
die Facetten genau die Punkte, die offenen Geradensegmente, die offenen
Halbgeraden und der ganze Raum. In einem endlichdimensionalen affinen
Raum {iber einem angeordneten Korper ist jeder nichtleere affine Teilraum
und insbesondere jede einelementige Teilmenge eine Facette. Im allgemeinen
ist jeder Halbraum eine Facette und sein Abschlufl im Sinne von 3.2.5 fallt
mit seinem Abschluf} als Facette zusammen.

Lemma 3.2.9. Umfafst eine Facette ein abgeschlossenes Geradensegment,
so umfaft sie auch ein offenes Geradensegment, das seinerseits dieses abge-
schlossene Geradensegment umfaft.

Beweis. Das folgt direkt aus den Definitionen. n

Lemma 3.2.10. st eine Facette in einem abgeschlossenen Halbraum zu ei-
ner Hyperebene enthalten, so liegt sie entweder bereits im entsprechenden
offenen Halbraum oder aber in der fraglichen Hyperebene.

Bewers. Das folgt direkt aus dem vorhergehenden Lemma. O
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Bemerkung 3.2.11. Ist A C FE eine Facette und H ein lokal endliches System
von Hyperebenen, das sie beschreibt, so haben wir

A= () Hn () H}
AcH A¢H

wobei bei beiden Schnitten jeweils nur die Hyperebenen H € H in Betracht
gezogen werden. Der Abschlufl unserer Facette wird dann gegeben durch

A= (VHn () Hi
ACH ANH=0

Insbesondere haben wir fiir jeden Punkt y € A offensichtlich A = {x |
[y, ) C A}. Haben wir £ = R und ist unser affiner Raum endlichdimensional
und versehen wir ihn mit seiner natiirlichen Topologie, so stimmt der oben
definierte AbschluBl einer Facette iiberein mit ihrem Abschlufl im Sinne der
Topologie.

Ubung 3.2.12. Ist der Schnitt zweier Facetten nicht leer, so ist er wieder eine
Facette, deren Abschluf} als der Schnitt der Abschliisse der urspriinglichen
Facetten beschrieben werden kann.

Bemerkung 3.2.13. Wird eine Facette A beschrieben durch ein lokal endliches
System von Hyperebenen H, so beschreibt dieses System auch alle maximalen
Facetten in ihrem Abschluf}, die sogenannten Randfacetten von A, und
diese sind genau alle nichtleeren Schnitte B der Gestalt

B= () Hn()Hn () H}

ACHEH HEeR HER

fir beliebige Teilmengen R C {H € H | A ¢ H}. Auf der Menge F(A) aller

Randfacetten von A erhalten wir eine partielle Ordnung durch die Vorschrift
B<C & BcC

und fiir jede Facette C' € F(A) haben wir F(C) C F(A) Weiter ist der
Abschluf} einer Facette stets die disjunkte Vereinigung iiber alle maximalen
in besagtem Abschlufl enthaltenen Facetten, in Formeln

A= ]_[ B.
BeF(A)

Ist E unser affiner Raum und A C F eine Facette, so gehoren zwei verschie-
dene Punkte aus ihrem Abschluf =,y € A zu derselben maximalen Facette
B C A genau dann, wenn es ein offenes ganz in A enthaltenes Geradenseg-
ment gibt, das unsere beiden Punkte enthélt.
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Bemerkung 3.2.14. Facetten sind als Schnitte von Halbrdumen und Hyper-
ebenen insbesondere stets konvex. Der von einer Facette erzeugte affine Teil-
raum heifit der Trager unserer Facette. Er kann auch beschrieben werden
als der Schnitt aller derjenigen Hyperebenen eines beschreibenden lokal end-
lichen Systems, die die fragliche Facette enthalten. Eine Facette, deren Tréger
der ganze Raum ist, heifit ein Alkoven oder auch eine Kammer.

Ubung 3.2.15. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen in ei-
nem affinen Raum iiber einem angeordneten Korper sind die zugehorigen
Alkoven genau die maximalen konvexen Teilmengen des Komplements der
Vereinigung aller Hyperebenen unseres Systems, und jede nichtleere konvexe
Teilmenge von E — ey H liegt in genau einem Alkoven.

Lemma 3.2.16. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen H
in einem affinen Raum E tber einem angeordneten Korper iiberdecken die
Abschliisse der zugehorigen Alkoven ganz E. Bezeichnet A diese Menge von
Alkoven, so gilt also in Formeln

E=[]JA

AeA

Beweis. Fiir p € F finden wir nach Lemma 3.2.4 eine affine Gerade durch p,
die in keiner unserer Hyperebenen H € H enthalten ist. Dann gibt es auch
einen Punkt ¢ auf unserer Gerade derart, dafl das halboffene Geradensegment
(p, q] keine unserer Hyperebenen H € H trifft. Damit liegt aber notwendig
der Punkt p im Abschlul des Alkoven von q. m

Definition 3.2.17. Gegeben ein Alkoven heiflt eine Hyperebene eine Wand
des Alkoven genau dann, wenn sie der Trager einer Randfacette unseres Al-
koven ist. Insbesondere gehort eine Wand eines Alkoven also zu jedem lokal
endlichen System von Hyperebenen, das besagten Alkoven beschreibt. Die
Menge der Winde eines Alkoven A notieren wir H 4.

Ubung 3.2.18. Eine Hyperebene ist eine Wand eines vorgegebenen Alkoven
genau dann, wenn es einen Punkt aus dem Abschlufl unseres Alkoven gibt
derart, dafl unsere Hyperebene die einzige Hyperebene durch besagten Punkt
ist, die den Alkoven nicht trifft.

Lemma 3.2.19. Ist ‘H ein lokal endliches System von Hyperebenen in einem
affinen Raum tber einem angeordneten Korper, so ist jede Hyperebene H €
H Wand mindestens eines der durch dieses System definierten Alkoven, in
Formeln

H=|JHa
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Beweis. Fir H € 'H finden wir nach 3.2.4 einen Punkt ¢ € H, der auf keiner
anderen Hyperebene aus ‘H liegt. Er liegt nach 3.2.16 im Abschlufl eines
Alkoven, und unsere Hyperebene ist dann eine Wand dieses Alkoven. O

Satz 3.2.20 (Begrenzung eines Alkoven durch seine Winde). Je-
der Alkoven ist der Schnitt iber alle ihn umfassenden Halbrdiume zu seinen
Winden. In Formeln gilt fir jeden Alkoven A also

A= () Hi

HeH 4

Beweis. Es gilt zu zeigen, dafi jedes Segment [z,y] mit x € A und y ¢
A mindestens eine Wand von A trifft. Per definitionem gibt es ein lokal
endliches System H von Hyperebenen, das den Alkoven A beschreibt. Lassen
wir aus diesem System eine Hyperebene weg, die keine Wand von A ist, so
erhalten wir nach 3.2.18 wieder ein lokal endliches System von Hyperebenen,
das den Alkoven A beschreibt. Trifft unser Segment also keine Wand von
A, so konnen wir die endlich vielen Hyperebenen aus H, die es trifft, aus H
herausnehmen und erhalten nach unserer Voriiberlegung wieder ein System
von Hyperebenen, das den Alkoven A beschreibt. Daraus folgt jedoch y € A
im Widerspruch zu unserer Annahme. O

Bemerkung 3.2.21. Sei A ein Alkoven zu einem lokal endlichen System von
Hyperebenen H. Wihlt man fiir jede Hyperebene H € ‘H eine affine Glei-
chung ay : E — k mit ag|a > 0, so sind die Wénde von A genau diejenigen
H € H, fiir die sich ag nicht als positive Linearkombination gewisser o, mit
L # H schreiben lat: Da8 fiir jede Wand H von A die Gleichung ay diese
Bedingung erfiillt, ist eh klar; Dafl nur Wénde unsere Bedingung erfiillen, ist
vielleicht weniger klar, ergibt sich jedoch als eine Konsequenz des Hauptsat-
zes {iber lineare Ungleichungen 6.4.2.

3.3 Affine Spiegelungsgruppen

Definition 3.3.1. Ein affiner euklidischer Raum ist ein endlichdimen-
sionaler affiner Raum iiber einem angeordneten Korper, dessen Raum von
Richtungsvektoren mit einem Skalarprodukt versehen ist. Eine affine Abbil-
dung zwischen affinen euklidischen Rdumen heifit orthogonal genau dann,
wenn ihr linearer Anteil orthogonal ist. Eine Spiegelung oder préziser eine
affine orthogonale Spiegelung auf einem affinen euklidischen Raum ist
eine orthogonale Abbildung, deren Fixpunktmenge eine Hyperebene ist.

Bemerkung 3.3.2. Fiir jede affine Hyperebene H in einem affinen euklidischen
Raum FE gibt es genau eine Spiegelung s = sy : £ — E mit Fixpunktmenge

E$ = H. Ist w: E — E orthogonal, so haben wir s,z = wsgw™!.
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Definition 3.3.3. Eine Gruppe von affinen orthogonalen Selbstabbildun-
gen eines affinen euklidischen Raums heifit eine affine euklidische Spiege-
lungsgruppe oder auch kurz eine affine Spiegelungsgruppe genau dann,
wenn sie von Spiegelungen erzeugt wird und die Menge aller Spiegelebenen
zu Spiegelungen unserer Gruppe lokal endlich ist.

Bemerkung 3.3.4. Wenn wir von einer affinen Spiegelungsgruppe (W, E) re-
den, so ist mit E der zugrundeliegende affine euklidische Raum gemeint und
mit W die Gruppe selber.

Beispiel 3.3.5. Wir betrachten die Menge H aller derjenigen Geraden in R2,
die parallel sind zu einer der Koordinatenachsen und durch einen Punkt
mit ganzzahligen Koordinaten gehen. Offensichtlich ist H die Menge aller
Spiegelebenen einer affinen Spiegelungsgruppe und die Alkoven sind gerade
die “Felder dieses Rechenpapiers”. Allgemeiner kénnen wir natiirlich auch die
Menge ‘H aller derjenigen Hyperebenen in R™ betrachten, die parallel sind zu
einer der Koordinaten-Hyperebenen und die einen Punkt mit ganzzahligen
Koordinaten enthalten. Im Fall n = 1 sind die Alkoven die offenen Segmente
(i, 4 1), im Fall n = 3 haben sie die Gestalt von Wiirfeln.

Ubung 3.3.6. Eine endliche Gruppe von Bewegungen eines affinen Raums
iiber einem Korper der Charakteristik Null hat stets einen Fixpunkt, genauer
ist der Schwerpunkt jeder Bahn ein Fixpunkt.

Satz 3.3.7 (Geometrie affiner Spiegelungsgruppen). Sei H ein lokal
endliches System von Hyperebenen eines affinen euklidischen Raums, das un-
ter den Spiegelungen an allen seinen Hyperebenen in sich selber iberfiihrt
wird. So gilt:

1. Unser System H st das System aller Spiegelebenen einer affinen Spie-
gelungsgruppe.

2. Fir jeden festen Alkoven erzeugen die Spiegelungen an seinen Winden
bereits die gesamte Spiegelungsgruppe.

3. Ist A ein fester Alkoven und w = sy ... s, eine kiirzestmdégliche Darstel-
lung eines Elements w unserer Spiegelungsgruppe als Produkt von Spie-
gelungen s; an den Winden von A, so ist die Linge r dieser Darstellung
genau die Zahl der Spiegelebenen H € H, die wA von A trennen.

4. Unsere Spiegelungsgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge ih-
rer Alkoven.
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Beweis. Bezeichne A die Menge aller Alkoven zu H und W die von den Spie-
gelungen an den Hyperebenen aus H erzeugte Gruppe von affinen Selbstab-
bildungen von E. Wir wihlen einen festen Alkoven A € A und bezeichnen
mit

W/:<8H’H€HA>
die von den Spiegelungen an seinen Wénden erzeugte Untergruppe W’ C W.
Wir zeigen als erstes, dafl W' transitiv auf A operiert. Dazu benutzen wir

Lemma 3.3.8. Sei A € A ein Alkoven und H eine Wand von A. So ist H
die einzige Hyperebene, die A von sy A trennt.

Beweis des Lemmas. Ist H eine Wand von A, so gibt es nach 3.2.18 einen
Punkt p € AN H, der auf keiner anderen Hyperebene liegt, die A vermeidet.
Eine Hyperebene, die die zwei Facetten trennt, muf jedoch offensichtlich den
Schnitt ihrer Abschliisse umfassen. Jede Hyperebene, die A von sy A trennt,
muf} also p enthalten und A vermeiden und féllt folglich mit H zusammen.

O

Sei nun C' € A ein Alkoven. Wir wihlen w € W’ derart, dafi die Zahl der
Hyperebenen H € H, die A von wC' trennen, so klein wie moglich wird. Gélte
nicht A = wC| so gébe es nach 3.2.20 eine Wand H € H 4 von A, die A von
C trennt. Dann wiirden aber sgA und wC und ebenso A und sywC von
noch weniger Hyperebenen aus H getrennt als A und wC, im Widerspruch
zur Wahl von w. Es gilt also A = wC und W’ operiert transitiv auf A.
Nach dieser Vorbemerkung zeigen wir die Behauptungen des Satzes in der
Reihenfolge 2-3-4-1.

2. Jede Hyperebene H € ‘H ist nach 3.2.19 Wand eines geeigneten Alkoven
C € A, in Formeln H € H¢. Nach dem Vorhergehenden finden wir w € W’
mit wC = A. Offensichtlich gilt weiter wHo = H 4 und wir folgern sy =
wls,gw € W und damit W = W".

3. Sei w = s7...s, eine kiirzestmogliche Darstellung eines Elements w €
W als Produkt von Spiegelungen an Winden Hy,..., H, von A. Fiir zwei
Alkoven A, C € A bezeichne d(A,C) die Zahl der Hyperebenen aus H, die
A und C trennen. Es gilt zu zeigen r = d(A, wA). Wir betrachten dazu die
Folge von Alkoven

A, 514, 81894, ... wA

Zwei aufeinanderfolgende Alkoven s;...s;,_1A und s;...s;A unserer Folge
werden nach 3.3.8 nur durch die Hyperebene s; ...s; 1 H; getrennt. Es folgt
schon r > d(A,wA). Wire r > d(A,wA), so miiite unsere Folge von Alko-

ven eine Hyperebene H € ‘H zweimal kreuzen, wir hétten also sy ...s;_1H; =
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51...8j—1H; mit r > j > 1 > 1. Daraus folgte aber H; = s;...s;_1H;, mithin
8= 8;...5j_18j8j_1...5; oder s;;1...5j_1 = 8;...s; und unsere Darstellung
wiére nicht kiirzestmoglich.

4. Wir haben bereits gezeigt, dafl W transitiv auf A operiert. Nach 3 folgt
aber aus wA = A schon w = id, also operiert W auch frei.

1. Fiir eine Spiegelung aus W, deren Spiegelebene nicht zu ‘H gehorte, konn-
te die Spiegelebene nach 3.2.4 nicht enthalten sein in der Vereinigung der
Hyperebenen aus ‘H und miisste deshalb einen Alkoven aus A treffen. Dann
miisste unsere Spiegelung diesen Alkoven auf sich selbst abbilden. Nach 4 ist
aber die Identitdt das einzige Element von W, das einen Alkoven festhélt.
Also besteht ‘H bereits aus allen Spiegelebenen zu Spiegelungen von W. [

Korollar 3.3.9. Erzeugt eine Menge von affinen Spiegelungen eine affine
Spiegelungsgruppe, so ist jede Spiegelung dieser Spiegelungsgruppe konjugiert
zu einer Spiegelung aus besagter Menge.

Beweis. Sei S unsere Menge von Spiegelungen, W die davon erzeugte affine
Spiegelungsgruppe, und S die Menge aller Spiegelebenen zu Spiegelungen aus
S. Die zu Elementen aus S konjugierten Spiegelungen sind per definitionem
genau die Spiegelungen ¢ = wsw ™' mit s € S und w € W alias die Spiege-
lungen an den Hyperebenen aus H' = WS, da ja gilt wsgw™! = s,z nach
3.3.2. Nach 3.3.7 ist aber H' selbst bereits die Menge der Spiegelebenen einer
affinen Spiegelungsgruppe W/ C W, und aus S C W’ folgt dann W/ = W
und damit das Korollar. O

Definition 3.3.10. Sei W eine affine Spiegelungsgruppe, A ein fester Al-
koven und S C W die Menge aller Spiegelungen an Wéanden von A. Eine
kiirzestmogliche Darstellung von w € W als Produkt von Elementen von S
nennt man eine (in Bezug auf S) reduzierte Darstellung von w, und die
Lénge einer reduzierten Darstellung heifit die Lange [(w) = lg(w) = la(w)
von w.

Bemerkung 3.3.11. In diesen Notationen haben wir in 3.3.7 also unter an-
derem gezeigt, daf gilt [4(w) = d(A,wA). Weiter haben wir beim Beweis
von 3.3.7 gezeigt, dal gegeben sq,...,s, € S Spiegelungen an Winden H;
von A mit Produkt w = s;...s,. und L eine Spiegelebene von W, die A
und wA trennt, es notwendig ein ¢ gibt mit L = sy...s;_; H; und folglich
SLS1...S8 = S1...8;...5.. Ist unsere Darstellung von w reduziert, in For-
meln 7 = [(w), so sind immer nach dem Beweis von 3.3.7 die s;...s;1 H;
sogar genau die r Spiegelebenen, die A und wA trennen.
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Proposition 3.3.12. Seien A, B Alkoven und L eine Spiegelebene einer af-
finen Spiegelungsgruppe. Genau dann trennt L unsere beiden Alkoven, wenn
A und sp B durch weniger Spiegelebenen getrennt werden als A und B. In
Formeln gilt also

(L trennt A und B) < d(A,s.B) <d(A,B)

Beweis. Es reicht = zu zeigen, die andere Implikation folgt dann durch An-
wenden der einen Implikation auf s; B statt auf B. Wir finden Spiegelungen
S1,...,8- an Wéanden von A mit r = d(A, B) und B = s; ... s, A. Da L unsere
beiden Alkoven trennt, gibt es nach der vorhergehenden Bemerkung 3.3.11
einen Index ¢ mit sps;...s, = s1...5;...5,. Damit folgt wie gewiinscht

d(A,spB) <. O

Satz 3.3.13 (Austauschlemma). Seien W eine affine Spiegelungsgruppe,
A ein Alkoven, S die Menge der Spiegelungen an Winden von A und | =14
die zugehdrige Linge. Seien weiter sq,...,s, € S. Ist t eine Spiegelung aus
W mit l(tsy...s,) <l(s1...8.), so gibt es einen Index i € [1,r] fir den gilt

t51...8...8 =81...5;...5,

Bemerkung 3.3.14. Die letzte Gleichung kann umgeschrieben werden zur
Gleichung sy...s8;...5. = ts;...5;...s,. Wir konnen also in Worten die
einfache Spiegelung s; in der Mitte austauschen gegen die Spiegelung ¢ ganz
vorne ohne das Produkt zu &ndern, wenn (und im Fall einer reduzierten Dar-
stellung genau dann, wenn) die Multiplikation mit ¢ die Lange verkleinert.

Beweis. Seit = sy und B = $185...5,A. Aus der Annahme folgt mit 3.3.12,
da die Spiegelebene L die Alkoven A und s;...s,.A trennt. Daraus folgt
dann mit 3.3.11 sofort ¢sy...8, = 81...5;...85,. O

Ubung 3.3.15. Sei W eine endliche Spiegelungsgruppe, A ein fester Alkoven
und [ = l4 die zugehorige Lange. So gibt es in W genau ein Element w4
maximaler Linge, und diese Lénge ist die Zahl der Spiegelungen in W.

Ubung 3.3.16. Jede nichtreduzierte Darstellung eines Elements kann durch
Streichen von Faktoren zu einer reduzierten Darstellung desselben Elements
gemacht werden.

3.4 Fundamentalbereiche

Definition 3.4.1. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X undist Y C X
eine Teilmenge, die die Bahn Gp jedes Punktes p € X in genau einem Punkt
trifft, so heifit ¥ ein (mengentheoretischer) Fundamentalbereich fir die
Operation von G auf X.
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Satz 3.4.2 (Alkovenabschliisse als Fundamentalbereiche). Fiir die na-
tirliche Operation einer affinen Spiegelungsgruppe auf ithrem affinen Raum
ist der Abschluf eines jeden Alkoven ein Fundamentalbereich.

Beweis. Seien fiir den Rest dieses Abschnitts E ein affiner euklidischer Raum
iiber einem angeordneten Korper, W C Aut E eine affine Spiegelungsgruppe,
H die Menge ihrer Spiegelebenen und A die Menge der zugehorigen Alkoven.
Wir beginnen den Beweis des Satzes mit einer Proposition.

Proposition 3.4.3. Sei A C E ein fester Alkoven und p € A ein Punkt aus
dem Abschluf$ von A. So gilt

1. Der Stabilisator W, von p wird erzeugt von den Spiegelungen an allen
Winden von A, die p enthalten. In Formeln gilt also

W,=(su | He€Ha, pe H)

2. Der Stabilisator W,, von p operiert frei und transitiv auf der Menge
A, aller Alkoven, deren Abschlufi p enthdlt. In Formeln liefert also
w — wA eine Bijektion

W,> A, ={BeAl|pe B}

Beweis der Proposition. Wir setzen W) = (sy | H € Ha, p € H) und zeigen
zundchst, dal W) transitiv auf A, operiert, in Formeln W) A = A,. Fiir
C € A, miissen wir dazu w € W finden derart, dafl gilt ¢' = wA. Wieder
machen wir eine Induktion iiber die Zahl d(A,C) der Spiegelebenen, die A
und C' trennen. Ist A # C| so gibt es nach Lemma 3.2.20 eine Wand H
von A, die A von C trennt. Aus p € AN C folgt p € H. Jetzt ist wieder
d(A,syC) = d(syA,C) = d(A,C) — 1 und mit Induktion finden wir w € W}
so daB gilt wA = syC, also spwA = C. Es folgt wie behauptet W A = A,,.
Nun ist unsere Abbildung W, — A, w — wA injektiv nach Satz 3.3.7 und
offensichtlich liegt ihr Bild in .A,. Wir haben aber eben bewiesen, dafl die
Verkniipfung der beiden Injektionen W) — W, — A, eine Surjektion ist.
Also sind diese Injektionen beide Bijektionen und die Proposition folgt. [

Jetzt konnen wir den Beweis des Satzes zu Ende fithren. Sei A C FE ein
Alkoven und p € E ein Punkt unseres affinen Raums. Es gilt zu zeigen, dafl
die Bahn Wp von p den AbschluB A von A in genau einem Punkt trifft, in
Formeln

WpnA| =1

Jeder Punkt p liegt nach 3.2.16 im Abschlufl mindestens eines Alkoven, und
nach 3.3.7 trifft die Bahn von p den Abschlufl A jedes Alkoven A, in Formeln
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Wpn A 7{@. Wir miissen nur noch zeigen, daf fir Ac A, pc Aundz € W
aus zp € A folgt xp = p. Sicher folgt schon mal A, zA € A,,, und nach dem
vorhergehenden Satz gilt dann x € W,,, also xap = xp, also zp = p. O]

Ubung 3.4.4. Diejenigen Elemente einer affinen Spiegelungsgruppe, die ei-
ne vorgegebene Teilmenge des zugrundeliegenden affinen Raums punktweise
festhalten, bilden selber eine Spiegelungsgruppe.

Bemerkung 3.4.5. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe W auf einem affi-
nen euklidischen Raum E iiber einem angeordneten Korper wird fiir beliebige
v,w € E der Abstand ||v — zw|| minimal genau fiir die z € W, fiir die v und
zw im Abschlufl desselben Alkoven liegen: Werden v und zw nédmlich durch
eine Wand getrennt, so gilt fiir die Spiegelung s an dieser Wand notwendig
lv = zw| > ||v — szw||.

3.5 Alkoven einer endlichen Spiegelungsgruppe

Bemerkung 3.5.1. Gegeben zwei Vektoren eines euklidischen Vektorraums
sagen wir, sie schlieflen einen stumpfen Winkel bzw. einen spitzen Winkel
ein genau dann, wenn ihr Skalarprodukt nichtpositiv bzw. nichtnegativ ist.

Lemma 3.5.2. Gegeben zwei verschiedene Winde eines Alkoven einer af-
finen Spiegelungsgruppe schliefien zwei auf diesen Winden jeweils senkrecht
stehende Vektoren, die in Richtung unseres Alkoven zeigen, stets stumpfe
Winkel ein.

Bemerkung 3.5.3. Anschaulich gesprochen “schlieflen also je zwei Wénde ei-
nes Alkoven einer affinen Spiegelungsgruppe besagten Alkoven in einem spit-
zen Winkel ein”.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit unsere Spiegelungsgruppe
erzeugt von den Spiegelungen an besagten Wanden H und L und seien o und
0 Vektoren, die auf diesen Wéanden senkrecht stehen und in Richtung unseres
Alkoven zeigen. In Formeln behauptet unser Lemma dann («, 5) < 0. Sind
unsere Wénde parallel, so ist die Behauptung eh klar. Sonst kénnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl unser affiner euklidischer
Raum ein euklidischer Vektorraum ist und beide Spiegelungen linear. Sicher
finden wir nun v € H mit (3,v) < 0, also (3, sv) > 0. Aus («, 5) > 0 folgte

(@, 510) = (s1.0,0) = (a _ 2(0"5)@@) >0

(8, 6)
und damit ldge spv gleichzeitig auf der Spiegelebene s H und in unserem
Alkoven. Das kann aber nicht sein, also gilt (a, ) < 0. O]
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Bemerkung 3.5.4. Dieses Lemma wéire auch ein natiirlicher erster Schritt
zur Klassifikation derjenigen Spiegelungsgruppen, die von zwei Spiegelungen
erzeugt werden.

Proposition 3.5.5. Waihlen wir fir jede Wand eines festen Alkoven einer
endlichen linearen Spiegelungsgruppe eine lineare Gleichung, so sind diese
Gleichungen linear unabhdingig als Elemente des Dualraums.

Beweis. Seien Hy, ..., H, die Winde unseres Alkoven seien «; € V auf H;
senkrechte Vektoren, die jeweils auf derselben Seite der Hyperebene H; liegen
wie unser Alkoven. Es reicht zu zeigen, dafl die «a; linear unabhéngig sind.
Nach 3.5.2 schliefen diese Vektoren jedoch paarweise stumpfe Winkel ein, in
Formeln (o, ;) < 0 falls i # j, und wéhlen wir v € A, so gilt (o, ) > 0 fiir
alle 7. Die lineare Unabhéngigkeit der «; folgt damit aus dem anschlieBenden
Lemma 3.5.6. O

Lemma 3.5.6. Liegen Vektoren eines euklidischen Vektorraums alle auf der-
selben Seite einer Hyperebene durch den Nullpunkt und schlieffen sie paar-
weise stumpfe Winkel ein, so sind sie linear unabhdngig.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir von einer endli-
chen Familie von Vektoren «ag, ..., a, ausgehen. Unsere Forderungen sagen
in Formeln, da8 es einen Vektor « gibt mit («;, ) > 0 fiir alle 4 und daf gilt
(e, ) < 0 fiir ¢ # j. Sel nun Y | ¢;oy; = 0 eine verschwindende Linear-
kombination der «;. Es folgt

E C,y; = E —C; O

i€l ieJ

mit [ = {i| ¢ >0} und J = {i | ¢; < 0}. Das Skalarprodukt der linken mit
der rechten Seite der Gleichung ist nichtpositiv, da unsere Vektoren paarweise
stumpfe Winkel einschliefen. Also steht auf beiden Seiten der Gleichung der
Nullvektor. Wir bilden nun unabhéngig das Skalarprodukt beider Seiten mit
~ und folgern, daf alle ¢; verschwinden. O]

3.6 Struktur affiner Spiegelungsgruppen

Lemma 3.6.1. In einem endlichdimensionalen euklidischen Raum ist eine
Menge von Vektoren, die paarweise stumpfe Winkel einschlieffen, stets end-

lich.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion sogar préaziser, daf so eine Teilmenge in
einem n-dimensionalen Raum hochstens n(n+1)/2 Vektoren enthalten kann.
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Gibt es in der Tat unter unseren Vektoren einen von Null verschiedenen
Vektor v, so schliefen nach 3.5.6 hochstens n unserer Vektoren einen echt
stumpfen Winkel mit v ein. Mit Induktion stehen weiter hochstens n(n—1)/2
unserer Vektoren auf v senkrecht. O

Bemerkung 3.6.2. In 6.4.12 werden wir die im Beweis von 3.6.1 hergeleitete
obere Schranke zu 2n + 1 verbessern. Diese Schranke wird auch wirklich
erreicht, zum Beispiel wenn man die Vektoren der Standardbasis sowie ihre
Negativen betrachtet und dann noch den Nullvektor hinzunimmt.

Lemma 3.6.3. Jeder Alkoven einer affinen Spiegelungsgruppe hat nur end-
lich wvele Winde.

Beweis. Gegeben ein Alkoven wahlen wir zu jeder seiner Wénde einen darauf
senkrechten Richtungsvektor, der in Richtung des Alkoven zeigt. Nach 3.5.2
schlieen diese Vektoren paarweise stumpfe Winkel ein. Das Lemma folgt
damit aus 3.6.1. O

Lemma 3.6.4. Die linearen Anteile der Elemente einer affinen Spiegelungs-
gruppe bilden eine endliche Spiegelungsgruppe.

Beweis im Reellen. Es reicht zu zeigen, dafl die Menge aller Normalenvekto-
ren auf Spiegelebenen endlich ist. In der Tat operiert ndmlich unsere Gruppe
linearer Anteile treu auf dieser Menge, da sie ja deren orthogonales Komple-
ment punktweise festhalten mufl. Wéare jedoch unsere Menge von Normalen-
vektoren nicht endlich, so gébe es wegen der Kompaktheit der Einheitssphére
Spiegelebenen, die beliebig kleine positive Winkel einschlieffen. Wir zeigen,
dafl damit auch zwischen den Wéanden eines und jedes Alkoven beliebig klei-
ne positive Winkel vorkdmen, im Widerspruch zu 3.6.3. In der Tat: Fiir zwei
Spiegelebenen, die sich treffen, gibt es nur endlich viele Spiegelebenen, die
die Schnittgerade umfassen. Auf dieser Schnittgeraden finden wir Punkte,
die in keiner zusétzlichen Spiegelebene enthalten sind. Solch ein Punkt liegt
dann im Abschlufl eines Alkoven, und zwei Winde dieses Alkoven, die den
besagten Punkt enthalten, schliefen dann hochstens denselben Winkel ein
wie die beiden Spiegelebenen, von denen wir ausgegangen waren. O]

Beweis im Allgemeinen. Unterteilen wir die Oberfliche eines Einheitswiirfels
um den Nullpunkt in noch so kleine Schachfelder, so miifiten doch zwei ver-
schiedene Normalengeraden auf Spiegelebenen durch dasselbe Feld gehen.
Der Rest des Arguments bleibt dem Leser iiberlassen. O]

Definition 3.6.5. Ein affine Spiegelungsgruppe heifit essentiell genau dann,
wenn die darin enthaltenen Translationen den Raum aller Richtungsvektoren
aufspannen.
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Definition 3.6.6. Zwei affine Spiegelungsgruppen (W, E) und (W', E’) hei-
Ben isomorph genau dann, wenn es einen orthogonalen affinen Isomorphis-
mus £ = E’ gibt, unter dem sich W und W' entsprechen. Die Spezifikation
“orthogonal” meint dabei die Orthogonalitit der Linearisierung.

Bemerkung 3.6.7. Gegeben affine Spiegelungsgruppen (Wi, Ey) und (Wy, Es)
ist auch (W7 x Wy, By X Es) eine affine Spiegelungsgruppe in offensichtlicher
Weise.

Satz 3.6.8 (Abspalten eines maximalen endlichen Faktors). Jede af-
fine Spiegelungsgruppe (W, E) ist isomorph zu einem Produkt

(W, E) = (Wa,Ea) X (Wf, Ef)

einer essentiellen affinen Spiegelungsgruppe (W,, E,) mit einer endlichen
Spiegelungsgruppe (W, Ey), und die beiden Faktoren sind durch (W, E) bis
auf Isomorphismus eindeutig bestimmt.

Beweis. Bezeichnet T' C W die Untergruppe aller Translationen aus W, so
bildet der lineare Anteil jeder Spiegelung das Vektorraumerzeugnis L von T’
auf sich selbst ab. Folglich liegt der (—1)-Eigenraum jeder linearisierten Spie-
gelung entweder in L oder in L*. Nennen wir W, das Erzeugnis der ersteren
Spiegelungen und Wy das Erzeugnis der letzteren, so liefert die Multiplikation
offensichtlich einen Isomorphismus

WaXWf;W

Wihlen wir e € E beliebig und setzen F, = e + L und E; = e + L*,
so operiert W; als translationsfreie affine Spiegelungsgruppe auf £y und ist
mithin endlich nach 3.6.4. Der Satz ist bewiesen. ]

3.7 Klassifikation und euklidische Wurzelsysteme

Definition 3.7.1. Eine Teilmenge R eines euklidischen Vektorraums heif3t
ein euklidisches Wurzelsystem genau dann, wenn gilt:

1. Die Menge R ist endlich und erzeugt V;

2. Aufer seinem Negativen gehort kein Vielfaches eines Elements von R
wieder zu R, d.h. fiir jedes @ € R gilt kaN R C {«a, —a};

3. Die Null gehort nicht zu R, fiir alle a € R fithrt die orthogonale Spie-
gelung s, an der Hyperebene a* unsere Menge R in sich selbst iiber,
und fiir alle € R haben wir s,(5) — (8 € Za.
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Bemerkung 3.7.2. Es sind verschiedene Konventionen fiir den Begriff eines
Wurzelsystems gebréuchlich. Inbesondere wird in der englischsprachigen Li-
teratur auch oft die Menge der Normalenvektoren auf den Spiegelebenen ei-
ner endlichen orthogonalen Spiegelungsgruppe als Wurzelsystem bezeichnet.
Wir halten uns an die franzosische Konvention aus Bourbaki und verstehen
unter einem Wurzelsystem das, was in der englischsprachigen Literatur ein
kristallographisches Wurzelsystem genannt wiirde. Der Begriff eines eu-
klidischen Wurzelsystems ist meines Wissens noch nicht belegt. Die Elemente
eines wie auch immer gearteten Wurzelsystems bezeichnet man als Wurzeln.

Definition 3.7.3. Die Weylgruppe eines euklidischen Wurzelsystems ist
die Gruppe, die von den Spiegelungen an den orthogonalen Komplementen
der Wurzeln erzeugt wird.

Bemerkung 3.7.4. Nach 3.3.7 ist die Weylgruppe eines euklidischen Wurzel-
systems eine endliche Spiegelungsgruppe und die Spiegelebenen dieser Spie-
gelungsgruppe sind genau die orthogonalen Komplemente der Wurzeln.

Definition 3.7.5. Die affine Weylgruppe eines euklidischen Wurzelsys-
tems ist diejenige Gruppe von affinen Bewegungen des unserem Wurzelsystem
zugrundeliegenden Vektorraums, die erzeugt wird von der endlichen Weyl-
gruppe des Wurzelsystems und den Verschiebungen um Wurzeln.

Bemerkung 3.7.6. Ist R C V unser euklidisches Wurzelsystem, so notieren wir
die endliche Weylgruppe W = W(R) und die affine Weylgruppe W = W(R).
Bezeichnet (R) C V das Wurzelgitter, so haben wir demnach eine kurze
exakte Sequenz (R) — W — W, wobei die Surjektion jeder affinen Bewegung
aus W ihren linearen Anteil zuordnet.

Satz 3.7.7 (Affine Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme). Das
Bilden der affinen Weylgruppe liefert iiber jedem angeordneten Korper eine
Bijektion von Isomorphieklassen

Euklidische ~ FEssentielle affine
Wurzelsysteme Spiegelungsgruppen

Bemerkung 3.7.8. Der Beweis wird im Folgenden in eine Reihe von Lemmata
aufgebrochen. Genauer wird in 3.7.9 gezeigt, daf die affine Weylgruppe eines
euklidischen Wurzelsystems in der Tat eine essentielle affine Spiegelungs-
gruppe ist und in 3.7.12 und seinem Beweis wird eine inverse Abbildung
konstruiert.

Lemma 3.7.9. Die affine Weylgruppe eines euklidischen Wurzelsystems ist
eine affine Spiegelungsgruppe und thre Spiegelebenen sind genau die affinen
Ebenen H,, = a* + (n/2)a fir a € R,n € Z.
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Beweis. Wir betrachten die Menge H = {H,,, | « € R, n € Z} von Hyper-
ebenen. Die Spiegelungen s, , an den H,, stabilisieren H, und da H auch
lokal endlich ist, mul ‘H nach 3.3.7 gerade die Menge aller Spiegelebenen der
von den s, , erzeugten affinen Spiegelungsgruppe W’ sein. Offensichtlich gilt
W' C W, aber da s4.154,0 : A — A+ gerade die Verschiebung um die Wurzel
a € R ist, gilt auch umgekehrt W € W und mithin W = W', O

Definition 3.7.10. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe heifit ein Punkt
des zugrundeliegenden affinen Raums ein spezieller Punkt genau dann,
wenn es fiir jede Spiegelebene unserer Gruppe eine parallele Spiegelebene
unserer Gruppe gibt, die durch besagten Punkt geht.

Lemma 3.7.11. Flir jede affine Spiegelungsgruppe gibt es mindestens einen
speziellen Punkt.

Beweis. Betrachten wir einen Alkoven der nach 3.6.4 endlichen Spiegelungs-
gruppe aller linearen Anteile unserer affinen Spiegelungsgruppe und wéhlen
fiir jede Wand dieses Alkoven einen darauf senkrechten Vektor, so sind besag-
te Vektoren linear unabhingig nach 3.5.5. Wéhlen wir zu jeder Spiegelung
an einer dieser Wéande ein Urbild in der affinen Spiegelungsgruppe, so ha-
ben die zugehorigen affinen Spiegelebenen folglich nichtleeren Schnitt. Wir
behaupten, dafl jeder Punkt aus diesem Schnitt ein spezieller Punkt ist. In
der Tat erzeugen ja unsere Urbilder eine Untergruppe unserer affinen Spie-
gelungsgruppe, die besagten Punkt festhilt und die surjektiv auf die Gruppe
aller linearen Anteile unserer affinen Gruppe geht. n

Lemma 3.7.12. Jede essentielle affine Spiegelungsgruppe ist isomorph zur
affinen Weylgruppe eines euklidischen Wurzelsystems.

Beweis. Sei (W, E) unsere Spiegelungsgruppe. Die Parallelitit ist eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge aller ihrer Spiegelebenen, und jede Parallelen-
klasse von Spiegelebenen ist offensichtlich von der Gestalt

{H _'_ nv}nez

fiir eine Spiegelebene H und einen darauf senkrechten Richtungsvektor v.
Die Verschiebung um o = 2v gehort notwendig zu W als die Verkniipfung
Sgiv © Sg. Bezeichnet nun R die Menge aller so konstruierten Vektoren «
und ist e € F ein spezieller Punkt und W, seine Isotropiegruppe, so liefert
die Multiplikation eine Bijektion

W, x (R) > W

In der Tat liegen nédmlich alle Spiegelungen bereits im Bild dieser Abbildung
und die Injektivitdt ist eh klar. Ist W essentiell, so spannt folglich R den
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Raum der Richtungsvektoren auf. Weiter ist mit e auch « + e ein speziel-
ler Punkt fiir alle @ € R, und das zeigt umgehend, dafl R ein euklidisches
Wurzelsystem ist und W seine affine Weylgruppe. [

Bemerkung 3.7.13. Ist eine endliche lineare reelle Spiegelungsgruppe kristal-
lographisch und ist der Ursprung ihr einziger Fixpunkt, so ist sie die Iso-
tropiegruppe des Ursprungs in einer essentiellen affinen Spiegelungsgruppe.
In der Tat besitzt jede Spiegelebene dann eine Gleichung, die auf dem Git-
ter nur ganzzahlige Werte annimmt. Alle Parallelen durch Gitterpunkte zu
Spiegelebenen bilden deshalb ein lokal endliches System von Hyperebenen
und nach 3.3.7 ist dieses System das Sytem aller Spiegelebenen einer affinen
Spiegelungsgruppe, von der man leicht sieht, dafl sie essentiell sein mu#.
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Die acht Vektoren eines euklidischen Wurzelsystems vom Typ By in der
Papierebene und die Spiegelebenen seiner affinen Weylgruppe.
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4 Wurzelsysteme

4.1 Endliche Spiegelungsgruppen ohne Skalarprodukt

Bemerkung 4.1.1. Bei der Behandlung von Wurzelsystemen von Lie-Algebren
und auch bereits bei der Klassifikation von Wurzelsystemen werden wir zu
tun haben mit Spiegelungen auf Vektorrdumen iiber nicht notwendig ange-
ordneten Korpern und mit Spiegelungsgruppen in Vektorrdumen, die nicht
notwendig bereits mit einem Skalarprodukt versehen sind. In diesem Ab-
schnitt verallgemeinern wir unsere Begriffe aus 3.1 auf diese Fille.

Definition 4.1.2. Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper k£ der Charakte-
ristik char k£ # 2. Eine lineare Abbildung s : V' — V heifit eine Spiegelung
oder noch préziser eine lineare Spiegelung genau dann, wenn ihr Qua-
drat die Identitédt ist und ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene, in Formeln
5?2 = idy und dim V/V*® = 1. Wir nennen V* die Spiegelhyperebene oder
abkiirzend auch die Spiegelebene der Spiegelung s.

Bemerkung 4.1.3. Wegen unserer Annahme char k # 2 hat jedes v € V die
Zerlegung v = (v+sv)/2+(v—sv)/2. Wir folgern die Zerlegung V = VgV ~*
von V in Eigenrdume von s zu den Eigenwerten +1. Insbesondere ist der
Eigenraum zum FEigenwert —1 einer Spiegelung stets eine Gerade, in Formeln
dim;, V=° = 1. Ist V ein Vektorraum und V* sein Dualraum, so schreiben
wir fiir den Wert f(A) von f € V* an der Stelle A € V auch (f,\) oder
sogar (A, f). Wéhlen wir nun in V' einen Eigenvektor o unserer Spiegelung s
zum Eigenwert —1 und diejenige Linearform ¥ € V* mit ker ¥ = V* und
(o, ¥y = 2, so gilt
s(A) =X —(\ o)

fiir alle A in V' = ka & V?*. Umgekehrt erhalten wir fiir beliebige a € V,
a¥ € V* mit (a,a’) = 2 eine Spiegelung s, v durch die Vorschrift

Sa,aV - V —- V
A= A=\ o)

Bemerkung 4.1.4. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem
angeordneten Korper und ist die Spiegelung s = sqqv @ A = A — (A, a¥)a
orthogonal beziiglich eines Skalarprodukts (, ) auf V, in Formeln (s\, su) =
(A, 1) VA pu €V, so gilt offensichtlich V¢ = ot = {v € V | (v,a) = 0} und
wir haben

N oYy =2\ a)/(a,a) YAEV,

denn beide Seiten nehmen auf A = o und auf A € a+ denselben Wert an. In

anderen Worten bildet der zu unserem Skalarprodukt gehorige Isomorphis-
mus V — V* A — (A, ) den Vektor 2a/(a, ) ab auf .
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Definition 4.1.5. Eine endliche Spiegelungsgruppe ist eine endliche
Gruppe von Automorphismen eines Vektorraums iiber einem angeordneten
Korper, die von Spiegelungen erzeugt wird.

Lemma 4.1.6. Sei V' ein Vektorraum tber einem angeordneten Kéorper und
G eine endliche Gruppe von Automorphismen von V. So gibt es auf V ein
G-invariantes Skalarprodukt.

Beweis. Sei k unser angeordneter Korper und b : V xV — k irgendein Skalar-
produkt. Wir erhalten ein G-invariantes Skalarprodukt durch die Vorschrift

i(v,w) =3 cqblgv, gw). O

Lemma 4.1.7. Ser V' ein Vektorraum tiber einem angeordneten Kérper und
W C GL(V) eine endliche Spiegelungsgruppe. Haben zwei Spiegelungen s,t €
W dieselbe Spiegelebene, so stimmen sie tiberein.

Beweis. Sei H = V* = V! die gemeinsame Spiegelebene. Fiir jedes W-
invariante Skalarprodukt auf V gilt V = H @ H*. Sowohl s als auch ¢
operieren aber als die Identitdt auf H und als —1 auf H*. n

Ubung 4.1.8. Man zeige, daB die transponierte Abbildung zu einer Spiegelung
§ = Sqav : V — V genau die Abbildung st = Sqv.q @ V' — V*ist, wo wir
unter « das durch “Auswerten an «” definierte Element des Bidualraums
V** verstehen.

Bemerkung 4.1.9. Es scheint mir auch sinnvoll, affine Spiegelungsgruppen
ohne Skalarprodukt zu betrachten. Man wiirde von Thnen fordern, daf§ je-
des endliche Geradensegment nur von endlich vielen Spiegelungen unserer
Gruppe die Spiegelebenen trifft.

4.2 Wurzelsysteme

Definition 4.2.1. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper k& der Charak-
teristik Null. Eine Teilmenge R C V' heifit ein Wurzelsystem oder préziser
ein reduziertes Wurzelsystem genau dann, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind:

1. Die Menge R ist endlich und erzeugt V/;

2. Aufler ihrem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine
Wurzel, d.h. fiir jedes o € R gilt kaN R C {«a, —a};

3. Fiir jede Wurzel a € R gibt es eine Spiegelung s : V' — V im Sinne
von 4.1.2 mit s(a) = —a, s(R) C Rund s(f) — f € Za VB € R.

61



Bemerkung 4.2.2. Die Elemente eines Wurzelsystems nennt man Wurzeln.
Wir werden gleich sehen, dafl es zu jeder Wurzel o nur eine Spiegelung s geben
kann, die 3 erfiillt. Wir notieren sie s = s, und nennen sie die Spiegelung
zur Wurzel «. Eine Teilmenge R C V, die nur 1 und 3 erfiillt, nennt man ein
nichtreduziertes Wurzelsystem. Der Nullvektor o = 0 kann nie zu einem
Wurzelsystem gehoren, da jede Spiegelung s fiir &« = 0 mit der Eigenschaft
aus der Bedingung 3 nach der Bedingung 1 die Identitéit sein miifite. Die leere
Menge ist jedoch ein Wurzelsystem im Nullvektorraum.

Ubung 4.2.3. Die Menge R aller Vektoren aus Z® mit euklidischer Linge
a? + a3+ ...+ a2 = 8 ist ein Wurzelsystem in R®. Dies Wurzelsystem trigt
iibrigens den Namen FEj.

Bemerkung 4.2.4. Im Abschnitt 2.5 hatten wir jedem Paar g D h bestehend
aus einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra g mit einer Cartan’schen Un-
teralgebra b eine Teilmenge R(g, h) C h* zugeordnet und das “Wurzelsystem
der Liealgebra” genannt. Nach 77.3 und 2.5.16 ist diese Teilmenge in der Tat
ein Wurzelsystem im Sinne der vorhergehenden Definition. Wir studieren im
folgenden solche Wurzelsysteme zunéchst einmal unabhéngig von der Theorie
der Lie-Algebren. Es wird sich jedoch spéter herausstellen, dafl die Wurzel-
systeme in komplexen Vektorrdumen im Sinne der vorhergehenden Definition
genau die Wurzelsysteme zu komplexen halbeinfachen Lie-Algebren sind.

Bemerkung 4.2.5. Ich habe mich in der vorhergehenden Definition an die
Terminologie von Bourbaki gehalten. In anderen Quellen fordert man von
einem Wurzelsystem schwécher als in 3 formuliert nicht s(3) — f € Za und
bezeichnet diejenigen Wurzelsysteme, die diese Bedingung doch erfiillen, als
kristallographisch.

Bemerkung 4.2.6. In der Literatur bezeichnet man als Wurzelsysteme auch
oft diejenigen Teilmengen von reellen euklidischen Vektorrdumen, die wir in
3.7.1 “euklidische Wurzelsysteme” genannt hatten. Auch nach diesen Quellen
gibt es jedoch bis auf Isomorphismus nur ein Wurzelsystem in einem eindi-
mensionalen Raum, als da heifit, man bezahlt fiir die Anschaulichkeit der
Definition damit, dafl der Begriff eines Isomorphismus von Wurzelsystemen
unnatiirlich wird und es a priori nicht mehr klar ist, wie sich die Operation
der Weylgruppe und andere mithilfe der euklidischen Struktur konstruierte
Dinge unter Isomorphismen von Wurzelsystemen verhalten.

Beispiele 4.2.7. Das Bild zeigt eine Liste von Wurzelsystemen im Raum der
Richtungsvektoren der Papierebene derart, daf jedes Wurzelsystem in einem
reellen zweidimensionalen Raum durch eine invertierbare lineare Abbildung
in genau eines der vier Systeme der Liste iiberfiihrt werden kann. Die Bilder
sind dariiber hinaus so gewéhlt, daf3 die Spiegelungen an den Wurzeln alle
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orthogonal sind fiir das Standard-Skalarprodukt auf dem Raum der Rich-
tungsvektoren der Papierebene. Wir werden die Vollstdndigkeit dieser Liste
zum Schluf} dieses Abschnitts rechtfertigen.

Satz 4.2.8 (Kowurzeln und rationale Form). Sei V' ein Vektorraum
tiber einem Koérper der Charakteristik Null und R C'V' ein Wurzelsystem. So
qilt:

1. Fiir jede Wurzel o € R gibt es genau eine Spiegelung s, : V. — V mit
So(@) = —a und so(R) = R. Die Linearform o € V* mit

s5a(A) =X =\ a)a VAeV
heifit dann die Kowurzel oder duale Wurzel zu «.

2. Die Menge RY = {a" | a € R} aller Kowurzeln ist ein Wurzelsystem
in V* und fiir die kanonische Abbildung V- — (V*)* gilt a — (a¥)V.

3. Genau dann bilden Wurzeln oo, ..., o, € R eine k-Basis von V, wenn
sie eine Q-Basis des von R in V aufgespannten Q- Vektorraums (R)q
bilden.

Beweis. Da V' von R erzeugt wird, gilt sicher dimg(R)g > dimy V. Jede
Spiegelung s, : V' — V wie oben stabilisiert natiirlich (R)g und liegt in der
endlichen Untergruppe G = {g € GL(R)q | g(R) C R}. Wéhlen wir mithilfe
von 4.1.6 ein G-invariantes Skalarprodukt ( , ) auf (R)g, so muf} s, auf (R)g
die orthogonale Spiegelung an der zu « orthogonalen Hyperebene induzieren.
Damit ist s, eindeutig festgelegt auf (R)g und dann auch auf V' = (R);. Das
zeigt die Eindeutigkeit von s, und liefert die Kowurzeln oV € V*. Sicher
nimmt jede Kowurzel o auf (R)g nur rationale Werte an, d.h. ihre Restrik-
tion auf (R)g gehort zum Dualraum (R)g des Q-Vektorraums (R)qg. Un-
ter dem durch unser invariantes Skalarprodukt vermittelten Isomorphismus
(R)5 = (R)q haben wir nun o|(g), — 2a/(a, ), folglich wird (R)f, erzeugt
von den Restriktionen der Kowurzeln. Wéhlen wir eine Basis ay, . . ., a, von
(R)g aus Wurzeln und eine Basis 3),..., 3, von (R)f aus Restriktionen
von Kowurzeln, so ist die Matrix der (a;, 3)) invertierbar und damit sind
ai, ..., bzw. BY, ..., ) auch k-linear unabhéngig in V' bzw. V*. Es folgt
die dritte Behauptung des Satzes. Es bleibt, die zweite Behauptung nachzu-
weisen. Dafl RV ein endliches Erzeugendensystem von V* ist, folgt aus dem
Vorhergehenden; Daf gilt ka¥NRY = {a"¥, —a"} desgleichen. Haben wir nun
irgendeinen Isomorphismus von Vektorriumen ¢ : V = U und ist R C V ein
Wurzelsystem, so ist natiirlich auch ¢(R) C U ein Wurzelsystem und gege-
ben 8 € R gilt ¢(B3)Y = (¢")"H(BY) fiir o' : U* — V* die zu ¢ transponierte
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Abbildung. Gegeben o € R ist schliefllich die transponierte Abbildung zur
Spiegelung s, = Sq0v : V. — V die Spiegelung sl = Sqv,q 1 V' — V¥ Fir
@ = S, erhalten wir insbesondere

(5a8)" = 50 (8") = 8" = (o, )"

Wir sehen daraus, daf s! die Bedingungen erfiillt, die von einer Spiegelung
zu ¥ als Element des Wurzelsystems in spe RY gefordert werden, und das
zeigt gleich auch noch a — (a¥). O

Definition 4.2.9. Sei R C V ein Wurzelsystem. Die von den Spiegelun-
gen zu den Wurzeln erzeugte Untergruppe W = W(R) C GL(V) heifit die
Weylgruppe des Wurzelsystems.

Bemerkung 4.2.10. Der Nullvektor ist der einzige Vektor von V| der von
der Weylgruppe festgehalten wird. In der Tat erzeugen die Kowurzeln den
Dualraum, folglich ist der Schnitt ihrer Kerne Null.

Beispiel 4.2.11. Die Menge R = {e; —e; | i # j} aller Differenzen zwischen
zwei verschiedenen Vektoren der Standardbasis des R™ ist ein Wurzelsystem
inV ={(a,...a,) € R" | a; + ...+ a, = 0}. Wir betrachten ¢; € V* mit
gilay, ..., a,) = a;. Fir a = ¢; —e; ist dann die Kowurzel oY = ¢; — ¢, und
die Spiegelung s, vertauscht die i-te mit der j-ten Koordinate. Insbesondere
besteht W(R) = S,, aus den Permutationen der Koordinaten.

Bemerkung 4.2.12. Die Einschréankung auf den Q-Spann der Wurzeln (R)g
definiert eine natiirliche Einbettung W C Aut(R)qg. Diese Einbettung inden-
tifiziert die Weylgruppe mit einer endlichen Spiegelungsgruppe im Sinne von
??7. Die Alkoven in (R)qg heiflen in diesem Zusammenhang meist Weylkam-
mern.

Lemma 4.2.13. Jede Spiegelung in der Weylgruppe eines Wurzelsystems ist
eine Spiegelung zu einer Wurzel.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit R ein Wurzelsystem in
einem Vektorraum iiber Q. Nach 3.3.7 ist jede Spiegelung s aus der Weyl-
gruppe schon mal konjugiert zu einer Spiegelung zu einer Wurzel g € R. Wir
folgern s = wsgw™ = s,3 = s, mit a = wp € R. O

Lemma 4.2.14 (Paare von Wurzeln). Fir je zwei nichtproportionale
Wurzeln o, 3 eines Wurzelsystems gilt 0 < («, 8Y)(5,a") < 4. Genauer
wird der Winkel zwischen je zwei Wurzeln o und 3 beziiglich jedes weylgrup-
peninvarianten Skalarprodukts (1, ) auf (R)g gegeben durch

4 cos*(Winkel zwischen a und ) = {(a, 3Y)(8,a") € {0,1,2,3}
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und je zwei nichtorthogonale Wurzeln haben das Lédngenverhdltnis

lafl* _ {a, BY)

161* (8,a)
Beweis. Beides folgt sofort aus unserer Formel (o, V) = 2(a, 3)/(8, 5). O

Bemerkung 4.2.15. Ist R C V ein Wurzelsystem mit Weylgruppe W, so be-
zeichnen wir ganz allgemein die von W und den Verschiebungen um Wurzeln
erzeugte Gruppe YW von affinen Bewegungen von V' als die affine Weyl-
gruppe unseres Wurzelsystems. Sicher stabilisiert diese Gruppe (R)g, und
versehen wir (R)g mit einem W-invarianten Skalarprodukt, so erhalten wir
die affine Spiegelungsgruppe des euklidischen Wurzelsystems R C (R)q im
Sinne von 3.7.5. Die Spiegelebenen dieser affinen Spiegelungsgruppe sind ge-
nau die Hyperebenen H,, = {\ € (R)g | (\,a") = n} fir (a,n) € R X Z
und die zugehorigen Spiegelungen werden auf ganz V' gegeben durch die Vor-
schrift sq, 0 A — A — (A, a¥)a + na.

4.3 Basen von Wurzelsystemen

Definition 4.3.1. Eine Teilmenge II C R eines Wurzelsystems heifit eine
Basis des Wurzelsystems genau dann, wenn sie die folgenden beiden Be-
dingungen erfiillt:

1. II ist eine Basis des zugrundeliegenden Vektorraums V';

2. Schreiben wir eine Wurzel 3 € R als Linearkombination 8 = Y .y nao
der Elemente von II, so liegen die Koeffizienten n, entweder alle in Z~
oder alle in Z<.

Definition 4.3.2. Eine Teilmenge RT C R eines Wurzelsystems heifit ein
System positiver Wurzeln genau dann, wenn sie die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt:

1. Das Wurzelsystem 148t sich schreiben als die disjunkte Vereinigung R =
RTII (—R"), d.h. fur jede Wurzel @ € R gilt « € Rt & (—a) ¢ RT.

2. Ausay,...,ap, € R"und oy +... +a, € R folgt oy +... + v, € R™.

Satz 4.3.3 (Weylkammern, Basen und Systeme positiver Wurzeln).
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Gegeben ein Wurzelsystem R C V' erhalten wir ein kommutatives Diagramm
von Bijektionen

{ Weylkammern in (R)3} — { Weylkammern in (R)q}
v Tl 8Y 4Tl
{Basen von R} 2 {Basen von R"}
2Tl 2v Tl

{Systeme positiver Wurzeln in R} 2 {Systeme positiver Wurzeln in R}

vermittels der Abbildungen, die wir im folgenden genauer beschreiben:

1.

Jeder Basis 11 C R ordnet man als positives System die Menge R™(IT)
aller Wurzeln zu, die sich schreiben lassen als nichtnegative Linearkom-
bination der Basiselemente.

Jedem System positiver Wurzeln ordnet man als Basis die Menge aller
derjenigen Elemente des Systems zu, die sich nicht als Summe von zwei
oder mehr Elementen des besagten Systems schreiben lassen.

Jeder Weylkammer im rationalen Spann der Wurzeln ordnet man als
Basis des dualen Wurzelsystems die Menge derjenigen Kowurzeln zu,
die Gleichungen von Winden unserer Kammer sind und die auf der
Kammer positive Werte annehmen.

Jeder Basis des dualen Wurzelsystems ordnet man als Kammer den
Schnitt derjenigen Halbriume zu, auf denen alle Elemente besagter Ba-
sis positive Werte annehmen.

Jeder Menge von Wurzeln ordnen die beiden unteren horizontalen Pfeile
die Menge der zugehdrigen Kowurzeln zu.

Jeder Kammer in (R)g ordnet die obere Horizontale ihr Bild unter ei-

nem und jedem Isomorphismus (R)g — (R)q zu, der von einem weyl-
gruppeninvarianten Skalarprodukt induziert wird.

Beweis. Nur bei den Abbildungen 1 und 6 scheint mir a priori klar, daf§ sie
iiberhaupt im behaupteten Wertebereich landen. Als néchstes iiberlegen wir
uns das fiir die in 3 gegebene Abbildung und zeigen dabei insbesondere, daf3
jedes Wurzelsystem iiberhaupt Basen besitzt. Wir geben unserer Abbildung
den Namen @, in Formeln gilt fir jede Weylkammer A C (R)g also

B(A) ={a’ € RY | (kera") € Hya, (A,a") C Qso}
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Nach 3.5.5 ist ®(A) eine linear unabhingige Teilmenge von (R)f und dann
nach 4.2.8.3 auch von V*. Nach 3.3.7 erzeugen weiter die Spiegelungen s, an
den Wéanden einer Kammer die gesamte Weylgruppe, nach 4.2.10 ist dem-
nach der Schnitt dieser Wénde alias der Schnitt der Kerne der zugehorigen
Kowurzeln der Nullraum, folglich bilden die fraglichen Kowurzeln sogar ei-
ne Basis von V* und ®(A) erfiillt die erste Bedingung an eine Basis eines
Wurzelsystems. Stellen wir nun 5 € RY dar als Linearkombination

6\/: Z naﬁav

acd(A)

so liegen sicher alle n,5 in Q und haben sogar alle dasselbe Vorzeichen, da
unsere Kowurzel 8V auf dem Abschlufl der Kammer A und insbesondere auf
den Vektoren der zu ®(A) dualen Basis des Vektorraums (R)qg keine Werte
mit verschiedenen Vorzeichen annehmen darf. Es bleibt damit nur noch zu
zeigen, daB hier alle n,s in Z liegen. Da aber alle Alkoven in (R)q konjugiert
sind zu A unter W, ist auch jede Spiegelebene konjugiert zu einer Wand von
A und damit jede Kowurzel zu einer Kowurzel aus ®(A), in Formeln RY =
W®(A). Die von ®(A) in (RY)q erzeugte Untergruppe (®(A)) = (P(A))z ist
aber offensichtlich stabil unter W und wir folgern R C (®(A)). Unser ®(A)
ist also tatsdchlich eine Basis von RY. Wir geben nun der Abbildung 4 in die
andere Richtung den Namen C, in Formeln gilt fiir eine Basis IIY von RY

also
CI)y={re(R)g | (N\a')>0 Va'ell'}

Hier ist C(I1Y) eine Weylkammer als ein Schnitt von Halbrdumen zu Spie-
gelebenen, der von keiner Spiegelebene getroffen wird, und das hinwiederum
folgt, da ITY eine Basis von R ist. Wir zeigen schlielich, dafl unsere beiden
Abbildungen C' und ® zueinander invers sind. Fiir jede Kammer A folgt aus
3.2.20 sofort C'(®(A)) = A. Ist umgekehrt [TV C RY eine Basis, so sind die
beziiglich TTV positiven Kowurzeln genau die Kowurzeln, die auf der Kammer
C(ITY) positive Werte annehmen, und alle Wurzeln aus ®(C(I1V)) sind ins-
besondere positive Wurzeln fiir ITV. Nun ist aber IT" offensichtlich die einzige
Basis von RY, die aus beziiglich ITV positiven Kowurzeln besteht. Also haben
wir auch ®(C(ITV)) = IIY. Damit ist gezeigt, daf die in 3 und 4 angegebe-
nen Abbildungen in der Tat zueinander inverse Bijektionen liefern. Weiter
ist offensichtlich, dafl wir eine Basis aus ihrem System von positiven Wurzeln
zuriickgewinnen kénnen durch die in 2 beschriebene Konstruktion. Es ist also
klar, daf§ 1 und 2 zueinander inverse Isomorphismen sind, sobald wir zeigen,
dafl 1 surjektiv ist, dafl also jedes System positiver Wurzeln von einer Basis
herkommt. Um das zu zeigen beachten wir:
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Lemma 4.3.4. Ist R ein Wurzelsystem, I1 C R eine Basis von R und R™ =
RT(I1) das zugehdorige System positiver Wurzeln, so gilt fir alle Wurzeln aus
unserer Basis a € Il die Formel

saRT = (R"\ o) U{—a}

Beweis. Formal sieht man dies Lemma leicht ein, denn aus der Definition
folgt fiir o eine Wurzel von II schon (R*+Za)NR = RTU{—a}. Anschaulich
bedeutet das Lemma, dafl das Bild einer Weylkammer unter der Spiegelung
an einer ihrer Wande nur durch diese Spiegelebene von sich selbst getrennt
wird. O

Sei nun P* ein System positiver Wurzeln und II eine Basis von R derart,
daB P™ N RT(II) soviel Elemente hat wie moglich. Ware Pt # RT(II), so
gibe es @ € II mit o ¢ P*. Aber dann hitte PT N RY(s,II) noch mehr
Elemente als Pt N R*(II), im Widerspruch zur Wahl von II. Also kommt
jedes System positiver Wurzeln in der Tat von einer Basis her und die in 1
und 2 angegebenen Abbildungen liefern zueinander inverse Bijektionen. Wir
withlen schliellich ein weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf (R)g und
betrachten den zugehérigen Isomorphismus i : (R)g — (R)g. Gehort eine
Basis II von R zum Alkoven A C (R)), so gehort offensichtlich ITY zum Al-
koven i(A) C (R)q. Damit ist der Satz bewiesen bis auf die Kommutativitét
des Diagramms, deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen. O

Ubung 4.3.5. Ist Rt ein System positiver Wurzeln eines Wurzelsystems und
[ : W — Ndie zu den zugehorigen einfachen Spiegelungen gebildete Linge, so
stimmt die Lénge eines Elements w € W iiberein mit der Zahl der positiven
Wurzeln, die es zu negativen Wurzeln macht. In Formeln gilt also I(w) =
lw(R™) \ R*|. (Hinweis: 3.3.7.3.)

Korollar 4.3.6. 1. Jede Wurzel eines Wurzelsystems gehort zu mindes-
tens einer Basis.

2. Gegeben zwei Basen eines Wurzelsystems gibt es genau ein Element der
Weylgruppe, das die eine Basis in die andere Basis tiberfiihrt.

Beweis. Die erste Aussage folgt, da jede Spiegelebene Wand von mindestens
einer Weylkammer ist. Die Zweite folgt, da eine endliche Spiegelungsgruppe
nach 3.3.7 frei und transitiv auf ihren Weylkammern operiert. O

Definition 4.3.7. Ein Wurzelsystem mit einer ausgezeichneten Basis nennen
wir ein basiertes Wurzelsystem. In einem basierten Wurzelsystem nennt
man die Elemente der Basis einfache Wurzeln, die zugehérigen Kowurzeln
einfache Kowurzeln, die zugehorigen Spiegelungen einfache Spiegelun-
gen und die zugehdrige Weylkammer die dominante Weylkammer.
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Bemerkung 4.3.8. Jedes basierte Wurzelsystem besitzt eine kanonische Invo-
lution, die gegeben wird durch die Vorschrift v — —w,v fiir w, das in Bezug
auf die ausgezeichnete Basis ldngste Element der Weylgruppe nach 3.3.15.
Diese Involution macht einfache Wurzeln zu einfachen Wurzeln. Wir nennen
sie den prinzipalen Automorphismus unseres basierten Wurzelsystems.

Bemerkung 4.3.9. Gegeben ein basiertes Wurzelsystem erzeugen die einfa-
chen Spiegelungen die Weylgruppe, jede Spiegelung ist in der Weylgruppe
konjugiert zu einer einfachen Spiegelung, und jede Wurzel ist konjugiert unter
der Weylgruppe zu einer einfachen Wurzel. Das alles sind Spezialisierungen
von Aussagen aus 3.3.7.

Ubung 4.3.10. Sei R C V ein basiertes Wurzelsystem. Bezeichne p € V die
Halbsumme der positiven Wurzeln,

1
p=32_ 0
a€Rt
Man zeige mit 4.3.4 fiir alle einfachen Wurzeln o die Formel s,p = p—«a und

folgere (p, ") = 1 fiir alle einfachen Wurzeln or. Man zeige weiter zp — p €
ZR NxeW.

4.4 Wichtige Ergianzung fiir Weyl’sche Nennerformel

Spdter, bei Nennerformel, braucht ndamlich ganze Gewichte.

Lemma 4.4.1. Die dominante Weylkammer ist enthalten in dem von den
positiven Wurzeln erzeugten Kegel.

Beweis. Seien oy, ..., «, die einfachen Wurzeln und wy, ..., w, die zugehori-
gen fundamentalen dominanten Gewichte. Wir schreiben w; = a1 + ... +
a,oy, und miissen zeigen a; > 0 fiir ¢ = 1,...,n. Wahlen wir ein unter der
Weylgruppe invariantes Skalarprodukt (, ), so gilt (A, ") = 2(\, a)/(«, )
und folglich 0 < (wy,w1) = a1(w1,1)/2 und damit erhalten wir bereits
a1 > 0. Bringen wir nun alle Summanden mit a; > 0 auf die andere Seite, so

ergibt sich
w1 — Z a; 0 = Z ;04

a; >0 a;<0
und das Skalarprodukt der rechten Seite mit der linken Seite ist < 0, da links
das oy nicht auftreten kann. Also sind beide Seiten Null. O

Bemerkung 4.4.2. Insbesondere schlielen je zwei fundamentale dominante
Gewichte einen spitzen Winkel ein, denn es gilt (ws,w;) = as(wq, ) > 0 in
den Notationen des vorhergehenden Beweises. Mithin ist p = w; + ... + w,
das kiirzeste ganze Gewicht im Inneren der dominanten Weylkammer.
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4.5 Klassifikation von Wurzelsystemen

Definition 4.5.1. Gegeben ein Wurzelsystem R mit Basis II definiert man
seine Cartan-Matrix als die (II x IT)-Matrix

C(R) = ({a, 7)) apen

Diese Matrix héngt nach 4.3.6 im Wesentlichen gar nicht von der Wahl un-
serer Basis ab. Genauer kann man die Menge B aller Basen des Wurzelsys-
tems R betrachten, dann in B x R die Teilmenge 7 aller Paare (II, ) mit
I 5 « und schlieflich die Menge II(R) = W\7 aller Bahnen der Weyl-
gruppe auf 7. Diese Menge II(R) héngt dann von keinerlei Wahlen mehr
ab, und wir konnen C'(R) auffassen als eine von keinerlei Wahlen abhéngige

(II(R) x II(R))-Matrix.

Bemerkung 4.5.2. Die Cartan-Matrizen zu Wurzelsystemen haben typischer-
weise nur sehr wenige von Null verschiedene Eintréage, auf der Diagonalen
stehen nur Zweier, auflerhalb der Diagonalen sind alle Eintrage nichtpositiv,
und es gilt

0< <a75v><57av> <4

sowie (o, 8Y) = 0 < (B,a") = 0. Es ist deshalb sinnvoll, die in der Cartan-
Matrix eines Wurzelsystems enthaltene Information graphisch darzustellen
im sogenannten Dynkin-Diagramm, das wie folgt gebildet wird: Man malt
zunéchst fiir jede einfache Wurzel « € II einen dicken Punkt. Dann verbindet
man je zwei verschiedene Punkte o # 3 durch einen ({«, 5Y){(3", ))-fachen
Strich bzw. gar nicht, falls gilt ({(c«, 3¥)(0, a")) = 0. SchlieBlich versieht man
die 2-fachen und 3-fachen Striche mit einem Pfeil in Richtung der Wurzel o
mit (o, ) = —1, d.h. in Richtung der kiirzeren Wurzel beziiglich eines und
damit jedes unter der Weylgruppe invarianten Skalarprodukts.

Definition 4.5.3. Zwei Wurzelsysteme R C V und R’ C V'’ {iber einem
Korper k heiflen isomorph genau dann, wenn es einen Isomorphismus von
Vektorrdumen ¢ : V = V' gibt mit ¢(R) = R

Satz 4.5.4 (Klassifikation von Wurzelsystemen). Sei k ein Korper der
Charakteristik Null. Das Bilden des Dynkin-Diagramms definiert eine Bijek-
tion

Endliche Diagramme,
Wurzelsysteme tiber k, ~ deren Zusammenhangskomponenten
{ bis auf Isomorphismus } samtlich in der gleich folgenden
Liste aufgefiihrt sind
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Beweis. Das folgt aus den anschlieSfenden Propositionen 4.5.6 und 4.5.7. [

Definition 4.5.5. Sind Ry C V; und Ry C V5 Wurzelsysteme iiber demsel-
ben Korper, so definieren wir ihre Summe R, ® Ry, C V7 & V5 als
Rl@RQZRl X {O}U{O} XRQ

Die Summe zweier Wurzelsysteme ist natiirlich wieder ein Wurzelsystem. Ein
Wurzelsystem heifit unzerlegbar, falls es weder leer ist noch isomorph zu
einer Summe von zwei nichtleeren Wurzelsystemen.

Proposition 4.5.6. Ist R C V ein Wurzelsystem, so gibt es genau eine Par-
tition R = R1U.. .UR,, derart, daf$ R; jeweils ein unzerlegbares Wurzelsystem
in dem von thm erzeugten Untervektorraum ist und daf gilt

Beweis. Sei ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf R mit der Eigenschaft
(a, YY) # 0 = a ~ 3. Unter dieser Aquivalenzrelation zerlegt man nun
Rin Aquivalenzklassen R=R;U...UR,,. Der Rest des Beweises bleibt dem
Leser iiberlassen. O

Proposition 4.5.7. Sei k ein Kiorper der Charakteristik Null. Das Bilden
des Dynkin-Diagramms definiert eine Bijektion

unzerlegbare Endliche Diagramme,
Wurzelsysteme iiber k, = die in unserer Liste
bis auf Isomorphismus aufgefiihrt sind

Beweis. Ich gebe nur die Beweisidee. Ist 7' C V' eine linear unabhéngige
Teilmenge in einem euklidischen Vektorraum, so ist die 7" x T-Matrix der
Skalarprodukte (c, 3) mit a, 8 € T positiv definit. Wir zeigen nun beispiel-
haft, daf§ es im Dynkin-Diagramm eines Wurzelsystems keine Zyklen gibt.
Bilden némlich die Wurzeln aq,...,q, einen Zykel, so betrachten wir die
normierten Vektoren ¢; = «;/||a;|| und berechnen das Quadrat der Linge
von e =Y. & zu
(e,e) =n+ Z(gi,a‘j)
i#]

Da aber gilt (g;,¢;) < 0 fiir ¢ # j und fir j = ¢ + 1 (mod n) sogar
4(gi,€5)* € {1,2,3} und damit 2(g;,&;) < —1 ergibt sich (g,e) < 0 im Wi-
derspruch zu ¢ # 0. Ahnliche Argumente liefern eine ganze Liste von Dia-
grammen, die nicht als Unterdiagramme im Dynkin-Diagramm eines Wur-
zelsystems vorkommen koénnen, und damit bleibt dann nur obige Liste von
Moglichkeiten. Dafl die Diagramme der Liste auch wirklich zu Wurzelsyste-
men gehoren, kann man z.B. durch explizite Konstruktion der zugehorigen
Wurzelsysteme zeigen. O]
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5 Einfache endlichdimensionale Darstellungen

5.1 Klassifikation durch das hochste Gewicht

Definition 5.1.1. Sei g D b eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra mit ei-
ner Cartan’schen Unteralgebra. Die Elemente von h* heiflen auch Gewichte.
Fiir jede Darstellung V' von h und A € h* definiert man den Gewichtsraum
Vy zum Gewicht A als den Untervektorraum

Vw={veV|Hv=XH)v VH € b}

Gilt V) # 0, so heifit A ein Gewicht von V. Die Menge aller Gewichte von
V notieren wir

PV)={rebh"[Vy#0}
mit P nach franzosisch “poids” fiir “Gewicht”.

Bemerkung 5.1.2. Fassen wir speziell g auf als eine Darstellung von § ver-
mittels der adjungierten Operation, so erhalten wir als Gewichte P(g) =
RU{0} die Wurzeln R = R(g, h) mitsamt der Null und die zugehorigen Ge-
wichtsrdume sind die Wurzelrdume g,, fiir die Wurzeln o € R sowie gg = b.

Ubung 5.1.3. Gegeben eine Darstellung V einer abelschen Liealgebra b und
A € b* liefert das Auswerten bei 1 einen Isomorphismus Mod?(ky, V) = Vj.

Definition 5.1.4. Fiir jedes System positiver Wurzeln Rt C R definieren
wir nun eine partielle Ordnung auf der Menge h* aller Gewichte durch die
Vorschrift

A>pe NeEn+|RY)

Hier bezeichnet |R*T) getreu unserer allgemeinen Konvention ?? das von
R* in b* erzeugte Untermonoid. Ist V' eine Darstellung von g, und gibt es
beziiglich unserer partiellen Ordnung in der Menge P(V') der Gewichte von
V' ein groBtes Element p, so heifit @ das h6chste Gewicht von V' beziiglich
R und jeder von Null verschiedene Vektor aus V), ein héchster Gewichts-
vektor.

Bemerkung 5.1.5. Es gibt durchaus von Null verschiedene (unendlichdimen-
sionale) Darstellungen, die iiberhaupt keine Gewichte haben, in Formeln
V' # 0 aber P(V) = (). Ein erstes Beispiel werden wir mit der Einhiillen-
den kennenlernen. Ebenso kann es auch passieren, dafl P(V') zwar nicht leer
ist, aber kein grofites Element hat. Wir werden jedoch sehen, dal einfache
endlichdimensionale Darstellungen stets ein hochstes Gewicht haben, und
daB sie sogar durch dieses hochste Gewicht klassifiziert werden. Genauer ist
unser néchstes Ziel:
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Satz 5.1.6 (Klassifikation durch das hochste Gewicht). Sei g eine
halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h C g eine Cartan’sche Unteralgebra und
R = R(g,b) das zugehirige Wurzelsystem. Gegeben ein System von positiven
Wurzeln RT C R bezeichne

Xt={Aebh*| (\a')€Zsy YVa€ R}

die Menge der in Bezug auf R dominanten ganzen Gewichte. So haben
wir eine Bijektion

einfache endlichdimensionale
Darstellungen von g, — Xt
bis auf Isomorphie

das in Bezug auf R

4 hochste Gewicht von V

Bemerkung 5.1.7. Der Beweis der Klassifikation durch das héchste Gewicht
5.1.6 bendtigt starke Hilfsmittel und wird sich als direkte Konsequenz aus
5.4.5 und 5.4.7 ergeben.

Bemerkung 5.1.8. In b* oder ganz allgemein in einem beliebigen Vektorraum
der Charakteristik Null mit einem Wurzelsystem R betrachtet man das Gitter
der ganzen Gewichte

X={eh" | (\a')eZ VaeR}

Per definitionem sind alle Wurzeln ganze Gewichte, in Formeln R C X, und
das Gitter der ganzen Gewichte X ist stabil unter der Weylgruppe.

Bemerkung 5.1.9. Ist IT = {ay, ..., a,} die in R enthaltene Basis des Wur-
zelsystems R, so bilden die Kowurzeln o, ..., a; eine Basis des Vektorraums
h. Die Elemente der zur Basis der Kowurzeln dualen Basis von h* notiert
man wr,...,w, und bezeichnet sie als die fundamentalen dominanten
Gewichte. Sie werden also charakterisiert durch (w;, o) = d;;. Natiirlich
bilden die fundamentalen dominanten Gewichte wy, ..., w, eine Z-Basis fiir
das Gitter X der ganzen Gewichte und die Menge der dominanten ganzen
Gewichte
X" =Nw; +...+Nw,

ist genau der Schnitt von X mit dem Abschlufl der dominanten Weylkammer.
Formeln fiir die Darstellung der fundamentalen dominanten Gewichte durch
einfache Wurzeln findet man am Ende von | ].
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Bemerkung 5.1.10. Ist g eine einfache endlichdimensionale Lie-Algebra, h C g
eine Cartan’sche und RT C R(g,h) ein System positiver Wurzeln, so besitzt
nach 5.1.6 insbesondere die adjungierte Darstellung ein hochstes Gewicht 3 €
R*. Es heifit die h6chste Wurzel und kann nach 5.4.11 auch beschrieben
werden als die einzige Wurzel 8 € RT derart, daf fiir alle « € Rt die Summe
a + [ keine Wurzel mehr ist.

5.2 Die universelle Einhiillende Algebra

Definition 5.2.1. Sei g eine Lie-Algebra iiber einem Kérper k. Eine uni-
verselle Einhiillende Algebra von g oder kurz Einhiillende ist ein Paar
(U, can) bestehend aus einer assoziativen unitdren k-Algebra U und einem
Lie-Algebren-Homomorphismus can : g — L(U) derart, dafl folgende uni-
verselle Eigenschaft erfiillt ist: Gegeben eine assoziative unitére k-Algebra
A und ein Homomorphismus von Lie-Algebren ¢ : g — L(A) gibt es genau
einen Homomorphismus von unitéren k-Algebren ¢ : U — A mit ¢ = pocan,
im Diagramm

g

can
Nl
©

= g

Beispiele 5.2.2. Ist g = 0, so ist U = k eine Einhiillende. Ist g eine eindi-
mensionale Lie-Algebra mit Basis X € g, so ist der Polynomring in einer
Verdnderlichen U = k[X] eine Einhiillende, mit can der offensichtlichen Ab-
bildung
can: g — k[X]
aX — aX

Bemerkung 5.2.3. Ist (Up,can;) eine zweite Einhiillende von g, so mufl (mit
den iiblichen Argumenten) die Abbildung can; : U — U ein Isomorphismus
sein. Eine Lie-Algebra besitzt also bis auf eindeutigen Isomorphismus hochs-
tens eine Einhiillende. Wir werden aus diesem Grund oft den bestimmten
Artikel verwenden und von der Einhiillenden reden.

Lemma 5.2.4. Sei V' eine abelsche Gruppe, g eine Lie-Algebra tiber einem
Korper k und can : g — U eine Einhiillende von g. Die Finschrinkung
vermittels can zusammen mit der Finschrdinkung vermittels der Einbettung
k — U, a — al definieren eine Bijektion

Strukturen auf V als -~ Strukturen auf V' als Darstellung
Modul iiber dem Ring U der Lie-Algebra g iiber k
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Beweis. Eine Struktur auf V' als U-Modul ist ja per definitionem ein Ho-
momorphismus von unitdren Ringen ¢ : U — EndV. Die Einschréankung
von ¢ auf & C U macht V' zu einem k-Vektorraum, und fiir diese Struk-
tur induziert ¢ erst einen Homomorphismus von assoziativen unitéren k-
Algebren ¢ : U — Endy V, dann einen Homomorphismus von Lie-Algebren
@ : L(U) — gl(V), und schlieBlich einen Homomorphismus von Lie-Algebren
pocan : g — gl(V). Die Einschrankungen liefern also auf V' die Struktur
einer Darstellung iiber k. Um zu zeigen, dafl diese Zuordnung bijektiv ist,
geben wir die inverse Abbildung an. Eine Darstellung der Lie-Algebra g iiber
k ist ja per definitionem ein Paar (V, p) bestehend aus einem k-Vektorraum
V' und einem Homomorphismus p : g — L(End V') von Lie-Algebren iiber k.
Diesen Homomorphismus kénnen wir aber nach der Definition der universel-
len Einhiillenden auf genau eine Weise erweitern zu einem Homomorphismus
von unitéren assoziativen k-Algebren p: U — Endy V, und damit haben wir
auf V' die gesuchte U-Modulstruktur konstruiert. Wir iiberlassen dem Leser
den Nachweis, dafl diese beiden Konstruktionen zueinander invers sind. [

Bemerkung 5.2.5. Im Folgenden bezeichnen wir fiir ein Element X einer Lie-
Algebra g sein Bild can(X) in einer Einhiillenden meist kurz mit demselben
Buchstaben X.

Bemerkung 5.2.6. Unter einem augmentierten Ring versteht man ganz all-
gemein einen Ring mitsamt einem ausgezeichneten Ideal, dem Augmenta-
tionsideal, das manchmal auch nur als einseitiges Ideal angenommen wird.
Die Bezeichnung kommt wohl daher, daf§ hier die Ringstrukur durch ein
zusitzliches Datum erweitert wird. Die Abbildung auf den Quotienten nach
besagtem Ideal heifit dann die Augmentation.

Bemerkung 5.2.7. Jede Lie-Algebra g besitzt die triviale eindimensionale
Darstellung k. Diese fiihrt nach dem Vorhergehenden zu einem Homomor-
phismus von unitéren k-Algebren € : U(g) — k mit ¢(X) =0 VX € g. Den
Kern von € bezeichnen wir manchmal mit ker e = U' und machen so unsere
Einhiillende zu einem augmentierten Ring mit Augmentation e.

Satz 5.2.8 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Jede Lie-Algebra besitzt eine uni-
verselle Einhiillende Algebra. Ist g eine Lie-Algebra iiber einem Korper k und
(X;)ier eine Basis von g und < eine totale Ordnung auf I, so bilden die ge-
ordneten Monome, d.h. die Monome X;qy ... Xy mit i(1) < i(2)... < i(r)
eine Basis der Finhillenden U(g) tber k.

Bemerkung 5.2.9. Der erste Aussage wird in einer prézisierten Form als 5.2.13
bewiesen, die zweite im Anschluf daran. Als Ubung schreibe man Y?H X in

der Einhiillenden von sl(2) als Linearkombination geordneter Monome fiir
die Ordnung X, H,Y.
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Bemerkung 5.2.10. Bei der Formulierung haben wir die Konvention benutzt,
nach der das “leere” Monom, d.h. das Monom mit r = 0, die Einheit 1 €
U(g) darstellt. Ist X, ..., X, eine Basis von g, so bilden nach unserem Satz
insbesondere die Monome X" ... X7¢ mit n; > 0 eine Basis von U(g).

Definition 5.2.11. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper k. Die Ten-
soralgebra iiber V ist die assoziative unitére k-Algebra

TWV)=TV =PV =kavVeVeV)aVaVveV)a...

r>0

mit der k-bilinearen Multiplikation, die festgelegt wird durch die Vorschrift
(M®..0u) (N ®...w) = (VR ...0, QW @ ...wy).

Lemma 5.2.12 (Universelle Eigenschaft der Tensoralgebra). Sei V
ein Vektorraum iiber einem Korper k und bezeichne ¢ : V. — T,V die of-
fensichtliche k-lineare Finbettung. Ist A eine unitire assoziative k-Algebra
und ¢ V. — A eine k-lineare Abbildung, so gibt es genau einen unitdiren
Algebrenhomomorphismus ¢ : T,V — A mit ¢ = ¢ o ¢, im Diagramm

Vv S5 T,V
Nl
@

A

Beweis. Die Menge V' erzeugt T,V als unitére k-Algebra, also gibt es hochs-
tens ein mogliches ¢. Andererseits konnen wir ein mogliches ¢ schlicht defi-
nieren durch die Vorschrift ¢(v; ® ... ® v,) = @(v1) ... o(v,). O

Proposition 5.2.13. Sei g eine Lie-Algebra iiber einem Korper k. Betrach-
ten wir das Ideal I = I(g) C T(g), das von allen (x @y —y @ x — [z,y]) mit
x,y € g erzeugt wird, so ist die assoziative unitire Algebra U(g) = T(g)/I
mit der Abbildung can : g — T'(g) — U(g) eine Einhiillende von g.

Beweis. Fur diesen Beweis bezeichne p : T'(g) — U(g) die Projektion und
c: g — T(g) die kanonische Abbildung, wir haben also can = po c. Sicher ist
can ein Homomorphismus von Lie-Algebren, denn wir haben

can[z, y| (canz)(cany) — (cany)(canx) = [canz,cany]

ple,yl = pz®y—y®)

da nach Konstruktion gilt t®@y—y®x—[x,y] € I = ker p. Nach Konstruktion
wird U(g) als unitdre k-Algebra von g erzeugt, eine Abbildung von g in eine
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unitére assoziative Algebra A 148t sich also auf hochstens eine Weise zu einem
Homomorphismus unitérer Algebren U(g) — A fortsetzen. Um die folgende
Argumentation iibersichtlich zu machen, arbeiten wir mit dem Diagramm

g — T(g) — Ulg)
NS
A

Sei also ¢ : g — A ein Lie-Algebren-Homomorphismus von g in eine assozia-
tive unitéire k-Algebra A. Selbst wenn ¢ nur linear ist, erweitert es auf genau
eine Weise zu einem unitéren Algebrenhomomorphismus ¢ : T'(g) — A. Ist
¢ zusétzlich ein Lie-Algebren-Homomorphismus, so folgt sofort (z @y —y®
x—[z,y]) =0, also ¢(I) = 0. Damit faktorisiert dann ¢ wie gewiinscht tiber
einen Homomorphismus unitérer k-Algebren ¢ : U(g) — A. O

Beweis, daf$ die geordneten Monome aus 5.2.8 die Einhiillende erzeugen.
Wir betrachten in U = U(g) den Teilraum U,., der von allen Monomen der
Lénge hochstens r aufgespannt wird, also das Bild von @, ¢%° in U(g),
und zeigen durch Induktion, daf U, schon von den geordneten Monomen der
Lange < r aufgespannt wird. Denn sei Xy ... Xj) ein Monom. Wir wissen
ja, dafl gilt

XX+ = Xigr Xig) + [ X Xig+)]

Hier kénnen wir den Kommutator entwickeln als (endliche) Linearkombina-
tion > a;X;, mithin héngt die Nebenklasse eines Monoms der Lénge r in
U,./U,._1 nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. Mit Induktion iiber r se-
hen wir so, dafl U, von den geordneten Monomen der Léinge < r aufgespannt
wird. O

Beweis, daf$ die geordneten Monome aus 5.2.8 linear unabhdngig sind.

Im Fall der Lie-Algebra einer Lie-Gruppe skizzieren wir in 5.2.15 ein ele-
mentares Argument. Im allgemeinen werden wir zum Beweis einen Vektor-
raum S betrachten mit einer Basis indiziert durch alle endlichen monoton
wachsenden Folgen aus [ und versuchen, ihn zu einer Darstellung unserer
Lie-Algebra zu machen, und zwar so, als ob er schon die Einhiillende mit
einer Poincaré-Birkhoff-Witt-Basis wire. Das gelingt und erledigt dann den
allgemeinen Fall. Sei also S = k:[f( xaer der Polynomring in den Erzeugenden
X,. Fiir einen Multiindex ¢ = (Ay,...,\,) € I” bezeichne X, das Monom
X, =X, ... X, Fiir A € I soll A < o bedeuten A < \; fiir 1 < i < r. Wir
nennen einen Multiindex monoton genau dann, wenn gilt A\; < ... < A,.. Die
Léange r von ¢ bezeichnen wir mit |o|. Nach Konvention gibt es genau einen
Multiindex der Lange Null, er ist monoton, gréfler als jedes A € I, und das
zugehorige Monom ist das Eins-Element 1 € S. Die X,, fiir monotone o bilden
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eine Basis von S. Der von den Monomen der Lénge r aufgespannte Teilraum
heifle S, es ist also Sy =k, S = @, S, und 5,5, C Syys Vr,s € N. Wir
schreiben S<, = @ogigr S; und setzen S<, = 0 fiir » < 0.

Lemma 5.2.14. Es gibt genau eine Familie von bilinearen Abbildungen v, :
g X S<p — S<pp1, (X, T) — XT derart, daff gilt

1. ¢, setzt .1 fort;

2. XoX, = X0 X, fir\€I, o€l mit \<o;

3 XoX,e XX, +8, VY el oel’;

4. Xa(X,T) = X, (XoT) = [X2, X,JT VA vel, TeE S, .

Beweis. Sicher haben wir solche Abbildungen ¢, fiir » < 0. Es reicht also,
wenn wir zeigen: Ist ¢, bereits konstruiert mit den Eigenschaften 1-—4, so gibt
es genau eine Moglichkeit, ¢, zu einer Abbildung ¢, 1 mit den Eigenschaften
1-4 auszudehnen. Sei also ¢, gegeben. Es gilt, fiir alle A\ € I und monotones
o der Lange |o| = r + 1 das Bild ¢,,1(X), XU) = X, X, € S anzugeben. Im
Fall A < ¢ definieren wir X ,\)A(g =X AXU, damit 2 erfiillt ist. Sonst schreiben
wir 0 = (v,7) mit v € I, 7 € I", und da A £ ¢ haben wir A > v. Wenn 1-4
erfiillt sein sollen, so muf} gelten

XAXU = XAXVXT dav <,

X, X0 X, + [ Xy, X, X, nach 4,

X, X0X, + X, R+ [X), X,]X, fir R=X,X, - X, X,
= X, X, X, + X, R+ [X,\,XZ,}XT dav <\ v<r.

Nach Induktion gilt nun R € S<,, also sind rechts unten alle Terme schon
induktiv definiert, und wir konnen und werden unsere Gleichung als eine
induktive Definition von X, X, = ©r1( X, XU) im Fall A € o auffassen. Die
von ¢, geforderten Eigenschaften sind offensichtlich mit Ausnahme von 4.
Nach Induktionsannahme gilt es noch zu zeigen

X)\XVX’T - XVX)\XT = [X)\;XV]XT

fiir alle \,v € I und 7 € I". Wir geben dieser Aussage den Namen (\, v, 7).
Offensichtlich gilt (A, v, 7) fiir A = v, nach Definitionen von ¢, gilt (A, v, 7)
unter der Voraussetzung A > v < 7, und da die Lieklammer schiefsymme-
trisch ist, folgt die Giiltigkeit von (A, v, 7) auch fiir den Fall v > A < 7. Es
bleibt also nur noch, (A, v, 7) zu zeigen im Fall A £ 7, v £ 7. In diesem Fall
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schreiben wir 7 = (y,w) mit g € I, w € I"™! und haben also u < A\, u < v
und p < w. Jetzt entwickeln wir

XXX = XX, XX,
= X)[X,, XX, + X5 X, X, X,
= X)X, XX, + [X), XX, X, + X, X0 X, X,

wo die zweite Gleichung per Induktion folgt und die dritte aus schon be-
kannten Fiéllen, indem wir schreiben XVXW = XVXW + R mit R € S¢,_o,
und beachten, dafl gilt 4 < v und p < w. Dasselbe gilt, wenn wir A\ und v
vertauschen, und indem wir auch noch X. =X #X'w entwickeln, erhalten wir
die drei Gleichungen

XX, X, = XX, XX, + X, X0 X, X, + [ Xy, X)X, X,
X, XX, = X, [Xy, X)X, + X, X, XX, + [X, XXX,
[X)n Xl/] X‘r = [X)\a XV]XuXw

Unser Ziel ist, noch in unserem speziellen Fall die Formel
X)\XI/XT - XI/X/\XT = [X)UXV]XT

zu zeigen. Aber ziehen wir bei unseren drei Gleichungen von eben auf der
rechten Seite die beiden unteren Ausdriicke vom oberen ab, so ergibt sich

([XM [XWXM]] + [[X)\a X}L]v Xl/] + Xu[Xx\a Xu] - [X,\, XV]X;L>X(U =

~

(X0 [Xo, XW]] + (X0, [X, Xn]] + [ X, [X0, XD X = 0
nach der Jacobi-Identitat. O

Das Lemma liefert uns eine Darstellung der Lie-Algebra g auf der symme-
trischen Algebra S = k:[f( Aaer, also einen Lie-Algebren-Homomorphismus
¢ L — Endg S, so daf} gilt @(XM)(XU) € )A(MXU + Scjo| fiir alle p, 0 und
@(XH)(XU) = Xu)i'g falls 4 < 0. Um die lineare Unabhéngigkeit der geord-
neten Monome in 5.2.8 zu zeigen, betrachten wir S als Modul iiber U = U(g)
vermittels ¢ : U(g) — End; S. Ist X1y ... X)) ein aufsteigendes Monom in
Ul(g), so gilt X X
P X - X)) (1) = Xoy - - X

Da die aufsteigenden Monome linear unabhéngig sind in .S, miissen sie auch
in U linear unabhéingig gewesen sein. O]

Bemerkung 5.2.15. Ist g die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe, so kann man die
lineare Unabhéngigkeit {iber R der aufsteigenden Monome ohne grofle Miihe
zeigen: Man wihlt dazu in einer offenen Umgebung V' des neutralen Elements
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e von G lokale Koordinaten x1,...,T,, die bei e verschwinden, und so, dafl
das Vektorfeld 57 am neutralen Element mit X; ibereinstimmt, fiir 1 <7 <
r. Durch das Anwenden von linksinvarianten Vektorfeldern auf Funktionen
wird C*°(V') ein U(g)-Modul. Lassen wir die aufsteigenden Monome aus U(g)
operieren auf Monomen in den lokalen Koordinaten und werten das Resultat
am neutralen Element aus, so erhalten wir unter Verwendung der iiblichen
Multiindex-Schreibweise (X%z®)(e) # 0, aber (X“z°)(e) = 0 falls gilt a # 3
und |a| < |B|. Daraus folgt dann die lineare Unabhéngigkeit der X.

Ubung 5.2.16. Jeder Homomorphismus von Lie-Algebren 1i8t sich auf genau
eine Weise ausdehnen zu einem Homomorphismus zwischen ihren Einhiil-
lenden.

Ubung 5.2.17. Ist g = n @ b eine Zerlegung als k-Vektorraum einer Lie-
Algebra {iber einem Koérper £ in die direkte Summe von zwei Unteralgebren,

so induziert die Multiplikation einen Isomorphismus von Vektorrdumen, ja
sogar von U(n)-U(b)-Bimoduln

Un) @, U(b) = U(g)

Definition 5.2.18. Die opponierte Algebra A° zu einer k-Algebra A wird
erklart dadurch, daBl man auf dem Vektorraum A die neue Verkniipfung x
betrachtet, die gegeben wird durch a xb =10 - a.

Ubung 5.2.19. Ist g eine Lie-Algebra, so ist auch g° eine Lie-Algebra und die
Multiplikation mit (—1) ist ein Algebrenhomomorphismus g — g°

Bemerkung 5.2.20. Ist g — U eine Einhiillende, so auch dieselbe Abbildung
g° — U°. Insbesondere setzt sich die Multiplikation mit (—1) : g = g°
fort zu einem Isomorphismus assoziativer Algebren U = U°, den wir den
prinzipalen Antiautomorphismus von U nennen und v — u' notieren.
Ist V' eine Darstellung von g und u € U, so haben wir fiir die kontragrediente
Darstellung V* die Formel (uf)(v) = f(u'v) fiir alle f € V* v € V und
ueU.

5.3 Filtrierungen und Graduierungen

Definition 5.3.1. Eine (aufsteigende) Filtrierung auf einer abelschen
Gruppe V ist eine Folge von Untergruppen V=" fiir r € Z derart, daf8 gilt
V=rc Ve fiir alle r € Z.

Definition 5.3.2. Eine Graduierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine
Folge von Untergruppen V" fiir r € Z derart, da gilt V = P . Die
Elemente von V" heiflen dann homogen vom Grad 7.

T‘EZ
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Bemerkung 5.3.3. Jede Untergruppe U C V und jeder Quotient V/U einer
filtrierten abelschen Gruppe V' erbt in natiirlicher Weise eine Filtrierung von
V, genauer setzen wir US" = V="N U und nehmen als (V/U)=" einfach das
Bild von V=" unter der kanonischen Projektion.

Bemerkung 5.3.4. Fiir eine Untergruppe U C V' bzw. einen Quotienten V/U
einer graduierten abelschen Gruppe V' bilden die Schnitte U" = V"N U bzw.
die Bilder der V" in V/U im allgemeinen keine Graduierung von U bzw. von
V/U. Das gilt nur, wenn mit jedem v € U auch alle homogenen Komponenten
von v zu U gehdren, wenn also fiir die U" = UNV" gilt U = @, U".
Eine Untergruppe einer graduierten abelschen Gruppe mit dieser Eigenschaft
nennt man homogen, und fiir den Quotienten einer graduierten abelschen
Gruppe nach einer homogenen Untergruppe bilden die Bilder der V" in der
Tat auch eine Graduierung des Quotienten V/U und wir haben wir dann
(V/u)y-=vrjur.

Bemerkung 5.3.5. Eine Graduierung V' = @, V" liefert eine Filtrierung
durch V=" = @, ., V". Zu jeder filtrierten abelschen Gruppe konnen wir
umgekehrt die assoziierte graduierte Gruppe grV = D, V=" /vt
bilden. Kommt die Filtrierung auf V' schon von einer Graduierung her, so
haben wir einen kanonischen Isomorphismus V = gr V.

Bemerkung 5.3.6. Ein Homomorphismus ¢ : V' — W von filtrierten abelschen
Gruppen heifit mit den Filtrierungen vertréiglich genau dann, wenn gilt
d(V=") € W= fiir alle r € Z. Er induziert dann natiirlich einen Homomor-
phismus gr¢ : gr V' — gr W zwischen den assoziierten graduierten Gruppen.

Ubung 5.3.7. Ist V eine filtrierte abelsche Gruppe und U C V eine Unter-
gruppe und betrachten wir auf U und V/U die induzierten Filtrierungen, so
erhalten wir mit dem Neunerlemma eine kurze exakte Sequenz

grlU — grV — gr(V/U)

Ubung 5.3.8. Sei ¢ : V. — W ein mit den Filtrierungen vertriglicher Ho-
momorphismus filtrierter abelscher Gruppen. Es gelte V<" = W=" = ( fiir
r<0und V= V=" sowie W = |JW=". Man zeige: Ist gr¢: grV — gr W
ein Isomorphismus, so ist schon ¢ selbst ein Isomorphismus. (Hinweis: Neu-
nerlemma. Sogar die schwiichere Voraussetzung (| V=" = 0 wire hier ausrei-
chend.)

Ubung 5.3.9. Eine Filtrierung auf einem Vektorraum mit der Eigenschaft
V=T =0 fir r < 0 und V = |J V=" kommt stets von einer Graduierung her.

Bemerkung 5.3.10. Benutzt man die oben eingefiihrten Begriffe fiir Ringe,
so wird stets implizit die Vertraglichkeit mit der Multiplikation gefordert.
Genauer treffen wir folgende Vereinbarungen.
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Definition 5.3.11. Eine (aufsteigende) Filtrierung cines Rings A ist eine
Filtrierung der additiven Gruppe A derart, dafl gilt ASTAS® C AS"** fiir alle
r, s und zusétzlich 1 € A=Y,

Definition 5.3.12. Eine Graduierung eines Rings A ist eine Graduierung
der additiven Gruppe A derart, dafl gilt A”A% C A™5.

Ubung 5.3.13. Das Eins-Element eines graduierten Rings ist notwendig ho-
mogenen vom Grad Null, in Formeln 1 € A°.

Bemerkung 5.3.14. Jeder Quotient A/I eines filtrierten Rings A nach einem
Ideal I ist fiir die natiirliche Filtrierung wieder ein filtrierter Ring. Jeder
Quotient A/I eines graduierten Rings A nach einem homogenen Ideal I ist
mit der natiirlichen Graduierung wieder ein graduierter Ring.

Bemerkung 5.3.15. Eine Graduierung A = €, A" eines Rings liefert eine
Filtrierung durch AS" = @ugr AY. Zu jedem filtrierten Ring konnen wir
umgekehrt den assoziierten graduierten Ring

grA=@Aas /A=

reZ

bilden, die Multiplikation auf gr A wird in der naheliegenden Weise definiert.
Kommt die Filtrierung auf dem Ring A schon von einer Graduierung her, so
haben wir einen kanonischen Isomorphismus graduierter Ringe A = gr A.

Bemerkung 5.3.16. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B von einem filtrier-
ten Ring A in einen filtrierten Ring B, der mit den Filtrierungen vertréglich
ist, induziert natiirlich einen Homomorphismus gr¢ : gr A — gr B zwischen
den assoziierten graduierten Ringen.

Bemerkung 5.3.17. Analog definiert man filtrierte bzw. graduierte Vektorrdume
und filtrierte bzw. graduierte Algebren. Bei assoziativen unitdren Algebren
fordert man meist implizit, dafl die Filtrierung auch mit der zugrundeliegen-
den Ringstruktur vertraglich sein soll, d.h. daf§ die 1 im Teilraum zu > 0
enthalten ist.

Bemerkung 5.3.18. Die Tensoralgebra T'(V') iiber einem Vektorraum V' trigt
eine offensichtliche Graduierung. Definieren wir die symmetrische Algebra
S(V)=T(V)/(x®y —y®x) als die Einhiillende der abelschen Lie-Algebra
V, so erbt S(V) eine Graduierung von T'(V). Ist g eine Lie-Algebra und
[g,9] # 0, so erbt U = U(g) nur die Filtrierung von 7'(g) und wird so eine
filtrierte unitéire Algebra 0 = U< c USSP c USt c U2 C ... mit U0 =k,
Us'=ke& L.
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Bemerkung 5.3.19. Meines Erachtens ist die allgemein iibliche Bezeichnung
von S(V) als “symmetrische Algebra” nicht besonders gliicklich, ich wiirde
lieber die “universelle kommutative Algebra iiber V” sagen. Die allgemein
iibliche Bezeichnung hat den folgenden Ursprung: Natiirlich operiert die sym-
metrische Gruppe 8" auf durch Vertauschung der Tensorfaktoren auf V.
Die Invarianten (V®7)S" unter dieser Operation heifien die symmetrischen
Tensoren der Stufe r. In Charakteristik Null liefert nun eben fiir jedes » > 0
die Projektion V®" — S"V einen Isomorphismus vom Raum der symmetri-
schen Tensoren der Stufe r mit der homogenen Komponente SV der Algebra
SV, deshalb die Bezeichnung als “symmetrische Algebra”. Das Inverse die-
ses Isomorphismus heiffit die Symmetrisierung und wird gegeben durch die
Formel

'Ul---'UrHF V(1) @ ... & Vg(r)
'UEST

Satz 5.3.20 (Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Koordinaten). Sei g eine
Lie-Algebra. Die beiden Surjektionen T'(g) — S(g) und T(g) = grT(g) —
grU(g) haben denselben Kern und definieren folglich einen Isomorphismus
von graduierten k-Algebren

grU(g) = S(g)

Beweis. Das mag der Leser zur Ubung selbst aus dem Satz von Poincaré,
Birkhoftf und Witt 5.2.8 folgern. [

Korollar 5.3.21. Die Einhiillende einer Lie-Algebra ist stets nullteilerfrei.
Die Einhiillende einer endlichdimensionalen Lie-Algebra ist stets noethersch.

Beweis. Das folgt sofort aus den beiden Lemmata, die wir gleich im An-
schlu beweisen, da ja iiber Koérpern Polynomringe nullteilerfrei sind und
Polynomringe in endlich vielen Variablen noethersch nach dem Hilbert’schen
Basissatz. [

Lemma 5.3.22. Sei A ein filtrierter Ring mit () AS" = 0 und |J AS" = A.
So gilt
(gr A) nullteilerfrei = A nullteilerfrei

Beweis. In der Tat, seien a,b € A gegeben mit a # 0, b # 0. Sind r, s
minimal mit @ € AS", b € A=*) so sind auch die Bilder a € AS"/A<"~! und
b € AS*/A="! von Null verschieden. Ist gr A nullteilerfrei, so folgt ab # 0.
Dies Produkt ist aber die Nebenklasse von ab in AS™5/AS"5=1 und wenn
schon die Nebenklasse von ab nicht verschwindet, so ist erst recht ab selbst
von Null verschieden. O
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Lemma 5.3.23. Sei A ein filtrierter Ring und M ein filtrierter A-Modul mit
N M=" =0 und |y M=" = M. So ist mit gr M auch M selbst endlich erzeugt
und es gilt sogar

(gr M) noethersch iiber (gr A) = M noethersch iber A

Beweis. Ist der assoziierte graduierte Modul gr M endlich erzeugt, so finden
wir dafiir auch ein endliches Erzeugendensystem aus homogenen Elementen.
Wiéhlen wir Urbilder dieser Elemente in M, so erzeugen sie iiber A einen
Untermodul N C M mit gr N = gr M. Mit 5.3.7 folgt daraus hinwieder-
um gr(M/N) = 0 und mit unseren Voraussetzungen an die Filtrierung dann
M/N = 0, als da heifit unsere Urbilder erzeugen bereits M. Ist schlieflich
gr M noethersch, so ist fiir jeden Untermodul N C M der assoziierte gradu-
ierte gr N endlich erzeugt als Untermodul von gr M, und dann ist auch N
selbst endlich erzeugt nach dem, was wir bereits bewiesen haben. O]

5.4 Konstruktion von Moduln mit héchstem Gewicht

Bemerkung 5.4.1. Ist b — g ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so
kénnen wir jede Darstellung von g auch als eine Darstellung von b auffassen.
Haben wir umgekehrt eine Darstellung M von b, so bilden wir die zugehori-
ge koinduzierte Darstellung von g vermittels allgemeiner Tensorprodukte
wie in 7?7 und ?? durch die Vorschrift

prody M = U(g) ®uw)y M

Zusammen mit dem sogenannten “kanonischen” Homomorphismus M —
prodg M, m — 1 ® m von Darstellungen von b hat sie die folgende univer-
selle Eigenschaft: Ist N irgendeine Darstellung von g und ¢ : M — N ein b-
Homomorphismus, so gibt es genau einen g-Homomorphismus ¢ : prodg M —
N mit ¢ = @ o can. All das folgt aus allgemeinen Eigenschaften des Tensor-
produkts und wird in ?? und ?? in grofler Allgemeinheit diskutiert.

Definition 5.4.2. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h C g eine
Cartan’sche Unteralgebra, R = R(g,h) das Wurzelsystem und R™ C R ein
System von positiven Wurzeln. Wir betrachten in g die Unteralgebra b =
h ® P, cr+ ga- Dehnen wir ein Gewicht A € h* aus zu einer Linearform auf
b durch die Vorschrift A(g,) = 0 Va € RT, so erhalten wir offensichtlich
einen Charakter A\ : b — C, d.h. eine eindimensionale Darstellung C, der
Lie-Algebra b. Die koinduzierte Darstellung

A(X) = A(X\,R*) = prody C, = U(g) ®u(s) Ca
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heifft der Verma-Modul zum hochsten Gewicht A\. Den Tensor 1 ® 1 in die-
sem Modul bezeichnen wir mit vy € A(X) und nennen ihn den kanonischen
Erzeuger des Verma-Moduls A()).

Proposition 5.4.3 (Struktur von Vermamoduln). Sei g eine halbein-
fache komplexe Lie-Algebra, b C g eine Cartan’sche Unteralgebra, R* ein
System von positiven Wurzeln, < die zugehorige partielle Ordnung auf h*
und A € h* ein Gewicht.

1. Betrachten wir in g die Unteralgebra n = @ c g+ g—a, 50 ist A(X) ein
freier U(n)-Modul vom Rang FEins mit dem kanonischen Erzeuger v,
Basis. In Formeln ausgedriickt liefert also die Multiplikation eine Bi-
jektion

2. Der Verma-Modul A(\) besitzt eine Gewichtsraumzerlegung der Gestalt

AN =P AN,

59N

3. Bezeichnet P : h* — N die Kostant’sche Partitionsfunktion, die
zdhlt, auf wieviele verschiedene Weisen sich ein Gewicht zerlegen lafst
i eine Summe von positiven Wurzeln, so erhalten wir fiir die Dimen-
sionen der Gewichtsrdume unserer Verma-Moduln die Formel

dimy A(N), =P (A — p)

4. Der Vermamodul A(X) hat das hichste Gewicht \ und der zugehdrige
Gewichtsraum A(N)y ist erzeugt von vy, in Formeln A(X)y = Cu,.

Bemerkung 5.4.4. Bei der Definition der Kostant’schen Partitionsfunktion
werden Zerlegungen, die sich nur in der Reihenfolge unterscheiden, als gleich
betrachtet. Im Extremfall g = 0 vereinbaren wir P(0) = 1, in der Tat 1483t
sich ja die Null auf genau eine Weise als Summe von positiven Wurzeln
schreiben, indem wir ndmlich die Summe von {iberhaupt keiner positiven
Wurzel nehmen.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus 5.2.17 und der Assoziativitdt von
Tensorprodukten ??. Sind nun weiter aq, ..., «, die positiven Wurzeln und
wahlen wir Vektoren 0 # Y; € g_,., so bilden nach Poincaré-Birkhoff-Witt
die

vy ey,
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mit a(z) > 0 eine Basis von A()), und da per definitionem v, ein Gewichts-
vektor zum Gewicht A ist, folgen daraus mit 5.4.6 die anderen Teile der
Proposition. ]

Satz 5.4.5 (Klassifikation einfacher Hochstgewichtsmoduln). Seien g
eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h C g eine Cartan’sche Unteralgebra
und Rt C R ein System von positiven. Wurzeln.

1. Fiir jedes Gewicht \ € b* besitzt der Vermamodul A(X) einen grofiten
echten Untermodul rad A(X).

2. Der Quotient nach diesem Untermodul L(\) = A(X)/rad A()) ist eine
einfache Darstellung und wir erhalten so eine Bijektion

-~ FEinfache Darstellungen mit einem
hochsten Gewicht, bis auf Isomorphismus

b*
A= L(\)
3. Ist A\ mazximal unter den Gewichten einer Darstellung M, so induziert

das Auswerten auf dem kanonischen Erzeuger vy unseres Vermamoduls
einen Isomorphismus Mod®(A(N), M) = M,,.

4. Besitzt eine einfache Darstellung ein mazximales Gewicht, so ist dies
Gewicht schon ihr hichstes Gewicht.

Beweis. 1. Jeder h-Untermodul U C A(M) zerfillt auch in Gewichtsraume
U= @ueh* U, Ist U ein g-Untermodul, so folgt wegen 5.4.3 aus Uy # 0 schon
U = A(A). Ist U ein echter g-Untermodul, so gilt also U C €D, A(A),. Die
Summe von allen echten Untermoduln ist mithin selbst immer noch ein ech-
ter Untermodul und die erste Behauptung ist bewiesen.

2-4. Der Quotient L(A) = A(M)/rad A()) ist insbesondere eine einfache
Darstellung mit hochstem Gewicht A. Ist umgekehrt M irgendeine Dar-
stellung, so liefert nach 5.1.3 das Auswerten bei 1 einen Isomorphismus
Mod"(Cy, M) = M,. Ist hier A ein maximales Gewicht, so finden wir fiir
alle positiven Wurzeln a mit 5.4.6 bereits g, My C M),, = 0 und fol-
gern Mod®(Cy, M) = Mod"(Cy, M) = M,. Mit Frobenius-Reziprozitit (Hier
noch nicht erkldrt!) liefert dann Auswerten an vy in der Tat einen Isomor-
phismus Mod?(A()), M) = M,. Ist M auch noch einfach, so mufl M damit
isomorph sein zum einzigen einfachen Quotienten unseres Vermamoduls. [J

Lemma 5.4.6. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h C g eine
Cartan’sche Unteralgebra und R = R(g,b) das Wurzelsystem. Sei V eine
Darstellung von g. So gilt

gV C Vaio Vae R, Aeb”
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Beweis. Das folgt aus der Definition eines Gewichtsraums und der Formel
HXv=[H,Xlv+XHv VHeh, X eg,veV. ]

Lemma 5.4.7. Gegeben A\ € h* ist der einfache Modul L(\) mit hichstem
Gewicht A endlichdimensional genau dann, wenn das Gewicht A\ ganz und
dominant ist, in Formeln A € X ™.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis, da8 L(\) nur dann endlichdimen-
sional sein kann, wenn das Gewicht A ganz und dominant ist. Sei ganz allge-
mein V eine endlichdimensionale Darstellung. Betrachten wir fiir a € R die
zu sl(2, k) isomorphe Unteralgebra g, @ ka¥ @ g_, von g, so folgt aus der
Darstellungstheorie von sl(2, k) nach ?7? fiir alle A\ € P(V) sofort (\, ") € Z.
Also kann eine endlichdimensionale nur ganze Gewichte haben. Ist weiter ein
Gewicht einer endlichdimensionalen Darstellung nicht dominant, sagen wir
n=(\a") <0,und ist 0 # v € V) ein Gewichtsvektor, so folgt aus der Dar-
stellungstheorie von sl(2, k) weiter g,v # 0 und damit V), # 0 und A kann
kein maximales Gewicht gewesen sein. Den Beweis der anderen Richtung im
Lemma geben wir im Anschlufl an den Beweis von 5.4.9. [

Definition 5.4.8. Wir erinnern an die Halbsumme p der positiven Wurzeln
und definieren die “zum Fixpunkt —p verschobene” Operation von W auf
h*, die sogenannte dot-Operation, durch die Formel

z-A=z(A+p)—p

Lemma 5.4.9. Fir jede einfache Wurzel o € 11 und jedes Gewicht \ € bh*
mit S - A < A qibt es eine Injektion von g-Moduln

A(5a - A) = AN)

Bemerkung 5.4.10. Wir werden spéter zeigen, dafl dieselbe Aussage allgemei-
ner fiir jede positive Wurzel a € R gilt.

Beweis. Fiir eine einfache Wurzel avist s,-A < A gleichbedeutend zu (A, o) €
N. Sei nun zundchst o € R™ beliebig mit n = (\,a¥) € N. Fiir z,, € g, und
Ya € §_o behaupten wir dann

[an2+lv>\ =0
Man kann das entweder durch Rechnung priifen, indem man unter der Zu-
satzvoraussetzung [, y,] = oV induktiv fiir alle i > 1 die Formel x,y vy =
i(n — i+ 1)y’ 'uy herleitet ganz analog dazu, wie wir es aus im Beweis von
77?7 bereits kennen. Man kann sich aber auch auf den Standpunkt stellen, dafl
die vy ja eine Basis eines Vermamoduls von g% = g_, ® kaV @ g, = sly
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mit hochstem Gewichtsvektor vy bilden, und operiert o alias h auf diesem
hochsten Gewichtsvektor durch einen nichtnegativen ganzzahligen Eigenwert,
so gibt es auch eine einfache (n + 1)-dimensionale Darstellung von sly mit
diesem hochsten Gewicht, die nach 5.4.5 notwendig ein Quotient unseres sl,-
Vermamoduls sein mufl. Der Kern der Quotientenabbildung ist offensichtlich
gerade das Erzeugnis der y’ vy mit ¢ > n, folglich bilden diese einen Unter-
modul, und damit erkennen wir z,y" v, = 0, ohne die Rechnung aus dem
Beweis von 7?7 wiederholen zu miissen. Ist nun zusétzlich « eine einfache
Wurzel, so gilt sogar 2y vy = 0 fiir alle 5 € RT \ a und i € N, denn ia — 3
ist dann nie eine Summe positiver Wurzeln. Da aber gilt s, - A = A —(n+ 1)«
nach 4.3.10 und den Definitionen, folgern wir 0 # y" vy € A()\),,.» und er-
halten nach der Definition unserer Verma-Moduln wie im Beweis von 5.4.5.4
aus ihrer universellen Eigenschaft als koinduzierte Darstellungen einen von
Null verschiedenen Homomorphismus A(s,-A) — A(A), der den kanonischen
Erzeuger von A(s, - A) auf y"*lv, abbildet. Da alle Vermamoduln frei sind

vom Rang 1 iiber dem nullteilerfreien Ring U(n), muf§ dieser Homomorphis-
mus sogar eine Injektion sein. O]

Beweis von < in 5.4.7. Das Lemma zeigt, daBl fiir A € h* und « einfach mit
(A, @) ganz und nichtnegativ ein hochster Gewichtsvektor von L(\) stets ei-
ne endlichdimensionale g®-Unterdarstellung erzeugt. Nun ist in jeder Darstel-
lung V' von g die Summe W aller endlichdimensionalen g*-Unterdarstellungen
fiir beliebiges festes a € R eine g-Unterdarstellung von V, wie man zum Bei-
spiel aus Ubung 2.3.3 folgert. Gilt nun (\, ") € N fiir jede einfache Wurzel
a, so ist also L(\) fiir jede einfache Wurzel o die Summe seiner endlichdi-
mensionalen g*-Unterdarstellungen, und aus der expliziten Beschreibung in
??7 und 5.4.6 folgt s, P(L(A\)) = P(L(\)) fiir jede einfache Spiegelung s, € W.
Dann ist aber notwendig P(L(\)) stabil unter der Weylgruppe, also endlich,
also dim L()\) < oo. O

Ubung 5.4.11. Gibt es in einer einfachen Darstellung einer halbeinfachen
Lie-Algebra einen von Null verschiedenen Vektor, der von allen Wurzelvek-
toren zu einem System positiver Wurzeln aus dem Wurzelsystem zu einer
Cartan’schen anulliert wird, so ist der fragliche Vektor bereits ein hochster
Gewichtsvektor unserer Darstellung.

Ubung 5.4.12. Die Darstellung A’ C**' von sl(n + 1;C) ist einfach fiir 1 <
1 < n -+ 1 und hat das hochste Gewicht w; =€ + ... +¢;.

5.5 Die Weyl’schen Formeln

Notation 5.5.1. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h C g eine
Cartan’sche Unteralgebra, RT C R ein System von positiven Wurzeln, p € h*
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die Halbsumme der positiven Wurzeln, X das Gitter der ganzen Gewichte
und Xt die Menge der in Bezug auf R dominanten ganzen Gewichte.

Satz 5.5.2 (Weyl’sche Dimensionsformel). Fir jedes ganze dominante
Gewicht A € Xt wird die Dimension der einfachen Darstellung L(\) mit
hochstem Gewicht A gegeben durch die Formel

[Lier+ (A +p0")
Ha€R+ <p7 av>

Bemerkung 5.5.3. Der Beweis wird im Anschlu8 an 5.5.29 gegeben. Auf
dem Weg dahin werden wir sogar die Dimensionen dimy L(A), aller Ge-
wichtsrdume von endlichdimensionalen einfachen Darstellungen bestimmen.

dim L(\) =

Definition 5.5.4. Wir betrachten den Gruppenring Zh* der additiven Grup-
pe b*. Fassen wir A\ € h* als Element dieses Gruppenrings auf, so schreiben
wir e* statt ), da sonst \ + p zweideutig wire. Die e* fiir A € h* bilden also
eine Z-Basis von Zh* und es gilt e* e# = e M* .

Bemerkung 5.5.5. Der Ring Zb* ist nullteilerfrei. In der Tat liegen je zwei
Elemente stets in einem Teilring der Gestalt ZE fiir £ C h* eine endlich
erzeugte Untergruppe, und da E notwendig eine freie abelsche Gruppe ist,
mufl ZE isomorph sein zu einem Ring von Laurent-Polynomen in mehreren
Veranderlichen.

Definition 5.5.6. Fiir jede endlichdimensionale Darstellung V' von g defi-
nieren wir ihren Charakter chV € Zh* durch die Vorschrift

chV = dimV,)e
o
”w

Bemerkung 5.5.7. Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung ist
stabil unter der Weylgruppe. In der Tat folgt aus der Darstellungstheorie
der sl(2; k) nach ??, dafl geeignete Potenzen von Erzeugern von g, und g_,
[somorphismen zwischen den Gewichtsrdumen zu A und s, liefern.

Satz 5.5.8 (Weyl’sche Charakterformel). Fiir jedes ganze dominante
Gewicht A € X gilt in Quot(Zb*) die Formel

> pew (—1)1) e
D wew (1)1 e

Bemerkung 5.5.9. Der Beweis wird im Anschlufl an den Beweis von 5.5.28
gegeben. Die Formel selbst ist insbesondere fiir theoretische Uberlegungen
niitzlich, fiir praktische Berechnungen scheint mir 5.5.27 sehr viel besser, und
es gibt auch noch bessere Verfahren. Das Vorzeichen (—1)"*) ist {ibrigends
gerade die Determinante von w.

ch L(\) =
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Beispiele 5.5.10. Man priift sofort, daff sich korrekt ch L(0) = €° ergibt. Im
Fall g = sl(2, k) haben wir p = /2, XT = Np und es ergibt sich fiir alle
n € N korrekt

e(n+1)p _ e_(n+l)p

ch L(np) = = eV e

eP —e— P

Bemerkung 5.5.11. Ist g einfach und 3 € R die hochste Wurzel, so ist L(3)
die adjungierte Darstellung und die Weyl’sche Charakterformel spezialisiert
zu einer bemerkenswerten kombinatorischen Identitét, die der Leser selbst
ausschreiben mag.

Bemerkung 5.5.12. Ich kann zwar fiir den Ring Zh* keine Anschauung an-
bieten, wohl aber fiir seinen Teilring ZX. Ist genauer G eine einfach zusam-
menhdngende kompakte Lie-Gruppe mit endlichem Zentrum und 7" C G
ein maximaler Torus, so sind die zugehorigen komplexifizierten Lie-Algebren
h C g eine Cartan’sche in einer halbeinfachen komplexen Lie-Algebra. Gege-
ben A € X C h* kénnen wir eine Abbildung [e}] : T — C* definieren durch
die Kommutativitit des Diagramms

LieT & C
exp | | exp
r Y cx

Auf diese Weise erhalten wir eine Injektion ZX < Ens(T,C), e* — [e}],
die sowohl unsere Notation e* erklirt als auch den Ring ZX interpretiert
als einen Ring von Funktionen auf 7. Arbeiten wir statt mit kompakten
Lie-Gruppen mit komplexen algebraischen Gruppen, so liefert eine entspre-
chende Konstruktion sogar einen Isomorphismus CX — C[T¢] vom Grup-
penring mit komplexen Koeffizienten des Gewichtegitters in den Ring der
polynomialen Funktionen auf dem algebraischen maximalen Torus T¢. Ist
nun 7 : G — GL(V) eine stetige komplexe endlichdimensionale Darstellung
von G und dr : g — gl(V') die zugehorige Darstellung der Lie-Algebra g, so
wird unser formaler Charakter ch(V,dr) € ZX unter besagter Einbettung
ZX — Ens(T,C) die Restriktion auf 7" des tiblichen Charakters

ch(Vm): G — C
g + tr(r(g))

In dieser Form wurde die Charakterformel von Weyl entdeckt und daher
rithrt ihr Name. Wir wollen nun unseren Charakterring so erweitern, daf§ wir
auch mit Charakteren von Verma-Moduln rechnen kénnen.
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Definition 5.5.13. Ganz allgemein kénnen wir die Menge Ens(h*,Z) aller
Abbildungen von h* nach Z betrachten. Wir schreiben solche Abbildungen
f : b* — 7Z als unendliche formale Ausdriicke f = > f(\)e* und ordnen
jeder Darstellung V' von g oder sogar von h mit endlichdimensionalen Ge-
wichtsrdumen ihren Charakter chV € Ens(h*,Z) zu vermittels der Vor-
schrift

chV = (dimV})e"

Bemerkung 5.5.14. Offensichtlich bilden die Charaktere aller Vermamoduln
eine linear unabhéngige Familie in Ens(h*,Z) und dasselbe gilt fiir die Cha-
raktere aller einfachen hochsten Gewichtsmoduln, aber ich kenne keine Mog-
lichkeit, die Multiplikation in Zh* sinnvoll auf ganz Ens(h*, Z) auszudehnen.
Um dennoch mit Charakteren von Vermamoduln rechnen zu kénnen, arbei-
ten wir mit einer geeigneten Untergruppe.

Definition 5.5.15. Bezeichne
7'h* C Ens(b*,Z)

die Menge aller Abbildungen von h* nach Z, deren Tréger in einer Vereinigung
von endlich vielen Mengen der Form A — (R*| enthalten ist.

Bemerkung 5.5.16. Natiirlich kénnen wir Zh* C Z'h* als die Teilmenge aller
Funktionen mit endlichem Trager auffassen. Wir konnen nun die Multiplika-
tion in Zh* zu einer assoziativen kommutativen Multiplikation auf Z 'h* fort-
setzen durch die Vorschrift (fg)(v) =32y, ,—, f(A)g(u), denn unsere Tréger-
bedingung stellt sicher, dafl in diesen Summen nur endlich viele Terme nicht
verschwinden. Man kann sich {iberlegen, dafl dieser Ring auch nullteilerfrei
ist, aber wir werden das nicht bendtigen. Als Beispiel fiir die Niitzlichkeit
unseres Rings zeigen wir gleich zwei Lemmata.

Lemma 5.5.17. Seien M, N zwei h-Moduln mit endlichdimensionalen Ge-
wichtsrdumen derart, dafl beide die Summe threr Gewichtsriume sind und
daf$ ihre Charaktere beide zu Z'b* gehdren. So gilt ch(M®N) = (ch M)(ch N).

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O

Lemma 5.5.18. Der Charakter eines Verma-Moduls wird gegeben durch die
Formel ch A(X) = e [[cpe (1 + e *+e 2 +..), insbesondere gilt in Z b

die Formel
( H 1- ea> chA(N) = e

a€ER*
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Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten und die erste driickt
nur unsere Erkenntnisse {iber Vermamoduln aus 5.4.3 in unserem neuen
Formalismus aus, da ja offensichtlich gilt [[ cpe(1 + e *4e*4...) =

> Pl=p)e . O

Bemerkung 5.5.19. Wir interessieren uns nun fiir den Eigenwert des Casimir-
Operators auf einem Verma-Modul. Bezeichne K : § — h* den von der
Killingform x induzierten Isomorphismus, charakterisiert durch (x(h),h') =
k(h,h') Vh,h' € bh. Bezeichne ( , ) die Bilinarform auf h*, die unter dem
Isomorphismus & der Killingform auf b entspricht. Haben wir & : h +— A, so
folgt fiir alle € b* auch pu(h) = (A, 1). Nach dem anschlieBenden Lemma
ist unsere Bilinearform invariant unter der Weylgruppe.

Lemma 5.5.20. Die Restriktion der Killingform einer komplexen halbeinfa-
chen Lie-Algebra auf eine Cartan’sche ist invariant unter der Weylgruppe.

Beweis. Fiir x,y € h und w € W rechnen wir

k(z,y) = tr(adzady)
= Za€R<a7x> <O./,y>
= ZﬁeR<w_lﬁaI><w_lﬁay>

= > per(B,wz) (B, wy)
= k(wz,wy) O

Lemma 5.5.21. Jeder Endomorphismus eines Vermamoduls ist die Multi-
plikation mit einem Skalar.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen k — Endg A(X) — Endj(A(N)y).
Die zweite ist injektiv, da A(\), nach 5.4.3 schon A(\) erzeugt. Die Ver-
kniipfung ist eine Bijektion, da ja nach 5.4.3 der hochste Gewichtsraum eines
Vemamoduls eindimensional ist. Also sind unsere Abbildungen alle drei Bi-
jektionen. O

Lemma 5.5.22. Der Casimir-Operator C' = C\; aus 2.2.12 operiert auf dem
Verma-Modul A(X) durch den Skalar cx = (A + p, A+ p) — (p, p).

Bemerkung 5.5.23. Dies Lemma gilt unverdndert, wenn wir die Killingform
ersetzen durch eine beliebige invariante nichtausgeartete symmetrische Bi-
linearform auf unserer halbeinfachen Lie-Algebra. Es zeigt im Ubrigen in
Verbindung mit 5.4.9 auch (A, A\) = (wA, wA) zumindest fiir alle ganzen Ge-
wichte A und alle w € W.
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Beweis. Wir miissen nach 5.5.21 nur ausrechnen, durch welchen Skalar der
Casimiroperator C' auf dem héchsten Gewichtsraum A(M), operiert. Dazu
wihlen wir fiir &« € R™ geeignete Wurzelvektoren z, € g, und y, € g_, mit
K(Ta,Ya) = 1, wihlen des weiteren eine Orthonormalbasis hy, ..., h, von b
unter der Killing-Form x und erhalten

¢ = ZQGRJr Yala + Tala + Zf?:l hlz
P acrt Wala + [Tasya] 20 17

Dieser Ausdruck operiert auf A(\), natiirlich durch den Skalar

o= 3 Masyal) + AR

aeRt 1=

Schreiben wir A = K(h), so liest sich unser Skalar als

C\ = Z K<h7 [xomya]) + Z K(hv hl)2

a€ERT

und da. gilt £(h, (oo Yo]) = (ks T, o) = A(R)A(Ear yo) = (h) exgibt sich
schlieB3lich fiir unseren Skalar die Formel

cx = 2p(h) + k(h,h)
= (2P, /\) + (A’ )‘)
= A+p,A+p)—(p.p) O

Bemerkung 5.5.24 (Formel von Freudenthal). Der Beweis von 5.5.22 lie-
fert bereits eine Formel zur induktiven Berechnung irreduzibler Charaktere.
Ist L = L(mp) die (m + 1)-dimensionale einfache Darstellung von sl((2;C)
und ist e, h, f die Standardbasis wie in 7?7, so liefern die Formeln aus dem
Beweis dort, daf§ die Operation von fe auf jedem von Null verschiedenen
Gewichtsraum L(mp),,—ia geschieht durch den Skalar (m — i+ 1)i, den wir
auch schreiben kénnen als

(m =i+ 1)i = 3 (dim L(mp)sa) (1 + jor, a¥)

Jj=1

fiir 4 = mp — ia. Die rechte Seite wird nun zusétzlich Null fiir alle Ge-
wichte p mit L(mp), = 0 und das zeigt, da8 fiir alle endlichdimensionalen
Darstellungen V' der Liealgebra sl(2; C) und alle Gewichte u gilt

tr(fe|V,) = Z(dim Viia)(p + jo, a¥)

Jj=1
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Gegeben z € g, und y € g_, mit [z,y] = a" folgt aus der Formel vom Beginn
des Beweises von 77 sofort

k(Y a") = 2k(z,y)

Gegeben z,, € g, und y, € g_, mit k(z4, yo) = 1 folgt umgekehrt dann auch,
daB z,, 0¥ und (k(a”,@")/2)y, ein sly-Tripel (e, h, f) bilden. Fiir A € (R)q
kiirzen wir nun /(A A\) = |\| ab. Fiir die Spur des Casimir auf dem Ge-
wichtsraum L(\),, ergeben sich mit 5.5.22 und den Formeln aus dem Beweis
dieses Lemmas die beiden Gleichungen

tr(CILA)y) = (dim L(A)u) (A + pf* = [pf*)

tr(ClLA) L) = Dper+ szzl(dim[/()‘)uﬂa) (n+ja,a¥)
+ (dim L(A),,) (I + p* = |pl*)

Aus dem Vergleich dieser beiden Formeln zusammen mit der Erkenntnis
R(aY) = 2a/(a, ) ergibt sich dann schlieflich Freudenthal’s Formel

(dim L)) (1A + o = [+ o) =2 37 S (dim L)) (1 + o, )

acRt j>1

Sie erlaubt es, induktiv die Dimension eines Gewichtsraums in einer einfa-
chen Darstellung zu berechnen aus den Dimensionen der Gewichtsrdume zu
hoheren Gewichten.

Lemma 5.5.25. Jeder Verma-Modul A(X) hat endliche Linge und jeder
einfache Subquotient von A(N) ist ein einfacher hochster Gewichtsmodul L)
mit 1 < A und (p+p, p+p) = A+ p,A+p).

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus 5.4.5.4 und 5.5.22, da der Casimir-
Operator auf jedem Subquotienten von A(A) auch durch den Skalar ¢y ope-
rieren mufl. Wir folgern daraus zunéchst einmal, dafl es iiberhaupt nur endlich
viele p gibt, die als hochste Gewichte einfacher Subquotienten unseres Ver-
mamoduls in Frage kommen. Aus p < A folgt ja unter anderem pu = A\ + v
mit v € (R). Nun gibt es aber nur endlich viele Elemente des Wurzelgitters
v € (R) mit (A p, \+p) = (A\+v+p, \+v+p), denn diese Gleichung ist gleich-
bedeutend zu (v, v)+2(A+p, ) = 0, und da unsere Bilinearform ( , ) nach ??
positiv definit ist auf (R)g, kann unsere Gleichung im Gitter (R) hochstens
endlich viele Losungen haben. Weiter hat jeder von Null verschiedene Sub-
quotient S von A(\) selbst einen einfachen Subquotienten, ganz allgemein
besitzt ja nach 7?7 jeder von Null verschiedene Modul iiber einem Ring einen
einfachen Subquotienten. Damit gibt es also fiir jeden von Null verschiedenen
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Subquotienten .S von A(A) ein Gewicht g mit (u+ p, pu+p) = (A4 p, A+ p)
und S, # 0. Wir konnen dann die Lange [(A(\)) einer in jedem Schritt echt
absteigenden Filtrierung der Darstellung A()\) abschétzen durch

AN < Y dimg AW, O
n<A
(ptp,ptp)=
=(A+p,A+p)

Bemerkung 5.5.26. Wir erinnern an die “zum Fixpunkt —p verschobene”
Operation von W auf h*, gegeben durch die Formel w - A = w(\ + p) — p.

Satz 5.5.27 (Kostant’sche Charakterformel). Gegeben A € Xt ein do-
minantes ganzes Gewicht ist der Charakter der einfachen Darstellung mit
hochstem Gewicht \ die alternierende Summe tiber die Charaktere der Ver-
mamoduln mit hochstem Gewicht in der Bahn von \ unter der dot-Operation
der Weylgruppe, in Formeln

chL(A) = D (1) ch A(w- \)

weWw

Beweis. Fir A € (R)g kiirzen wir \/(\, A) = |A| ab. Lemma 5.5.25 sagt uns,
daff wir den Charakter von A(\) schreiben kénnen in der Form

chA(N) = E ay ch L(p)
HEA
lu+p|=[A+p]

fiir geeignete a € N mit a} = 1. Da sich eine obere Dreiecksmatrix mit
Einsen auf der Diagonalen stets invertieren l&t, konnen wir umgekehrt auch
den Charakter von L()) schreiben in der Form

ch L(\) = E by ch A(p)
1500
l+pl=|A+p]

fiir geeignete by € Z mit b} = 1. Insoweit gilt alles fiir beliebige \ € by und
wenn wir die Notation |u| vermeiden sogar fiir beliebige A € h*. Ist A nun
ganz und dominant, so hat L(\) endliche Dimension nach 5.4.7 und ch L(\)
ist nach 5.5.7 invariant unter der Weylgruppe W. Wir multiplizieren dann
beide Seiten unserer Gleichung mit

H (e2/2 —e™¥/2) = ¢f H (1—e)

a€ERtT a€ERT
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und erhalten mit der Abkiirzung d, = b} ” die Formel

( H eo‘/z—e_a/2> chL(\) = be{e‘”” = Zdye”
o v

a€ERt

mit der zusétzlichen Information dyy, = 1 und d,, = 0 falls nicht |v| = |A+p|
und v < A + p. Nach 4.3.4 dndert die linke Seite ihr Vorzeichen, wenn man
darauf eine einfache Spiegelung sz anwendet. Dasselbe muff dann auch fiir
die rechte Seite gelten und wir folgern d, = (—1)®)d,,, fiir alle w € W.
Insbesondere haben wir damit sogar d, = 0 falls nicht |v| = |A + p| und
wr < A+ p fiir alle w € W. Mit dem anschlieBenden Lemma folgt d, = 0
falls nicht v € W/(A + p), und mit unserer zusétzlichen Information dy;, =1
und Zuriickparametrisieren folgt die Kostant’sche Charakterformel. m

Lemma 5.5.28. Sei u € X T ein ganzes dominantes Gewicht und v € X
irgendein ganzes Gewicht. Aus |v| = |p| und wv < p fir alle w € W folgt
veWpn.

Beweis. Jedes ganze Gewicht 148t sich mit W nach X* konjugieren, und
sein “Betrag” &ndert sich nach 5.5.23 dabei nicht. Wir diirfen also ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit v € X1 annehmen und miissen nur fiir
p,v € Xt aus v < pund |v| = |p| folgern v = p. Nun ist ja per definitionem
das Skalarprodukt eines Vektors aus der dominanten Weylkammer mit einer
positiven Wurzel stets nichtnegativ, als da heifit, unter unseren Vorausset-
zungen schlielen — v und v einen stumpfen Winkel ein. Dann aber muf} die
Summe mindestens genauso lang sein wie jeder der beiden Summanden, und
Gleichheit der Langen ist nur moglich, wenn der entsprechende Summand
mit der Summe iibereinstimmt. O]

Beweis der Weyl’schen Charakterformel 5.5.8. Wir teilen die Formel

( H e04/2 _e—a/Q) ch L(/\) _ Z (_l)l(w) ew(A—I—p)

a€ERt weWw

aus dem Beweis der Kostant’schen Charakterformel 5.5.27 durch ihre Spe-
zialisierung an A = 0. [l

Bemerkung 5.5.29. Die Spezialisierung obiger Formel bei A = 0 ist auch
fiir sich genommen eine bemerkenswerte kombinatorische Identitét, die soge-
nannte Weyl’sche Nennerformel

ef H (1—e®) = H (e%/2 — e=/2) = Z (—1)w) gue

aceRt aeRt weW
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Ubung 5.5.30. Man zeige mithilfe einer Streckung der Nennerformel fiir eine
beliebige halbeinfache Lie-Algebra die Formel

ch L(np) = ™ H (1+e*4...+e "

a€ERT

Beweis der Weyl’schen Dimensionsformel 5.5.2. Es liegt nahe, den Ringho-
momorphismus € : Zh* — Z zu betrachten mit e(e}) = 1 VX € h*. Dann
ist natiirlich dim L(A) = €(ch L())), nur fithrt uns die Weyl’sche Charak-
terformel zunéchst auf die wenig hilfreiche Relation 0 - dim L(A\) = 0. Um
hier weiterzukommen benutzen wir eine abstrakte Version der Regel von de
I’Hospital. Dazu bilden wir in unserem Gruppenring Zb* den Teilring ZX
und betrachten fiir & € R den Gruppenhomomorphismus 9, : ZX — ZX
mit J,(e*) = (i, ") e*. Man priift miihelos, da§ d, eine Derivation ist und
daf3 die 9, fiir verschiedene o kommutieren. Ist D = Hae p+ 0o € EndZX das
Produkt der 0y, so gilt offensichtlich eD e = [],cp+ (1, @), und mit 4.3.4
folgt daraus eD et = (—1)"®eDe* zuerst fiir w eine einfache Spiegelung
und dann fiir beliebige w € W. Betrachten wir nun die aus der Kombination
der Weyl’schen Charakterformel und Nennerformel entstehende Gleichung

(e" H (1- e_a)> chL()\) = Z (—1)1w) guirte)

a€RT weW

und wenden auf beide Seiten €D an, so ergibt sich

eD (ep H (1-— eo‘)> e(ch L(\)) = |[W| H A+ p,a)

a€ERT a€ERT

denn “kriegt einer der Faktoren 1 —e™ keine Derivation ab, so verschwindet
er unter €’. Setzen wir hier e(ch L()\)) = dim¢ L(\) ein und teilen unsere
Gleichung durch ihre Spezialisierung an A = 0, so ergibt sich die Weyl’sche
Dimensionsformel. O

Bemerkung 5.5.31. Die Gewichte maximaler Lénge in einer einfachen end-
lichdimensionalen Darstellung nennen wir ihre extremen Gewichte. Die
extremen Gewichte von L(v) sind nach 5.5.28 gerade die Weylgruppenkon-
jugierten des hochsten Gewichts, d.h. die Elemente von Ww.

Satz 5.5.32 (Formel von Klimyk). Gegeben A, u, v € X+ dominante gan-
ze Gewichte gilt fir die Vielfachheit [L(p) @ L(v) : L(A)] von L(X) als Sum-
mand der Tensordarstellung die Formel

L(1) ® L(v) : L) = 3 (~ 1) dim L(p)syr < dim L()s
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Bemerkung 5.5.33. Ist u klein im Vergleich zu v in dem Sinne, daf§ fiir alle
einfachen Wurzeln o und alle z € W gilt (v + zpu, ) > —1, so haben
wir in der obigen Formel sogar ganz rechts Gleichheit fiir alle \. Auch im
allgemeinen zeigt unsere Formel [L(u) ® L(v) : L(A)] # 0 = A —v| < |y
beziiglich jedes unter der Weylgruppe invarianten Skalarprodukts auf hg,.

Beweis. Ist E irgendeine endlichdimensionale Darstellung und P(E) die Mul-
timenge ihrer Gewichte im Sinne von ?7, so liefert die Kostant’sche Charak-
terformel 5.5.27

ch(E@Lw)= Y (-D)'WchA(y-v+7)

yeW, T€P(E)

und um die Vielfachheit von L(\) in F® L(v) zu bestimmen, miissen wir nur
auf der rechten Seite die Summanden A(\) zdhlen und erhalten die Gleichung
aus der Formel von Klimyk in der Gestalt

E@L): LN = Y (-1)'@ =3 (-1)®dimE\_,,

yEW,T€EP(E) yeW
Yy v+T=X

Ebenso aber einfacher finden wir auch ch(E® A(v)) = >- pm ch A(v +7)
und damit [E® A(v) : L(A)] = dim E)_,. Das liefert die Ungleichung.  [J

Bemerkung 5.5.34. Haben wir nun wieder £ = L(u), so konnen wir die
Kostant’sche Charakterformel auch mit der Kostant’schen Partitionsfunktion
aus 5.4.3 schreiben in der Gestalt

dim L(p), = Y _(=1)!@P(z - pp—n)

zeW

Setzen wir das in die Formel von Klimyk ein, so ergibt sich die Formel und
Steinberg

(L) @ L) : LA = Y (1) P(@-p+y-v -2

z,yeWw

Bemerkung 5.5.35. Sei T C GL(n,C) die Gruppe der invertierbaren Diago-
nalmatrizen und ¢; : T"— C* die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag.
Die Charaktergruppe X(7") ist die freie abelsche Gruppe iiber den ¢; und ihr
Gruppenring ist der Ring Z[X;, X; '] aller Laurent-Polynome in Verinderli-
chen Xy,..., X, wo wir e = X, abgekiirzt haben, d.h. X; ist ¢; aufgefafit
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als Element des Gruppenrings. Der Charakter definiert einen Ringisomor-
phismus

Grothendieckgruppe der
endlichdimensionalen polynomialen S Z[X, ., X
Darstellungen von GL(n,C)

des Darstellungsrings der polynomialen Darstellungen mit dem Ring der sym-
metrischen Polynome. Die irreduziblen Darstellungen entsprechen hierbei den
sogenannten Schur-Polynomen. Gegeben natiirliche Zahlen A\; > ... >
An > 0 gehort genauer zur irreduziblen Darstellung L(A) mit hochstem Ge-
wicht \ie1 + ... + A&, das Schur-Polynom S, mit der kombinatorischen
Definition

Sy = det(X ")/ det(X )

In der Tat folgt das aus der Weyl’schen Charakterformel und der Erkenntnis,
dafl wir eine Identitdt haben der Gestalt

XPiXn=2 X, =eftr

mit k einem Gewicht, das invariant ist unter der Weylgruppe. Etwas Vorsicht
ist jedoch geboten, denn weder p noch x gehoren zu X(7').
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6 Mehr iiber Spiegelungsgruppen

6.1 Coxetergraphen und Klassifikation

Definition 6.1.1. Sei E ein affiner euklidischer Raum iiber einem angeordne-
ten Korper k und W C Aut E eine affine Spiegelungsgruppe. Sei A ein Alko-
ven und S C W die Menge der Spiegelungen an den Wanden von A. Wir defi-
nieren zu diesen Daten eine symmetrische S x .S-Matrix m : Sx.S — NU{oc},
die sogenannte Coxetermatrix unserer Spiegelungsgruppe durch die Vor-
schrift, dafl der Matrixeintrag in Zeile s und Spalte ¢ die Ordnung von st sein
soll, in Formeln
msy = m(s,t) = ord st

Bemerkung 6.1.2. Auf der Diagonalen unserer Matrix stehen natiirlich nur
Einsen und auflerhalb sind alle Eintrage > 2. Unsere Matrix ist unabhénig
von der Wahl von A. Etwas formaler kénnten wir in A x H die Teilmenge S
aller Paare (A, H) betrachten, bei denen die Spiegelebene H eine Wand des
Alkoven A ist, fiir S den Bahnenraum S = W\S nehmen, und in offensicht-
licher Weise eine Matrix m : S xS — NU {oo} erkliren, die dann in der Tat
von keinerlei Wahlen mehr abhéngt.

Bemerkung 6.1.3. Die Coxetermatrizen der affinen Spiegelungsgruppen ha-
ben typisch nur sehr wenige von Zwei verschiedene Eintrage und fast keine
Eintrage > 3. Weiter sind die Eintridge auf der Diagonalen eh bekannt. Be-
sonders {ibersichtlich stellt man die in einer Coxetermatrix enthaltene Infor-
mation deshalb in der Form des sogenannten Coxetergraphen dar: Man
malt eine Ecke fiir jedes Element von S, eine Kante zwischen je zwei Ecken
s,t € S mit m(s,t) > 3, und schreibt an diese Kante noch die Zahl m(s,t)
im Fall m(s,t) > 3.

Beispiel 6.1.4. Die Spiegelungsgruppe, deren Alkoven ein Schachbrettmuster
bilden, hat also den Coxetergraphen

o0 o0

und nehmen wir fiir jedes Schachfeld noch seine beiden Diagonalen als Spie-
gelhyperebenen hinzu, so hat der Coxetergraph dieser grofleren Spiegelungs-

gruppe die Gestalt
4 4

Proposition 6.1.5. Seien Vi, V; euklidische Vektorraume und Wy C GL(1}),
Wy € GL(V3) endliche orthogonale Spiegelungsgruppen ohne Fixpunkte au-
Berhalb des Nullpunkts. Genau dann haben Wy und Wy denselben Cozeter-
graphen, wenn es eine Isometrie o : Vi = Vo gibt mit Wo = Wit
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Beweis. Noch aufschreiben. O

Satz 6.1.6 (Klassifikation endlicher Spiegelungsgruppen). Genau dann
gehort ein Coxetergraph zu einer endlichen reellen Spiegelungsgruppe, wenn
alle seine Zusammenhangskomponenten in der folgenden Liste zu finden sind.

Beweis. Das folgt sofort aus den beiden anschlieBenden Propositionen. [

Proposition 6.1.7. Genau dann gehort eine Coxetermatriz (mst)ses 2u €i-
ner endlichen reellen Spiegelungsgruppe, wenn die Matriz (— cos(m/ms+))stes
positiv definit ist.

Proposition 6.1.8. Die zusammenhdngenden Coxetergraphen, fiir die die
Matriz (—cos(m/msy))sies positiv definit ist, sind genau die Graphen der
Liste im Satz.

Beweis von 6.1.7. Wir zeigen zunéchst, dafl die Coxetermatrix einer endli-
chen Spiegelungsgruppe stets positiv definit ist. Wir wahlen dazu einen Alko-
ven A und ein invariantes Skalarprodukt (, ) und betrachten zu jeder Wand
von A den Normalenvektor, der in Richtung von A zeigt. Wir erhalten so
eine Familie (e5)scs von Einheitsvektoren. Offensichtlich schlieBen e, und e,
gerade den Winkel m — m/my; ein, folglich haben wir

(es,er) = —cos(m/mys,)

und folglich kann eine Coxetermatrix nur dann zu einer endlichen reellen
Spiegelungsgruppe gehéren, wenn die Matrix (— cos(m/mg4))ses positiv de-
finit ist. Wir zeigen nun, dafl die positive Definitheit unserer Matrix auch
hinreichend ist. Fiir eine beliebige Menge S und eine beliebige S x S-Matrix
m : S xS — NU{oco} mit Eintrdgen 1 auf der Diagonalen und Ein-
tragen > 2 auflerhalb der Diagonalen kénnen wir natiirlich den freien Vek-
torraum V' = RS iiber S bilden mit seiner kanonischen Basis (e;)ses und
darauf eine symmetrische Bilinearform ( , ) erkldren durch die Vorschrift
(es,€) = —cos(m/mg). Weiter konnen wir in GL(V') die Untergruppe W
betrachten, die erzeugt wird von den Spiegelungen im Sinne von 4.1.2 mit
Spiegelebene {v € V' | (e5,v) = 0} und (—1)-Eigenraum Re, . Wir bezeichnen
diese Spiegelungen kurzerhand mit demselben Buchstaben s wie die entspre-
chende Zeile unserer Matrix, erklidren die Lange I(w) eines Elements von W
als die Lange einer kiirzestmdglichen Darstellung als Produkt solcher Spie-
gelungen s und behaupten in dieser Situation ganz allgemein:

Lemma 6.1.9. Fir allew € W und s € S gilt

lws) > l(w) & wey € ZRZO e,

res
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Beweis. Kennen wir im Lemma die Implikation =, so erhalten wir automa-
tisch
l(ws) <l(w) = wse; = —we;, € ZRZO e,
resS

und damit die Aquivalenz. Die Implikation = im Lemma zeigen wir durch
Induktion tiber I(w). Der Fall I(w) = 0 ist offensichtlich. Gilt [(w) > 0, so fin-
den wir natiirlich ¢ € S mit I(wt) < I(w) und haben notwendig ¢ # s. Indem
wir so lange s oder t von rechts an w dranmultiplizieren, wie wir die Lange
damit kleiner kriegen, finden wir eine Darstellung w = w'u mit u € (s,t),
l(w's) > l(w'), l(w't) > l(w') und l[(w) = l(w’) 4+ [(u). Natiirlich gilt dann
auch [(us) > I(u). Falls nun gilt u # w kénnen wir die Induktionsannahme
auf v anwenden und sogar folgern

ues € Ryges +Rxo ey

da nédmlich Re; +Re; stabil ist unter (s,¢). Da in jedem Falle gilt u # 1
konnen wir dann weiter die Induktionsannahme auf w’ anwenden und erhal-
ten

w'e, € ZRZO e, und w'e; € ZRZO e,

Zusammen folgt so in der Tat
we, = wues € ZRZO e,

Es bleibt nur noch, den Fall © = w zu behandeln, also den Fall von Dieder-
gruppen. Hier wird der Fall der unendlichen Diedergruppe durch Inspektion
geregelt, der Fall endlicher Diedergruppen folgt schon aus ?7. ]

Wir folgern die Proposition. In diesem Zusammenhang ist ja S endlich und
unsere Bilinearform auf V' ist ein Skalarprodukt und unser W besteht aus
orthogonalen Abbildungen. Die orthogonalen Komplemente des W-stabilen
Systems von Vektoren {we, | w € W,s € S} C V bilden ein W-stabiles
System von Hyperebenen H in V, und das Lemma besagt, daf§ keine dieser
Hyperebenen die Menge A = {v € V' | (v,e,) > 0Vs € S} trifft. Diese Menge
ist nun aber nicht leer, da die e, linear unabhéngig sind, und ist deshalb ein
Alkoven fiir unser W-stabiles System von Hyperebenen H. Natiirlich wirkt
W auf der Menge der Alkoven zu H, folglich gilt fiir jedes w € W entwe-
der wA = A oder wAN A = 0. Aus wA = A folgt aber auch, dafl (wes, )
positiv ist auf A fiir alle s € S, und dann folgt mit Lemma 6.1.9 schon
l(ws) > l(w) fir alle s € S alias w = id. Folglich sind die Alkoven wA
mit w € W paarweise disjunkt. Nun konnen wir aber in unserem endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorraum jeder offenen Teilmenge U @ V ein
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Volumen volU € [0, oo] zuordnen. Ist K C V die offene Einheitskugel, so ist
insbesondere (vol K')/vol(K N A) eine obere Schranke fiir die Kardinalitét
von W und wir folgern |W| < oo. Dann ist wiederum H endlich und wir
folgern mit 3.3.7, dafl A ein Alkoven ist zu W. Aus den Definitionen folgt
dann schliellich, dal der Coxetergraph von W genau der Coxetergraph ist,
von dem wir ausgegangen waren. O

6.2 Spiegelungsgruppen sind Coxetergruppen

Definition 6.2.1. Ein Coxetersystem ist ein Paar (W, S) bestehend aus
einer Gruppe W und einer Teilmenge S C W von W derart, dafl W erzeugt
wird von S mit den Relationen s> = ¢ Vs € S und (st)4¢) = e fiir alle
s,t € S mit ord(st) < oo.

Bemerkung 6.2.2. Will man den Begriff einer durch Erzeugende und Relatio-
nen gegebenen Gruppe vermeiden, so kann man auch alternativ formulieren:
Ein Coxetersystem ist ein Paar (W,S) bestehend aus einer Gruppe W
und einer Teilmenge S C W derart, dafl folgende Bedingung erfiillt ist: Je-
de beliebige Abbildung ¢ : S — G von S in irgendeine Gruppe G mit den
Eigenschaften

1. p(s)> =eVs e S und
2. (p(8)p(t))d6) = e Vs, t € S mit ord(st) < oo

148t sich auf genau eine Weise zu einem Homomorphismus ¢ : W — G
ausdehnen.

Satz 6.2.3. Ist W eine affine Spiegelungsgruppe und S C W die Menge
der Spiegelungen an den Winden eines festen Alkoven, so ist (W,S) ein
Coxetersystem.

Beweis. Sei also ¢ : S — G eine Abbildung in eine beliebige Gruppe mit
©(5)? = e und (p(s)p(t))r46H) = e fiir alle s, € S mit ord(st) < co. Um
besser den Uberblick zu behalten, kiirzen wir (s) = 5 ab. Wir wissen, daf
sich jedes Element w € W schreiben 14t als ein Produkt einfacher Spiege-
lungen, w = st...r mit s,t,...,r € S. Ist p : W — G ein Gruppenhomo-
morphismus, der ¢ fortsetzt, so mul notwendig gelten ¢(w) = st...7. Das
zeigt die Eindeutigkeit von ¢. Um die Existenz zu zeigen, reicht es, wenn wir
fiir zwei beliebige Darstellungen

S1...8=w=11...1
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desselben Elements w € W als Produkt einfacher Spiegelungen zeigen, dafl
gilt

81...§q:E1...fl

In der Tat konnen wir dann @(w) als diesen gemeinsamen Wert definieren
und erhalten so offensichtlich einen Gruppenhomomorphismus ¢ : W —
G. Da nach Annahme gilt ff = e, konnen wir ebensogut zeigen, dal aus
51...8¢t; ...t = e folgt

31‘-'5(151'-‘%1:6

In anderen Worten gilt es also zu zeigen, daB fiir s1,...,s, € Saus sy...s, =
e schon folgt 5;...5, =e.

Wir zeigen das durch Induktion iiber r. Der Fall » = 0 ist offensichtlich.
Sei also r > 0. Ist ein Produkt von Involutionen in einer Gruppe das neutrale
Element, so auch jede zyklische Vertauschung. Wir haben insbesondere

Si-..5:81...8_1=¢€

fiir alle 7. Nach der Austauschbedingung angewandt auf s; = s, ... sy finden
wir ein j > 2 mit

€=8p...55...89
oder, gleichbedeutend,

~

€:§152~~-3j-~-3r

Kombinieren wir dies Argument mit zyklischem Vertauschen, so sehen wir,
daf} es fiir jedes i ein j # ¢ gibt mit

€=81...5...85...5¢

Das ist im Ubrigen auch anschaulich klar: Kreuzt die Folge von Alkoven A,
S1A4, 51894, s189...5.A = A eine Spiegelebene einmal, so muf} sie auch ein
zweites Mal kreuzen, um wieder zur Ausgangsalkove zuriickzukehren.

Liegen sich hier ¢ und j nicht genau gegeniiber, in Formeln |i — j| # /2,
so haben wir schon gewonnen: Gilt zum Beispiel 0 < j — i < /2, so enthélt
die Relation

Sieeo S5 = Si41---55-1

beide Seiten zusammengerechnet weniger als r Faktoren, per Induktion folgt
also 5;...5; = S;41...5;—1 und nochmaliges Anwenden der Induktionsvor-
aussetzung zeigt die Behauptung. Im allgemeinen Fall konnen wir dasselbe
Argument in Kombination mit zyklischem Vertauschen anwenden.

Es bleibt also der Fall 7 = 2gmite = s1...s3pund e = 51...8;...5¢5¢41-- - Sg+i - - -

fiir alle 7,1 < i < q. noch fertigmachen, Anschauung ausformulieren! ]
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Satz 6.2.4. Ist (W, S) ein Cozeter-System, so ist W auch als Monoid erzeugt
von S mit den Relationen s*> = 1 und den Zopf-Relationen.

Beweis. Noch formulieren. Stimmt es eigentlich iiberhaupt? m

6.3 Bruhat-Ordnung

Bemerkung 6.3.1. Sei W eine affine Spiegelungsgruppe, A ein fester Alkoven,
S = 854 C W die Menge aller Spiegelungen an Wéanden von A und [ = l4 :
W — N, w— d(wA, A) die zugehorige Langenfunktion. Nach 3.3.7 ist {(w)
auch die kiirzestmogliche Lénge fiir eine Darstellung von w als Produkt von
Spiegelungen aus S. Insbesondere gilt {(w) = [(w™1).

Definition 6.3.2. Seien gegeben eine affine Spiegelungsgruppe W und ein
ausgezeichneter Alkoven und bezeichne [ die zugehorige Langenfunktion. Die
Bruhat-Ordnung ist die kleinste reflexive transitive Relation < auf unserer
Spiegelungsgruppe derart, dafl gilt

x <zt fir alle z € W und alle Spiegelungen t € W mit I(z) < [(xt)

Bemerkung 6.3.3. Wir fordern hier nicht ¢t € S. In der Tat wiirde diese
Forderung im allgemeinen zu einer echt kleineren partiellen Ordnung fiithren.
Dennoch héngt die Relation < von der Wahl eines ausgezeichneten Alkoven
ab, da besagte Wahl die Langenfunktion [ festlegt.

Bemerkung 6.3.4. Unter einer Relation R auf einer Menge X verstehen wir
wie in 77 eine Teilmenge R C X x X, und eine Relation R’ nennen wir
“kleiner” als eine Relation R auf derselben Menge X genau dann, wenn gilt
R C R.

Bemerkung 6.3.5. Offensichtlich gilt * < y = I(z) < l(y), insbesondere ist
< tatsédchlich eine partielle Ordnung auf W. Offensichtlich ist das neutrale
Element ¢ € W das kleinste Element. Unschwer erkennt man weiter x <
y < -1 <y~ Eine explizitere Beschreibung der Bruhat-Ordnung gibt uns
6.3.7.

Bemerkung 6.3.6. Ist W eine affine Spiegelungsgruppe und A ein ausgezeich-
neter Alkoven und betrachten wir die Bijektion W = A, w — wA, so in-
duziert die durch A gegebene Bruhat-Ordnung auf W eine Ordnung auf A.
Diese Ordnung ist nach 3.3.12 die kleinste reflexive transitive Relation auf
A derart, dafl gilt B < s;, B wann immer B € A ein Alkoven ist und L eine
Spiegelebene, die B nicht von A trennt.
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Satz 6.3.7 (Bruhat-Ordnung iiber Teilausdriicke). Ist w = s; ... Sj(w)
eine reduzierte Darstellung von w € W, so gilt

{reW|z<w}={s;...s, |1 <iy <...<ip <l(w)}

Insbesondere hingt die rechte Seite nicht von der Wahl der reduzierten Dar-
stellung von w ab.

Beweis. Die Inklusion C folgt miihelos aus dem Austauschlemma 3.3.13. Fiir
die andere Inklusion D miissen wir nach 3.3.11 nur fiir reduzierte Teilaus-
driicke zeigen, daf} sie Elemente < w liefern. Mit Induktion iiber die Lénge

von w brauchen wir sogar nur Teilausdriicke zu untersuchen mit i; = 1.
Dann folgt die Behauptung jedoch mit Induktion aus dem anschlieBenden
Lemma. [

Lemma 6.3.8. Gegeben z,y € W und s € S eine einfache Spiegelung gelten
von den vier Ungleichungen

r<y x<sy
st <y sxr<sy

entweder mindestens drei oder keine.

Bemerkung 6.3.9. Stellen wir Ungleichungen durch Pfeile zum gréferen Ele-
ment dar, so impliziert also unter der Annahme der beiden horizontalen Un-
gleichungen y < sy und =z < sz jede der drei weiteren Ungleichungen im
Diagramm

y — 5y
T /71
r — ST

die beiden anderen. Wegen dieser graphischen Interpretation, und weil der
Schlu von der Diagonale auf die beiden Vertikalen das eigentliche Problem
darstellt, ist die Aussage unseres Lemmas auch als die Eigenschaft Z von
Deodhar bekannt. Man kann diese Figenschaft ohne Schwierigkeiten aus
6.3.7 folgern, sie geht bei uns jedoch in den Beweis dieses Satzes bereits ein.

Bemerkung 6.3.10. Steigt ein Alkoven B durch eine Folge von Spiegelungen
zu einem anderen Alkoven C auf, so steigt auch das ungeordnete Paar von
benachbarten Alkoven {B, Bs} auf zum ungeordneten Paar von benachbar-
ten Alkoven {C,Cs}. Das tut es sogar mit der Folge von Spiegelungen, die
wir erhalten, wenn wir aus unserer urspriinglichen Folge von Spiegelungen
alle diejenigen weglassen, die nur die Bilder des Paares (B, Bs) untereinan-
der vertauschen. Mit dieser Folge von Spiegelungen steigt dann entweder B
zu C' auf und Bs zu C's oder B zu Cs und Bs zu C. Das ist die anschauliche
Bedeutung der “Eigenschaft Z”.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir x < y = xt an-
nehmen fiir eine Spiegelung ¢. Dann sind wir in einem von vier Féllen, die
wir jetzt gleich der Reihe nach abhandeln.

sx <z, sy >y : Dann gelten sogar alle vier Ungleichungen;

st < x, sy <y: Dann haben wir [(sz) < [(sy) und szt = sy und
damit notwendig sx < sy;

sx >x, sy >y : Dann kénnen wir dasselbe Argument anwenden
wie beim vorhergehenden Fall;

sx > x, sy <y: Dann haben wir szt < xt und argumentieren so:

Ist sq...s, eine reduzierte Darstellung von x, so ist ss;...s, eine reduzier-
te Darstellung von sz. Wegen [(sxt) < I(sx) konnen wir nach dem Aus-
tauschlemma 3.3.13 den Faktor ¢ kiirzen gegen eine einfache Spiegelung in
der reduzierten Darstellung von sz, ohne das Produkt zu &ndern. Wegen
x < xt muf} dieser Faktor der Erste sein und wir haben x = sxt = sy. O

6.4 Konvexgeometrie

Definition 6.4.1. Sei V' ein Vektorraum {iber einem angeordneten Kérper
und E C V eine Teilmenge. Wir sagen, ein Vektor v € V 143t sich aus F
positiv linear kombinieren genau dann, wenn er eine Darstellung

V=11 + ...+ aye,

besitzt mit o; > 0 und ¢; € E und n > 0. Die leere Linearkombination
mit n = 0 verstehen wir hier wie immer als den Nullvektor, der sich also in
unseren Konventionen aus jeder Teilmenge positiv linear kombinieren 1&8t.

Satz 6.4.2 (Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen). Ist V' ein Vektor-
raum tiber einem angeordneten Kérper und E C V eine endliche Teilmenge,
so gilt fiir jeden Vektor v € V' genau eine der beiden folgenden Aussagen:

1. Der Vektor v laf$t sich aus E positiv linear kombinieren.

2. Es gibt eine Linearform o € V* mit a(e) > 0 Ve € E und a(v) < 0.

Im ersten Fall kann v sogar positiv linear kombiniert werden aus hdchstens
dim V' Elementen von E. Ist E ein Erzeugendensystem von V, so kann im
zweiten Fall o sogar so gewdhlt werden, dafl ker o von seinem Schnitt mit E
erzeugt wird.

Bemerkung 6.4.3. Der Satz und der hier gegebene Beweis stammen von Weyl
[?]. Einen algorithmischen Beweis und mehr zur praktischen Bedeutung un-
seres Satzes in der linearen Optimierung findet man in | ].
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Beispiel 6.4.4. Gegeben eine Gerade in der Ebene R?, die die Menge der
Punkte mit rationalen Koordinaten Q? nur im Nullpunkt trifft, betrachte
man in Q? einen der beiden zugehérigen Halbriume mitsamt der Null. So ein
Halbraum ist eine konvexe Teilmenge £ von Q?, die von iiberhaupt keinem
Punkt aus ihrem Komplement durch eine Gerade des Q-Vektorraums Q?
getrennt werden kann. Unser Satz ist also fiir unendliches F im allgemeinen
nicht mehr richtig. Betrachten wir jedoch abgeschlossene konvexe Kegel E in
reellen Banach-Raumen, so gibt es fiir jeden Vektor v im Komplement eine
stetige Linearform, die auf besagtem Kegel nichtnegativ ist, auf dem Vektor
aber negativ: Dieser Satz ist eine Variante der grundlegenden Trennungssétze
aus der Funktionalanalysis.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf§ V'
von E erzeugt wird. Eine Linearform « € V*\0 mit a(e) > 0 Ve € E nennen
wir eine Stiitze von E. Wird zuséitzlich ker a erzeugt von (kera) N E| so
nennen wir « eine extreme Stiitze von E. Wir beweisen den Satz durch In-
duktion iiber d = dim V' und miissen die zweite unserer beiden ergénzenden
Zusatzaussagen gleich mit beweisen, um die Induktion am Laufen zu halten.
Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: F besitzt extreme Stiitzen. Seien dann «, 3, ... die extremen Stiitzen
von F und sei v € V' gegeben mit a(v) > 0, G(v) > 0,... Es gilt zu zeigen,
daf sich v positiv linear aus hochstens d Elementen von E kombinieren 148t.
Liegt v im Kern einer der extremen Stiitzen, sagen wir a(v) = 0, so ersetzen
wir V' durch ker o und sind fertig mit Induktion. Sonst suchen wir uns ein
e € E, das nicht im Kern aller extremen Stiitzen liegt, und wéahlen A > 0
kleinstmoglich so, dal die Ungleichungen a(v — Ae) > 0, S(v — Xe) >0, ...
alle weiter bestehen bleiben, aber mindestens eine, sagen wir die Erste, eine
Gleichung a(v — Ae) = 0 wird. Nun zeigt Induktion, daf sich v — Ae positiv
linear kombinieren 148t aus d — 1 Elementen von F N ker o und damit v aus
d Elementen von FE.

Fall 2: E besitzt keine extremen Stiitzen. Wir diirfen V' # 0 annehmen
und wihlen unter allen o € V*\0 derart, dal (ker @) von seinem Schnitt
mit E erzeugt wird, ein « aus, fiir das die Kardinalitdt der Menge E* =
Et(a) = {e € E | ale) > 0} maximal moglich wird. Nach Annahme finden
wir dennoch ein e~ € E mit a(e”) < 0 und diirfen ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit a(e”) = —1 annehmen. Dann betrachten wir die Projektion
m:v — v+ a(v)e” von V auf kera. Hétte m(E™) eine extreme Stiitze 3,
so kénnten wir diese durch die Vorschrift f(e™) = 0 fortsetzen zu einer Li-
nearform § € V* mit G|ET > 0 und f(e”) = 0, und ker § wére erzeugt von
seinem Schnitt mit E, im Widerspruch zur Wahl von «a. Also hat w(E™) kei-
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ne extreme Stiitze und nach Induktionsvoraussetzung l&3t sich jeder Vektor
aus ker a positiv linear aus 7(E™1) kombinieren. Also 1a8t sich jedes v € V
schon mal aus F linear kombinieren unter der Einschrankung, dafl nur der
Koeffizient vor e~ negativ sein darf. Weiter gibt es aber auch mindestens
ein e € F mit a(e™) > 0, sonst wire ja —«a eine extreme Stiitze von F.
Schreiben wir —et in unserer eingeschrinkten Weise und wenden « an, so
erkennen wir, daf3 der Koeffizient von e~ positiv sein muf}, und nach geeig-
neter Umformung stellen wir —e™ dar als positive Linearkombination von
Elementen von E*. Damit ld8t sich nun offensichtlich jeder Vektor aus V
positiv linear aus F, ja sogar aus E U {e~ } kombinieren. Um zu zeigen, daf
fiir solch eine Darstellung eines gegebenen Vektors v sogar d Elemente von F
ausreichen, beginnen wir mit irgendeiner Darstellung v = Aje; + ... + A\ne,
als positive Linearkombination von Elementen von E. Benutzt sie mehr als
d Elemente von E, so ist (Af,...,\,) ein Punkt aus dem Inneren des posi-
tiven Quadranten in k™ auf einer ganzen affinen Geraden von Losungen der
Gleichung v = Aje; + ... + \,e,. Die Stelle, an der diese Gerade den positi-
ven Quadranten verlaft, ist dann eine kiirzere Darstellung von v als positive
Linearkombination von Elementen von FE. O

Korollar 6.4.5. Ist E/ eine endliche Teilmenge eines affinen Raums W diber
einem angeordneten Korper k, so sind gleichbedeutend fiir e € E :

1. Der Punkt e gehort nicht zur konvexen Hiille von E\ e.

2. Es gibt eine affine Abbildung o : W — k mit a(e) = 0 aber a(e’) > 0
fir alle ¢’ € E\ e.

Beweis. 2 = 1ist klar und wir miissen nur 1 = 2 zeigen. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, W sei als ein affiner aber nichtlinea-
rer Teilraum eingebettet in einen Vektorraum V. Mit dem Hauptsatz 6.4.2
finden wir zunéchst eine Stiitze 5 von E \ e mit f(e) < 0. Indem wir dies
B auf W einschrénken und davon die Konstante (3(e) abziehen erhalten wir
unser o. [l

Definition 6.4.6. Ein Kegel in einem Vektorraum iiber einem angeord-
neten Korper ist eine Teilmenge, die den Ursprung enthélt und stabil ist
unter Addition und Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. Ein Kegel,
der keine Gerade umfaflt, heifit ein spitzer Kegel.

Ubung 6.4.7. Gegeben ein Kegel K in einem Vektorraum iiber einem angeord-
neten Korper, der den ganzen Vektorraum erzeugt, 148t sich jede Abbildung
¢ : K — W in einen weiteren Vektorraum mit ¢(v+w) = ¢(v) + ¢(w) sowie
o(av) = ap(v) fir alle v,w € K und a > 0 auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung K — W fortsetzen.
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Bemerkung 6.4.8. Natiirlich ist jeder Schnitt von Kegeln wieder ein Kegel.
Der kleinste Kegel, der eine gegebene Menge von Vektoren umfafit, heifit der
von dieser Menge erzeugte Kegel. Er besteht genau aus allen Vektoren,
die sich aus unserer Menge positiv linear kombinieren lassen. Ein endlich
erzeugter Kegel heifit auch ein polyedrischer Kegel.

Definition 6.4.9. Gegeben eine Teilmenge 2 C V eines Vektorraums iiber
einem angeordneten Koprer definieren wir ihre Polarenmenge E* C V*
durch die Vorschrift

Er={AeV*|Xe) >0 Vee E}

Die Polarenmenge einer beliebigen Menge ist offensichtlich ein Kegel. Die
Polarenmenge eines Kegels nennt man auch den dualen Kegel. Daf} diese
Terminologie sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 6.4.10 (iiber duale Kegel). Ist C' ein endlich erzeugter Kegel in
einem endlichdimensionalen Vektorraum V iiber einem angeordneten Korper,
so ist auch seine Polarenmenge C* C V* ein endlich erzeugter Kegel und der
kanonische Isomorphismus V' = V** induziert eine Bijektion

Beweis. Wir identifizieren im folgenden stets V** und V' vermittels des ka-
nonischen Isomorphismus. Fiir jede Teilmenge £ C V gilt £ C E**, und
fiir einen endlich erzeugten Kegel C' haben wir nach 6.4.2 auch C' O C**,
mithin C' = C**. Es bleibt nur zu zeigen, daf§ auch C* ein endlich erzeugter
Kegel ist. Wir zeigen dazu erst einmal, dal wir endlich viele Gleichungen
Aty ..oy A € V* finden kénnen mit

C={veV |\ >0 Vi}

Sei in der Tat £ C C' ein endliches Erzeugendensystem unseres Kegels C.
Erzeugt E schon ganz V als Vektorraum, so folgt unsere Behauptung aus
6.4.2. Andernfalls gilt es eben, geeignete Linearformen, Ay, ..., A; auf dem
von C' erzeugten Untervektorraum W zu wéhlen, diese auf V' fortzusetzen,
und noch geniigend auf W verschwindende Linearformen hinzunehmen. Die

AL, ..., A € V¥ erzeugen nun per definitionem einen Kegel K C V* mit
K* = C, und wegen K = K™ = (" folgt, dafl auch C* endlich erzeugt
ist. O

Korollar 6.4.11. Fiir einen endlich erzeugten Kegel in einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum tiber einem angeordneten Korper sind gleichbedeutend:
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1. Der Kegel umfafit keine Gerade, ist also ein “spitzer Kegel”.

2. Es gibt eine Linearform auf unserem Vektorraum, die auf dem Kegel
mit Ausnahme des Ursprungs echt positiv ist.

3. Die Polarenmenge unseres Kegels erzeugt den Dualraum unseres Vek-
torraums.

Beweis. Fiir eine beliebige Teilmenge E eines Vektorraums umfafit £* eine
Gerade genau dann, wenn E nicht den ganzen Raum erzeugt. Mit 6.4.10
folgt (1) < (3). Die Implikation (2) = (1) ist offensichtlich. Um schlieflich
(3) = (2) zu zeigen wihlen wir nach 6.4.10 ein endliches Erzeugendensystem
der Polarenmenge unseres Kegels und betrachten die Summe seiner Elemente.
Verschwindet diese Summe an einem Punkt des Kegels, so verschwinden dort
iitberhaupt alle Linearformen auf unserem Vektorraum und damit ist besagter
Punkt der Ursprung. O]

Satz 6.4.12 (iiber Systeme von Vektoren mit stumpfen Winkeln).
Seien vy, vy, ...,v, Vektoren eines euklidischen Vektorraums, die paarweise
stumpfe Winkel einschliefien, (v;,v;) < 0 fir i # j. Gibt es keine Zerlegung
unserer Indexmenge {0, ..., n} = I'TLJ durch nichtleere Teilmengen I # () #
J mit (v;,vj) =0 fir alle i € I und alle j € J, so ist jede echte Teilfamilie
unserer Familie von Vektoren linear unabhdngig.

Beweis. Ist einer unserer Vektoren der Nullvektor, so folgt n = 0 und wir
sind schon fertig. Sonst bilden wir den von vy, ..., v, erzeugten Kegel. Umfafit
er eine Gerade, so gibt es sicher eine Teilmenge I C {1,...,n} und a; > 0
mit Y., a;v; = 0, woraus folgt (v;,v;) = 0 fiir i € I,j ¢ I. Das steht im
Widerspruch zu unserer Annahme, folglich umfafit unser Kegel keine Gerade
und nach 6.4.11 gibt es eine Linearform v mit y(v;) > 0 fir ¢ = 1,...,n. Mit
3.5.6 folgt dann die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v,. O]

Definition 6.4.13. Eine Matrix (a;;);;—; heifit unzerlegbar genau dann,

wenn es keine Partition {1,...,n} = I'II J gibt mit I # 0 # J und a;; =
aji:OViGI,jGJ.

Korollar 6.4.14. Ist A eine reelle symmetrische positiv semidefinite unzer-
legbare ausgeartete Matrixz mit nichtpositiven Eintrigen aufSerhalb der Dia-
gonalen, so ist die Menge der x € R™ mit 2" Ax = 0 eine Gerade, die den
offenen positiven Quadranten Q@ = (R<o)™ trifft.

Beweis. Wir fassen A auf als eine Bilinearform auf dem R”, bilden ihr Ra-
dikal K = {r € R" | 2" Ay = 0 Vy} und betrachten den Quotientenraum
V = R"/K mit dem darauf induzierten Skalarprodukt. Die Bilder ¢; € V

111



der Vektoren der Standardbasis schliefen nach Annahme paarweise stumpfe
Winkel ein und wir folgern mit 6.4.12, daf je (n—1) davon linear unabhéngig
sind. Es folgt dim K = 1. Ist nun ) _ x; e; ein Erzeuger von K, so miissen alle
x; von Null verschieden sein, da wir sonst in V' eine nichttriviale lineare Re-
lation zwischen (n— 1) der &; hétten. Hétten schliefllich nicht alle x; dasselbe
Vorzeichen, so bringen wir wie im Beweis von 3.5.6 alle Terme mit negativem
x; auf die andere Seite einer Gleichung und das Skalarprodukt beider Seiten
unserer Gleichung muf3 nichtpositiv aber auch nichtnegativ und damit Null
sein. Dann steht aber auf beiden Seiten der Nullvektor im Widerspruch zu
dem, was wir bereits bewiesen haben. O

Ubung 6.4.15. Gegeben eine Teilmenge E eines affinen Raums iiber einem
angeordneten Korper k bezeichne Conv(F) ihre konvexe Hiille. Ist E die
Standardbasis des k™ und W C k" ein affiner Teilraum, so zeige man, dafl
ein Punkt p extrem ist im Schnitt W N Conv(FE) genau dann, wenn er fiir
mindestens eine Teilmenge £’ C E der einzige Punkt von W N Conv(E’) ist.

Satz 6.4.16. Besitzt eine Facette in einem endlichdimensionalen reellen Vek-
torraum einen kompakten Abschluf, so ist dieser Abschluf$ die konvexe Hiille
der Menge aller einpunktigen Randfacetten besagter Facette.

Beweis. Sei A unsere Facette. Jeder Punkt 2 € A gehort zu genau einer
Randfacette C' € F(A) von A. Besteht diese Randfacette nicht nur aus ei-
nem Punkt, so enthélt sie eine ganzes offenes Geradensegment um unseren
Punkt. Die zugehorige Gerade verlidBt C' in zwei Randfacetten von A, und
vollstéandige Induktion beendet den Beweis. O
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Diedergruppe, 40
Dimensionsformel, Weyl’sche, 89
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Eg, 62
echt
Unterdarstellung, 10
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Liealgebra, 7
Einhiillende, 74
Engel, Satz von, 17
erzeugtes Ideal, 15
essentiell, 54
euklidischen Vektorraum, 40
euklidisches Wurzelsystem, 55
extremen Gewichte, 97

Facette, 43

Facetten, 43

Filtrierung, 80, 82

Freudenthal’s Formel, 94
Fundamentalbereich, 50
fundamentalen dominanten Gewich-

te, 73

general linear Lie algebra, 5
Geradensegmente, 42
Gewicht, 34



Gewicht, hoechstes, 72 kommutativ, 4

Gewichte, 72 Kommutator, 5

Gewichte, dominante ganze, 73 konvex

Gewichte, ganze, 73 in affinem Raum, 42
Gewichtsraum, 72 in Vektorraum, 41
Graduierung, 80, 82 Kostant’sche Charakterformel, 95

Kowurzel, 37, 63

Kowurzel, einfache, 68
kristallographisch, 62
kristallographisches Wurzelsystem,

halbeinfach, 24, 26, 33
halbeinfache Anteil, 19
halbeinfache komplexe Lie-Algebra,
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halbeinfacher Anteil, 33
Halbraum, 42 Lénge
hochste Wurzel, 74 in Spiegelungsgruppe, 49
homogen Lie, Satz von, 17
Untergruppe, 81 Lie-Algebra, 4
Hyperebene, 42 Lie-Algebra, spezielle lineare, 6

Lie-Algebra, derivierte, 16
Lie-Algebra, orthogonale, 6
Lie-Algebra, symplektische, 6
Lie-Klammer, 4

Ideal, 15

invariant
Bilinearform, 22

invariante Vektoren, 9

irreduzibel monoton, 77
Darstellung, Liealgebra, 10 Multiplikation, 4
Liealgebra, 7

isomorph, 10, 55, 70 Nennerformel, Weyl’sche, 96

nilpotent, 16, 33

Jacobi-Identitét, 4 nilpotente Anteil, 19

Jordan-Zerlegung, 19, 31 nilpotenter Anteil, 33

nilpotenter Kegel, 33

Kammer, 45 Nulldarstellung, 9

kanonischer Erzeuger, 85

Kegel, 109 Operation, 9
dualer, 110 opponierte Algebra, 80
erzeugt von, 110 orthogonal, 46

polyedrischer, 110

spitzer, 109 Partitionsfunktion, Kostant’sche, 85

Killing-Klassifikation, 7 poid, 34
Killingform, 22 Poincaré-Birkhoff-Witt, 75
klassisch 77 Polarenmenge, 110

prinzipalen Antiautomorphismus, 80

Klimyk, Formel von, 97
prinzipalen Automorphismus, 69

koinduzierte Darstellung, 84
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Produkt, 5

Radikal, 17
Randfacetten, 44
reduktiv, 24

reduzierte Darstellung, 49
root system, 35

Schur, Lemma von, 26
Schur-Polynomen, 99
spezieller Punkt, 57
Spiegelebene, 40, 60
Spiegelhyperebene, 40, 60
Spiegelung

affine orthogonale, 46

lineare, 60

orthogonale lineare, 40
Spiegelung, einfache, 68
Spiegelungsgruppe

affine, 47

affine euklidische, 47
Spiegelungsgruppe, endliche eukli-

dische, 40

Spiegelungsruppe, endliche, 61
spitzer Winkel, 52
stabil, 10
Standarddarstellung, 9
Steinberg, Formel von, 98
stumpfer Winkel, 52
Summe, 71
symmetrische Algebra, 82
symmetrischen Tensoren, 83
Symmetrisierung, 83
systeme de racines, 35
System positiver Wurzeln, 65
System von Hyperebenen, 42

Tensoralgebra iiber V', 76
Tensorprodukt-Darstellung, 29
Trager

einer Facette, 45
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unitér, 4, 5

universelle Einhiillende Algebra, 74
Unteralgebra, 5

Unterdarstellung, 10

unzerlegbar, 71, 111

Verkniipfung, 4
Verma-Modul, 85
von Weyl, 27

Wand, 45
Weylgruppe, 56, 64
Weylkammer, 41
Weylkammer, dominante, 68
Weylkammern, 64
Winkel

spitzer, 52

stumpfer, 52
Wurzel, 35
Wurzel, duale, 63
Waurzel, einfache, 68
Wurzeln, 56, 62
Wurzelraum, 35
Wurzelsystem, 35, 61
Wurzelsystem, nichtreduziertes, 62
Wurzelsystem, reduziertes, 61

7

Eigenschaft von Deodhar, 106
Zentralreihe, absteignde, 16
Zentrum

einer Liealgebra, 15
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