Ubungen zur Vorlesung Lie-Algebren
im Sommersemester 2013

Ubung 1.1. (k = k). Man zeige, daB die Lie-Algebra s[(2; C) einfach ist.

Ubung 1.2. Gegeben eine nicht notwendig assoziative k-Algebra (A4, -) heiBt ei-
ne lineare Abbildung 6 : A — A eine Derivation genau dann, wenn sie die
Leibniz-Regel 6(a - b) = (da) - b+ a - (6b) Va,b € A erfiillt. Man zeige, daf3
die Derivationen einer Algebra A eine Unteralgebra der Lie-Algebra gl(A) der
Endomorphismen des k-Vektorraums A bilden.

Ubung 1.3. Man zeige, daB es bis auf Isomorphismus genau zwei zweidimensio-
nale komplexe Lie-Algebren gibt.

Ubung 1.4. Man gebe einen Isomorphismus s[(2; C) = so(3; C) an.
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Ubung 2.1. Gegeben ein Korper k und eine Darstellung p : sl(2; k) — gl(V') der
Lie-Algebra s((2; k) mit ihrer Standardbasis e, h, f mit Kommutatoren [h, e] = 2e,
[h, fl = —2f, [e, f] = h liefert der in der assoziativen Algebra Endy (V') zu
interpretierende Ausdruck

4p(f)p(e) + p(h)(p(h) +2)

einen mit der Operation unserer Liealgebra vertriglichen Endomorphismus von
V. Im Fall der einfachen (m+ 1)-dimensionalen Darstellung L(m) der Liealgebra
s(2; C) ist dieser Endomorphismus die Multiplikation mit dem Skalar m(m + 2).
Hinweis: Tapfer rechnen. Dieser Operator ist im iibrigen das einfachste Beispiel
eines sogenannten Casimir-Operators.

Ubung 2.2. Man zeige, daB jede endlichdimensionale Darstellung V' der Lie-
Algebra sl(2; C) eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen ist. Hin-
weis: Man zerlege besagte Darstellung zunéchst in die Hauptraume des Casimir-
Operators und ziehe sich so auf den Fall zuriick, dal die einfachen Subquotienten
unserer Darstellung V' paarweise isomorph sind, sagen wir zu L(m). Dann zei-
ge man, daB f™ einen Isomorphismus Hau(h;m) — Hau(h; —m) zwischen den
Hauptriumen von h zu den entsprechenden Eigenwerten liefert. SchlieBlich folge-
re man aus f™ "1y = 0, daB i auf Hau(h;m) diagonal operiert, und argumentiere
von da ausgehend.

Ubung 2.3. (1) Gegeben ein Homomorphismus ¢ : g — g’ von Lie-Algebren
ist g auflosbar genau dann, wenn ker ¢ und im ¢ auflosbar sind. (2) Sind I, J
zwei auflosbare Ideale in einer Lie-Algebra g, so ist auch ihre Summe / + J C g
ein auflosbares Ideal. Man betrachte dazu zum Beispiel die Surjektion I + J —»
(I + J)/J. (3) Ist g eine endlichdimensionale Lie-Algebra, so gibt es in g ein
groBtes auflosbares Ideal, das Radikal rad g von g.

Ubung 2.4. (chark = 0). Man zeige, daB die Lie-Algebra sl(n; k) einfach ist.
Hinweis: Besteht ein Ideal von gl(n; k) nicht aus Diagonalmatrizen, so umfaft es
sl(n; k). In der Tat muB es sicher ein E;; mit ¢ # j enthalten, wie man erkennt
durch Anwenden der ad(Ejy). Dann enthilt es auch [E;;, E;;] = E; — Ej; und
dann alle E;, = [E; — Ej;, Ey] fur k # 4, 5 sowie alle Ey; fiir k& # ¢, j. Dann
enthilt es aber in derselben Weise auch alle E}; fiir £ # [ und alle E;; — Ej;. Man
zeige, daB die Lie-Algebra sl(2; k) in Charakteristik 2 dahingegen nicht einfach
ist.

Ubung 2.5. Die Killingform einer endlichdimensionalen nilpotenten Liealgebra
ist Null.
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Ubung 3.1. Eine endlichdimensionale komplexe Lie-Algebra ist halbeinfach ge-
nau dann, wenn sie kein von Null verschiedenes auflosbares Ideal besitzt.

Ubung 3.2. Jedes Ideal einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra ist eine Sum-
me von einfachen Idealen. Jeder Quotient einer komplexen halbeinfachen Lie-
Algebra ist eine halbeinfache Lie-Algebra.

Ubung 3.3. Jede halbeinfache Lie-Algebra g ist ihre eigene derivierte Lie-Algebra,
in Formeln g = [g, g].

Ubung 3.4. Jede reduktive Lie-Algebra 148t sich auf genau eine Weise zerlegen
in das Produkt einer halbeinfachen Lie-Algebra und einer abelschen Lie-Algebra,
namlich als g = [g, g] X 3 mit 3 dem Zentrum von g.

Ubung 3.5. Der Casimir-Operator einer halbeinfachen Lie-Algebra operiert als
die Identitét auf der adjungierten Darstellung.

Ubung 3.6. Eine endlichdimensionale Lie-Algebra ist reduktiv genau dann, wenn
jedes auflosbare Ideal bereits in threm Zentrum liegt.
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Ubung 4.1. Diejenigen Vektoren einer Darstellung einer Lie-Algebra a, die in ei-
nem endlichdimensionalen a-stabilen Teilraum liegen, heiB3en auch die a-endlichen
Vektoren von V. Man zeige: Ist V' eine Darstellung einer endlichdimensionalen
Lie-Algebra g und a C g eine Unteralgebra, so bilden die a-endlichen Vektoren
von V' einen g-stabilen Teilraum. Statt g endlichdimensional brauchen wir sogar
schwicher nur annehmen, daf3 g aus a-endlichen Vektoren besteht fiir die adjun-
gierte Darstellung.

Ubung 4.2 (Clebsch-Gordan). Man zeige, daB die Darstellungen V(m) ® V (n)
und Hom(V'(m), V' (n)) von sl(2; C) isomorph sind zu
Vim+n)@V(im+n—-2)@...0V(Im—n|)

Hinweis: Man betrachte die Dimensionen der h-Eigenrdume.

Ubung 4.3. Bezeichne hg den von allen Kowurzeln iiber Q aufgespannten Teil-
raum von f. Fir h, t € hg gilt k(h, t) € Q. Weiter ist  positiv definit auf hg, also
k(h,h) <0 = h = 0. Analoges gilt auch, wenn wir hier Q durch R ersetzen.

Ubung 4.4. Die Lie-Algebra sp(2n; C) besteht aus allen Blockmatrizen

A B

C D
mit A" = —D, B" = Bund CT = C. Darin bilden die Diagonalmatrixen
diag(hq, ..., hy, —hq,..., —h,) eine Cartan’sche h. Bezeichnet ¢; : h — C die

Abbildung, die einer Matrix ihren ¢-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden die ¢;
fiir 1 <14 < n eine Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={te;+¢; |1<ij<n}

Erzeuger der Wurzelrdume sind die Matrizen mit A = —DT = E;j fir i # j und
B=C=0,mitB = E;;+ E;;und C' = A= D = 0 sowie analog mit C statt 5.



Ubungen zur Vorlesung Lie-Algebren
im Sommersemester 2013

Ubung 5.1. Sei R = R(g, h) das Wurzelsystem einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra. Fiir Wurzeln o, f € Rmit « # +fist{i € Z | § + ia € R} ein
Intervall in Z.

Ubung 5.2. Sei R = R(g,h) das Wurzelsystem einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra. Bezeichne hp den von allen Kowurzeln iiber Q aufgespannten Teil-
raum von h. Fiir h, t € hg gilt k(h,t) € Q. Weiter ist x positiv definit auf g, also
k(h,h) <0= h=0.

Ubung 5.3. Die Lie-Algebra so(2n; C) besteht aus allen Blockmatrizen dersel-
ben Gestalt wie in der vorhergehenden Ubung mit AT = —D, BT = —B und
CT = —(. Darin bilden die Diagonalmatrixen diag(hi, ..., h,, —hi,...,—hy)
eine Cartan’sche h. Bezeichnet ¢; : h — C die Abbildung, die einer Matrix ihren
t1-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden die ¢; fiir 1 < ¢ < n eine Basis von h*
und wir erhalten als Wurzelsystem

R={te;+¢e;|1<i<j<n}

Erzeuger der Wurzelrdume sind die Matrizen mit A = —D" = Ej; fiir i # j und
B=C=0,mitB =FE;; —FE;und C' = A= D = 0 sowie analog mit C statt .

Ubung 5.4. Die Lie-Algebra so(2n + 1; C) besteht aus allen Blockmatrizen

a u v
w A B
s C D

mita =0,u’ = —s,v’ = —w, AT = =D, B" = —Bund CT = —C. FEi-

ne Cartan’sche h bilden die Diagonalmatrizen diag(0, hy, ..., hn, —hq,...,—hy)

und erkldren wir Linearformen ¢; : ) — C durch die Vorschrift, daf sie einer Ma-

trix ihren (7 4+ 1)-ten Diagonaleintrag zuordnen, so so bilden die ¢; fir 1 < i <mn
eine Basis von h* und wir erhalten als Wurzelsystem

R={fe;ite; |1 <i<j<n}U{xeg|1<i<n}

Ubung 5.5. Seien V ein Vektorraum einer von Zwei verschiedenen Charakteris-
tik, « € V und oV € V* mit (o,a¥) = 2. Man zeige, daB die transponierte
Abbildung zur Spiegelung s = s, v : V — V, v — v — (v, a")a die Spiegelung
st = Sqv.q @ V' — V7™ ist, wobel wir in der zweiten Identitit unter « das durch

Auswerten an « definierte Element des Bidualraums V** verstehen.
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Ubung 6.1. Sei Q = Z" ein freier Z-Modul von endlichem Rang und ( , ) :
@ x () — Z eine positive definite Bilinearform. Man zeige, dass die orthogona-
len Spiegelungen an den orthogonalen Komponenten aller Vektoren v € () mit
(v,v) = 2 die Spiegelungen einer endlichen Spiegelungsgruppe sind.

Ubung 6.2. Sei W eine endliche Spiegelungsgruppe, A ein fester Alkoven und
[ = 4 die zugehorige Linge. So gibt es in W genau ein Element w4 maximaler
Linge, und diese Linge ist die Zahl der Spiegelungen in .

Ubung 6.3. Diejenigen Elemente einer affinen Spiegelungsgruppe, die eine vor-
gegebene Teilmenge des zugrundeliegenden affinen Raums punktweise festhalten,
bilden selber eine Spiegelungsgruppe.

Ubung 6.4. Man erklire, inwiefern die Gruppe der nicht notwendig orientierungs-
erhaltenden Symmetrien eines Ikosaeders die Spiegelungsgruppe vom Typ Hj ist.
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Ubung 7.1 (Das Wurzelsystem Ejg). Die Menge R aller Vektoren aus Z® mit
euklidischer Linge af + a3 + ... + a2 = 8, durch vier teilbarer Summe a; + ay +
...+ ag € 47 und allen Eintrigen von derselben Paritit a;, — a; € 27 Vi, j ist
ein Wurzelsystem in Q% mit 240 Wurzeln. Dieses Wurzelsystem triigt den Namen
Eyg. Betrachtet man darin nur diejenigen Elemente, bei denen alle Eintrige gerade
Paritédt haben, so erhilt man auch ein Wurzelsystem, das den Namen Dy tragt und
zur kompakten Liegruppe SO(16) gehort.

Ubung 7.2. Sei V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und ) C V ein Gitter
alias der Z-Spann einer Basis und ( , ) ein Skalarprodukt auf V mitund ( , ) :
@ x @ — Z. So erzeugen die Spiegelungen an den orthogonalen Komplementen
der Vektoren v € @ mit (v,v) = 2 eine endliche Spiegelungsgruppe. Man zeige
weiter, daB} die Vektoren v € @) mit (v, v) = 2 ein Wurzelsystem in dem von ihnen
aufgespannten Untervektorraum von V' bilden.



Ubungen zur Vorlesung Lie-Algebren
im Sommersemester 2013

Ubung 8.1. Ist R* ein System positiver Wurzeln eines Wurzelsystems und [ :
W — N die zu den zugehorigen einfachen Spiegelungen gebildete Linge, so
stimmt die Lédnge eines Elements w € IV iiberein mit der Zahl der positiven Wur-
zeln, die es zu negativen Wurzeln macht. In Formeln gilt also I(w) = |w(RT)\R™]|.

Ubung 8.2. Sei Il C R C V ein basiertes Wurzelsystem. Bezeichne p € V die
Halbsumme der positiven Wurzeln, in Formeln

p=33a

a€ERT

Man zeige fiir alle einfachen Wurzeln o die Formel s,p = p — a und folgere
(p,a¥) = 1 fiir alle einfachen Wurzeln «. Man zeige weiter, daB xp — p fiir
alle x aus der Weylgruppe im Wurzelgitter liegt, in Formeln gilt also zp — p €
(R)y VYxeW.

Ubung 8.3 (Wurzelsysteme der Typen B,,C,, D,). Bezeichne ¢4, ..., ¢, die
Vektoren der Standardbasis von Q", die in anderen Zusammenhingen meist e;
notiert werden. Man zeige:

Typ C,.: Die Menge R := {+e; £¢; | 1 <i,j < n} istein Wurzelsystem in Q".
Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.

Typ D,,: Die Menge R := {%¢; ¢, | 1 <i < j < n} ist ein Wurzelsystem in
Q™. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.

Typ B,: DieMenge R = {*¢; £¢; |1 <i<j<n}U{xe |1 <i<n}ist
ein Wurzelsystem in Q". Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.

Duale Systeme: Man zeige, dafl die Wurzelsysteme B,, und D,, zueinander dual
sind, wohingegen die Wurzelsysteme A,, und C,, jeweils zu ihren dualen
Systemen isomorph sind.
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Ubung 9.1. Tm Fall g = sl(n + 1;C) zeige man, daB die Darstellung A’ C™*!
ein fundamentales Gewicht als hochstes Gewicht hat, genauer das fundamentale
Gewicht w; = €1 + ... + ¢;. Hier verstehen wir implizit die iibliche Cartan’sche
und die iibliche Basis des Wurzelsystems gegeben durch die «; := ¢; — €;41.

Ubung 9.2. Sei e, f, h die iibliche Basis von s[(2; C) mit [h, ¢] = 2e, [h, f] = —2f,
le, f] = h. Man schreibe f2he in der Einhiillenden von s[(2; C) als Linearkombi-
nation geordneter Monome fiir die Ordnung e, h, f.

Ubung 9.3. Die opponierte Algebra A°P zu einer k-Algebra A wird erklirt da-
durch, dal man auf dem Vektorraum A die opponierte Verkniipfung betrachtet,
die gegeben wird durch a® xb° = (b-a)°. Man zeige: Ist g eine Lie-Algebra, so ist
auch g°PP eine Lie-Algebra und die Multiplikation mit (—1) ist ein Algebrenho-
momorphismus g — g°° Man zeige weiter: Ist g — U eine Einhiillende, so auch
dieselbe Abbildung g°?® — U°PP. Insbesondere setzt sich die Multiplikation mit
(—1) : g — g°PP fort zu einem Isomorphismus assoziativer Algebren U — U°PP,
den wir den prinzipalen Antiautomorphismus von U nennen.

Ubung 9.4 (Casimir-Operator in der Einhiillenden). Sei g eine endlichdimen-
sionale Lie-Algebra und b : g X g — k eine nichtausgeartete invariante Biline-
arform. Wir wihlen eine Basis x4, ..., 2, von g, bezeichnen mit z!, ... 2" die
beziiglich b duale Basis, charakterisiert durch b(z;, /) = §;;, und setzen

C=0C,:= ixzxz
i=1

So hingt C, € U(g) nicht von der Wahl der Basis unserer Lie-Algebra g ab und
liegt im Zentrum der Einhiillenden, in Formeln uC' = Cu Yu € U(g).



Ubungen zur Vorlesung Lie-Algebren
im Sommersemester 2013

Ubung 10.1. Gegeben eine bilineare Verkniipfung b auf einem Vektorraum g iiber
einem Korper & kann man stets in der Tensoralgebra T(g) das von allen z ®
y—y®x—b(r,y) mitxz,y € gerzeugte Ideal ] = [(g) C T(g) betrachten
und den Quotientenring U := T(g)/I bilden. Man zeige, daB die Verkniipfung
g — T(g) — U genau dann injektiv ist, wenn b antisymmetrisch ist und die
Jacobi-Identitit erfiillt.

Ubung 10.2. Jeder Homomorphismus von Lie-Algebren 148t sich auf genau eine
Weise ausdehnen zu einem Homomorphismus zwischen ihren Einhiillenden.

Ubung 10.3. Ist eine Lie-Algebra a iiber einem Korper k als k-Vektorraum die
Summe von zwei Unteralgebren a = b + ¢, so induziert die Multiplikation eine
Surjektion

U(c) @, U(b) — U(a)

Man leite aus dieser Erkenntnis einen neuen Beweis des Lemmas ab, nach dem
das c-Erzeugnis eines b-stabilen Teilraums einer a-Darstellung bereits a-stabil ist.

Ubung 10.4. Man zeige, daB im Fall g = s[(2; C) ein Vermamodul A()) genau
dann einfach ist, wenn er keinen endlichdimensionalen Quotienten hat, wenn also
sein hochstes Gewicht auf der positiven Wurzel als Wert keine natiirliche Zahl
annimmt, in Formeln (\, ") ¢ N fiir « die positive Wurzel.
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Ubung 11.1. Die Darstellung A\’ C**! von sl(n + 1;C) ist einfach fiir 1 < i <
n+ 1.

Ubung 11.2. Welche Dimensionen haben die irreduziblen Darstellungen der Lie-
Algebra vom Typ Ej zu fundamentalen hochsten Gewichten?

Ubung 11.3. Man folgere aus der Dimensionsformel, daB die symmetrischen Po-
tenzen S"C" ! stets irreduzible Darstellungen von s[(n + 1; C) sind. Sie haben im
iibrigen das hochste Gewicht ;. Wer Rechenzeit sparen will, sollte sich zumin-
dest den Fall n = 2 iiberlegen. Alternativ und vielleicht einfacher kann man die
Irreduzibilitdt auch begriinden, indem man unsere symmetrischen Potenzen als
Réiume von Polynomen versteht und die Operation durch Differentialoperatoren
realisiert.

Ubung 11.4. Man zeige mithilfe einer Streckung der Nennerformel fiir eine belie-
bige halbeinfache Lie-Algebra die Formel

ch L(np) = €™ H (14+e“+...+e ")

aceRt
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